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ОБ ИНТЕГРАЛЬНОЙ СРЕДНЕЙ КРИВИЗНЕ

НЕЖЕСТКИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ
В. А. Александров

Аннотация. С помощью формулы Грина вариация интегральной средней кривиз-
ны гладкой поверхности в R3 преобразована к криволинейному интегралу от неко-
торого векторного поля. В качестве следствия получена известная теорема, соглас-
но которой интегральная средняя кривизна замкнутой гладкой поверхности в R3

стационарна при любом бесконечно малом изгибании.
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Посвящается Юрию Григорьевичу Решетняку

Гладкая поверхность S ⊂ R3 называется изгибаемой, если существует глад-
кое отображение ϕ : S × (−1, 1) → R3 такое, что

(1) для каждой гладкой кривой γ ⊂ S и каждого t ∈ (−1, 1) длина кривой
{ϕ(x, t) | x ∈ γ} равна длине кривой γ;

(2) для каждого t 6= r найдутся две точки x,y ∈ S такие, что евклидово
расстояние между точками ϕ(x, t) и ϕ(y, t) не равно евклидову расстоянию
между точками ϕ(x, r) и ϕ(y, r).

Другими словами, гладкая поверхность S ⊂ R3 называется изгибаемой,
если существует семейство {St}t∈(−1,1) гладких поверхностей St ⊂ R3 такое,
что (a) S0 = S; (b) St изометрично S0 во внутренних метриках (подробнее см.,
например, в [1]) для всех t; (c) St и Sr не конгруэнтны, если t 6= r.

Легко проверить, что плоский круг изгибаем. Однако старая гипотеза,
все еще остающаяся открытой, утверждает, что в R3 не существует гладкой
замкнутой изгибаемой поверхности (см., например, [2, проблема 50]. Читате-
ля, интересующегося аналогичной проблемой для многогранных поверхностей,
отсылаем к [3].

Если поверхность S ориентирована, то интегральная средняя кривизна по-
верхности St задается классической формулой

H(St) =
∫
St

1
2
(κ1(x) + κ2(x)) d(St), (1)

где κ1(x) и κ2(x) — главные кривизны поверхности St в точке ϕ(x, t).
Гладкая поверхность S ⊂ R3 называется нежесткой, если на ней существу-

ет гладкое векторное поле v : S → R3 такое, что
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(i) гладкое отображение ψ : S × (−1, 1) → R3, задаваемое формулой x 7→
x+ tv(x), таково, что для любой гладкой кривой γ ⊂ S длина кривой {ψ(x, t) |
x ∈ γ} стационарна при t = 0;

(ii) векторное поле v не порождено никаким непрерывным семейством дви-
жений поверхности S как твердого тела.

Такое поле v называется (нетривиальным) бесконечно малым изгибанием
поверхности S. Нежесткие замкнутые поверхности в R3 существуют и изуча-
лись многими авторами (см, например, [4, 5] и указанную там библиографию).
Известно, в частности, что если x = x(u, v) — параметризация поверхности S и
v = v(u, v) — бесконечно малое изгибание S, то

xu · vu = 0, xu · vv + xv · vu = 0, xv · vv = 0, (2)

где · обозначает стандартное скалярное произведение в R3.
Пусть S — гладкая замкнутая ориентированная поверхность в R3. Для

всех t, достаточно близких к нулю, поверхность ψ(S, t) = {ψ(x, t) | x ∈ S}
также является гладкой и ориентируемой. Обозначим через n(x, t) единичный
нормальный вектор к поверхности ψ(S, t) в точке ψ(x, t) и через n′(x, t) —
вектор скорости вектор-функции t 7→ n(x, t), т. е. положим по определению

n′(x, t) =
d

dt
n(x, t).

Определим векторное поле m на поверхности S формулой m(x) = n′(x, 0) ×
n(x, 0), где × обозначает векторное произведение в R3. (Отметим, что n′ и
m являются касательными векторными полями на поверхности S, хотя мы не
будем пользоваться этими фактами ниже.) Наконец, положим по определению

H ′(S) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

H(ψ(S, t)).

По очевидным причинам мы называем H ′(S) вариацией интегральной средней
кривизны поверхности S.

Основным результатом данной заметки является следующая

Теорема. Для любой компактной ориентированной гладкой поверхности
S в R3 и любого ее бесконечно малого изгибания v вариация интегральной
средней кривизны поверхности S равна половине контурного интеграла от век-
торного поля m по границе ∂S поверхности S, т. е.

H ′(S) =
1
2

∫
∂S

m(x) · dx.

Подразумевается, что ориентация кривой ∂S, по которой вычисляется кри-
волинейный интеграл, согласована с ориентацией поверхности S.

Доказательство. Достаточно доказать теорему «локально», т. е. для
случая, когда поверхность S покрыта единственной картой. Более того, без
потери общности мы можем считать, что S задается явной параметризаци-
ей x = x(u, v) = (u, v, f(u, v)), (u, v) ∈ D ⊂ R2. Пусть v(x) = v(u, v) =
(ξ(u, v), η(u, v), ζ(u, v)). Тогда уравнения (2) принимают вид

ξu = −fuζu, ξv + ηu = −fvζu − fuζv, ηv = −fvζv. (3)
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Дифференцируя (3) по u и v, после преобразований имеем

ξuu = −fuuζu − fuζuu,

ξuv = −fuvζu − fuζuv,

ξvv = −fvvζu − fuζvv,

ηuu = −fuuζv − fvζuu,

ηuv = −fuvζv − fvζuv,

ηvv = −fvvζv − fvζvv.

(4)

Для определенности считаем, что S ориентировано с помощью следующего
поля единичных нормалей:

(
1+f2

u +f2
v

)−1/2(−fu,−fv, 1). Используя уравнения
(3) и (4), обычным образом получаем

2H ′(S) =
∫∫
D

[(
1 + f2

v

)
ζuu − 2fufvζuv +

(
1 + f2

u

)
ζvv

]
dudv. (5)

С другой стороны, прямые вычисления показывают, что

m(u, v) =
1

1 + f2
u + f2

v

(
fuξv + fvηv − ζv,−fuξu − fvηu + ζu,

−
(
f2
u + f2

v

)
ηu + fvζu − fu

(
1 + f2

u + f2
v

)
ζv

)
и ∫

∂S

m(x) · dx =
∫
∂D

(
−fuηu −

(
1 + f2

u

)
ζv

)
du + (ζu − fvηu − fufvζv) dv. (6)

Применяя теперь формулу Грина∫
∂D

P du + Qdv =
∫∫
D

(
∂Q

∂u
− ∂P

∂v

)
dudv

к правой части равенства (6) и используя формулы (3) и (4), преобразуем пра-
вую часть формулы (6) к правой части формулы (5). Теорема доказана.

Следствие 1. Для любой компактной ориентированной гладкой поверх-
ности S без края в R3 и любого ее бесконечно малого изгибания вариация ин-
тегральной средней кривизны поверхности S равна нулю.

Следствие 2. Любая компактная изгибаемая поверхность без края в R3

сохраняет интегральную среднюю кривизну в процессе изгибания.
Конечно, здесь имеются в виду поверхности, для каждой точки которых

могут быть введены локальные координаты (u, v) такие, что радиус-вектор по-
верхности, а также его первые и вторые производные по переменным u и v
имеют непрерывную относительно параметра деформации t первую производ-
ную по t.

Оба следствия немедленно вытекают из доказанной выше теоремы. На
самом деле оба следствия доказаны другими авторами в гораздо более общей
ситуации, а именно, они доказаны для кусочно гладких гиперповерхностей в
многомерных евклидовых пространствах и пространствах Лобачевского (см.
[6–8]). Однако указанный выше прием непосредственного сведе́ния вариации
интегральной средней кривизны к криволинейному интегралу, ра́вно как и сам
вид векторного поля m, циркуляцию которого нужно вычислять, является но-
вым и может быть полезным при изучении вопроса о том, какие еще функции
остаются неизменными при непрерывной деформации поверхности. Например,
известно, что многогранники в процессе изгибания сохраняют свой объем (см.
[3] и указанную там библиографию).
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