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ОПЕРАТОРЫ ИНТЕГРАЛЬНОГО ТИПА

ИЗ ПРОСТРАНСТВА СО СМЕШАННОЙ

НОРМОЙ В ПРОСТРАНСТВО ТИПА

БЛОХА НА ЕДИНИЧНОМ ШАРЕ

С. Стевич

Аннотация. Пусть B — единичный шар в Cn и H(B) — пространство голоморфных
функций на B. Определим оператор интегрального типа на H(B), полагая

Igϕ(f)(z) =
1∫

0

Re f(ϕ(tz))g(tz)
dt

t
, z ∈ B,

где g ∈ H(B), g(0) = 0 и ϕ — голоморфное отображение B. Изучены ограниченность
и компактность этого оператора из пространства со смешанной нормой H(p, q, φ)(B)
в пространство типа Блоха Bµ(B).

Ключевые слова: оператор интегрального типа, пространство со смешанной нор-
мой, пространство типа Блоха, ограниченность, компактность.

1. Введение

Пусть B = Bn — единичный открытый шар в Cn, S = ∂B — его граница,
D = B1 — единичный открытый круг в C, dσ(ζ) — нормированная поверхностная
мера на S и H(B) — класс всех аналитических функций на B. Пусть z =

(z1, . . . , zn) и w = (w1, . . . , wn) — точки в Cn, 〈z, w〉 =
n∑

k=1
zkwk и |z| =

√
〈z, z〉.

Для f ∈ H(B) с рядом Тейлора f(z) =
∑
|β|≥0

aβzβ пусть

Re f(z) =
∑
|β|≥0

|β|aβzβ

— радиальная производная f, где β = (β1, β2, . . . , βn) — мультииндекс, |β| =
β1 + · · ·+ βn и zβ = zβ1

1 · · · zβnn . Известно (см., например, [1]), что

Re f(z) =
n∑
j=1

zj
∂f

∂zj
(z) = 〈∇f(z), z̄〉.

Если β = (β1, β2, . . . , βn) — мультииндекс и f ∈ H(B), то используем следу-
ющее обозначение:

∂βf(z) =
∂|β|f

∂zβ1
1 · · · ∂zβnn

(z).
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Через∇mf будем обозначать вектор-функцию из Cnm , компоненты которой
состоят из всех частных производных порядка m функции f .

Положительную непрерывную функцию φ на [0, 1) называют нормальной
[2], если существуют δ ∈ [0, 1) и a, b, 0 < a < b, такие, что

φ(r)
(1− r)a

убывает на [δ, 1) и lim
r→1

φ(r)
(1− r)a

= 0;

φ(r)
(1− r)b

возрастает на [δ, 1) и lim
r→1

φ(r)
(1− r)b

= ∞.

В дальнейшем, говоря о нормальности функции ν : B → [0,∞), мы будем также
предполагать, что выполнено условие ν(z) = ν(|z|), z ∈ B.

Для 0 < p, q < ∞ и нормальной φ пространство со смешанной нормой
H(p, q, φ)(B) = H(p, q, φ) состоит из всех функций f ∈ H(B) таких, что

‖f‖H(p,q,φ) =

 1∫
0

Mp
q (f, r)

φp(r)
1− r

dr

1/p

<∞,

где

Mq(f, r) =
(∫
S

|f(rζ)|qdσ(ζ)
)1/q

.

Для p = q и ϕ(r) = (1 − r2)α+1, α > −1, пространство со смешанной нормой
эквивалентно весовому пространству Бергмана Ap

α(B) = Ap
α, состоящему из всех

f ∈ H(B) таких, что

‖f‖pApα =
∫
B

|f(z)|pdVα(z) <∞,

где dVα(z) = (1− |z|2)αdV (z) и dV (z) — объемная лебегова мера.
Класс всех f ∈ H(B) таких, что

Bµ(f) = sup
z∈B

µ(z)|Re f(z)| <∞,

где µ нормальна на [0, 1), называют пространством типа Блоха и обозначают
через Bµ(B) = Bµ. Этот класс с нормой

‖f‖Bµ = |f(0)|+Bµ(f)

является банаховым пространством.
Если взять µ(z) = (1 − |z|2)α, α ∈ (0,∞), то получается α-пространство

Блоха Bα, которое при α = 1 становится пространством Блоха (см., например,
[3–6] и библиографию в них).

Подпространство в Bµ, состоящее из всех f таких, что

lim
|z|→1

µ(z)|Re f(z)| = 0,

называют малым пространством типа Блоха и обозначают через Bµ,0.
Опираясь на тот факт, что операторы композиции и взвешенные операторы

композиции естественно возникают из изометрий некоторых функциональных
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пространств (см. [7]), в [8] Ли и автор ввели в рассмотрение обобщенные опера-
торы композиции на пространстве H(D) следующим образом:

Cg
ϕ(f)(z) =

z∫
0

f ′(ϕ(ζ))g(ζ)dζ, z ∈ D, (1)

и изучили их ограниченность и компактность на α-пространствах Блоха и про-
странствах Зигмунда на единичном круге. Напомним, что взвешенные опе-
раторы композиции, индуцированные функциями u ∈ H(B) и ϕ (непостоянным
аналитическим отображением B в себя) определены так: uCϕf(z) = u(z)f(ϕ(z)).
Некоторые результаты в этой области, особенно относящиеся к единичному кру-
гу или единичному полидиску, могут быть найдены, например, в [9–21] (см.
также библиографию в них).

Пусть g ∈ H(B) удовлетворяет условию g(0) = 0 и ϕ — голоморфное отоб-
ражение B в себя. Тогда на H(B) можно определить следующий оператор, тесно
связанный с оператором (1):

Igϕ(f)(z) =
1∫

0

Re f(ϕ(tz))g(tz)
dt

t
, z ∈ B. (2)

Оператор (2) связан также с другими операторами на единичном шаре (та-
кими, как операторы Tg и Lg, определенные в [22, 23]), а также с оператором Tg
на полидиске (см. [24, 25]). Некоторые характеристики ограниченности и ком-
пактности этих и других операторов интегрального типа в Cn можно найти,
например, в [4, 23, 24, 26–38].

В данной работе будут даны необходимые и достаточные условия ограни-
ченности и компактности оператора (2) из пространства со смешанной нормой
H(p, q, φ) в пространство типа Блоха или в малое пространство типа Блоха.

Всюду ниже константы обозначаются через C, они положительны и, воз-
можно, различны в разных ситуациях. Обозначение a � b используется в том
случае, если существует положительная постоянная C такая, что a ≤ Cb. Будем
писать a � b, если одновременно a � b и b � a.

2. Вспомогательные результаты

В этом разделе содержатся пять вспомогательных результатов, используе-
мых в доказательствах основных результатов в разд. 3.

Лемма 1. Пусть µ и φ нормальны, g ∈ H(B), g(0) = 0, и ϕ — аналитиче-
ское отображение B в себя. Оператор Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ компактен тогда и
только тогда, когда он ограничен и для любой ограниченной последовательно-
сти (fk)k∈N в H(p, q, φ), сходящейся к нулю равномерно на компактах из B при
k →∞, имеет место сходимость

∥∥Igϕfk∥∥Bµ
→ 0 при k →∞.

Доказательство леммы 1 аналогично, например, доказательствам предло-
жения 3.11 в [10], леммы 3 в [23], леммы 3 в [24] и леммы 3 в [36], поэтому мы
его опустим.

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 1 из [39], и мы также
опустим ее доказательство.
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Лемма 2. Пусть µ нормальна. Замкнутое множество K в Bµ,0 компактно
тогда и только тогда, когда оно ограничено и удовлетворяет условию

lim
|z|→1

sup
f∈K

µ(z)|Re f(z)| = 0.

Доказательство следующей леммы проводится в духе доказательств лем-
мы 1 в [22] и леммы 1 в [23].

Лемма 3. Допустим, что f, g ∈ H(B) и g(0) = 0. Тогда

Re Igϕ(f)(z) = Re f(ϕ(z))g(z).

Доказательство. Пусть
∑
α6=0

aαzα — разложение в ряд Тейлора голоморф-

ной функции Re f(ϕ(z))g(z). Тогда

Re
[
Igϕ(f)

]
(z) = Re

1∫
0

∑
α6=0

aα(tz)α
dt

t
= Re

(∑
α6=0

aα
|α|

zα
)

=
∑
α6=0

aαz
α,

что и требовалось доказать. �

Следующая лемма хорошо известна.

Лемма 4. Пусть aj ≥ 0, j = 1, . . . , n, где n ∈ N фиксировано. Тогда для
p ∈ (0, 1]

1
n1−p

(
n∑
j=1

apj

)
≤

(
n∑
j=1

aj

)p

≤
n∑
j=1

apj

и для p ≥ 1
n∑
j=1

apj ≤

(
n∑
j=1

aj

)p

≤ np−1

(
n∑
j=1

apj

)
.

Лемма 5. Пусть 0 < p, q < ∞ и φ нормальна. Тогда найдется положи-
тельная константа C, не зависящая от f , такая, что

|∇mf(z)| ≤ C
‖f‖H(p,q,φ)

φ(|z|)(1− |z|2)
n
q +m , z ∈ B. (3)

Доказательство. Сначала заметим, что по лемме 4 имеем

Mp
q (|∇mf |, r) =

(∫
S

( ∑
|α|=m

|∂αf(rζ)|2
)q/2

dσ(ζ)
)p/q

≥ C

(∫
S

∑
|α|=m

|∂αf(rζ)|qdσ(ζ)
)p/q

≥ C
∑
|α|=m

Mp
q (∂αf, r). (4)

Слегка модифицируя доказательство теоремы 3(a) в [25] (см. также [30]),
можно доказать, что

m−1∑
j=0

|∇jf(0)|p +
1∫

0

Mp
q (|∇mf |, r)(1− r)mpφ

p(r)
1− r

dr � ‖f‖pH(p,q,φ). (5)
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Из (4) и (5), используя монотонность интегральных средних, теорему 7.2.5
в [1] и вытекающее из нормальности φ свойство

φ(z) � φ(w) или w ∈ B(z, ε(1− |z|)),

где ε ∈ (0, 1) фиксировано, имеем

‖f‖pH(p,q,φ) ≥
(3+|z|)/4∫

(1+|z|)/2

Mp
q (|∇mf |, r)(1− r)mpφ

p(r)
1− r

dr

≥ C
∑
|α|=m

(3+|z|)/4∫
(1+|z|)/2

Mp
q (∂αf, r)(1− r)mpφ

p(r)
1− r

dr

≥ C
∑
|α|=m

Mp
q (∂αf, (1 + |z|)/2)φp(|z|)(1− |z|)mp

≥ C
∑
|α|=m

(1− |z|2)
pn
q |∂αf(z)|pφp(|z|)(1− |z|)mp

≥ Cφp(|z|)(1− |z|2)
pn
q +mp|∇mf(z)|p,

откуда и следует результат леммы. �

3. Основные результаты

В этом разделе сформулируем и докажем основные результаты работы,
относящиеся к ограниченности и компактности операторов Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ

(или Bµ,0).

Теорема 1. Пусть 0 < p, q < ∞, g ∈ H(B), g(0) = 0, φ и µ нормальны и
ϕ — аналитическое отображение B в себя. Тогда оператор Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ

ограничен в том и только в том случае, если

sup
z∈B

µ(z)|g(z)||ϕ(z)|
φ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2)

n
q +1 <∞. (6)

Доказательство. Допустим, что (6) выполнено. Используя лемму 3 и
неравенство (3) с m = 1, получаем

µ(z)
∣∣Re
(
Igϕf

)
(z)
∣∣ = µ(z)|Re f(ϕ(z))||g(z)| ≤ µ(z)|∇f(ϕ(z))||g(z)||ϕ(z)|

≤ C‖f‖H(p,q,φ)
µ(z)|g(z)||ϕ(z)|

φ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2)
n
q +1 (7)

для любых z ∈ B и f ∈ H(p, q, φ).
Используя условия (6), (7) и тот факт, что Igϕf(0) = 0, выводим ограничен-

ность Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ.
Пусть теперь Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ ограничен. Используя функции

fl(z) = zl ∈ H(p, q, φ), l ∈ {1, . . . , n}, (8)

получаем, что Igϕfl ∈ Bµ для l ∈ {1, . . . , n}, т. е.∥∥Igϕfl∥∥Bµ
= sup

z∈B
µ(z)|g(z)||ϕl(z)| <∞
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для каждого l ∈ {1, . . . , n}, следовательно,

sup
z∈B

µ(z)|g(z)||ϕ(z)| ≤
n∑
l=1

sup
z∈B

µ(z)|g(z)||ϕl(z)| <∞. (9)

Положим

fw(z) =
(1− |w|2)β

φ(w)(1− 〈z, w〉)
n
q +β , z ∈ B, (10)

где w ∈ B и β > b. По лемме 2 из [30] имеем sup
w∈B

‖fw‖H(p,q,φ) ≤ C. Отсюда, из

ограниченности Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ, Igϕfw(0) = 0, и леммы 3 получаем

C
∥∥Igϕ∥∥H(p,q,ϕ)→Bµ

≥
∥∥Igϕfϕ(w)

∥∥
Bµ

= sup
z∈B

µ(z)|g(z)||Re fϕ(w)(ϕ(z))|

≥ µ(w)|g(w)||Re fϕ(w)(ϕ(w))| = Cµ(w)|g(w)||ϕ(w)|2

φ(|ϕ(w)|)(1− |ϕ(w)|2)
n
q +1 . (11)

Из (11) выводим, что

sup
|ϕ(w)|≥1/2

µ(w)|g(w)||ϕ(w)|
φ(|ϕ(w)|)(1− |ϕ(w)|2)

n
q +1 ≤ sup

|ϕ(w)|≥1/2

2µ(w)|g(w)||ϕ(w)|2

φ(|ϕ(w)|)(1− |ϕ(w)|2)
n
q +1 <∞.

(12)
С другой стороны, если |ϕ(w)| ≤ 1/2, используя нормальность φ и соотно-

шение (9), приходим к тому, что

µ(w)|g(w)||ϕ(w)|
φ(|ϕ(w)|)(1− |ϕ(w)|2)

n
q +1 ≤ C sup

w∈B
µ(w)|g(w)||ϕ(w)| <∞. (13)

Из (12) и (13) вытекает условие (6), что и требовалось. �

Теорема 2. Пусть 0 < p, q < ∞, g ∈ H(B), g(0) = 0, φ и µ нормальны и
ϕ — аналитическое отображение B в себя. Тогда оператор Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ

компактен в том и только в том случае, если он ограничен и

lim
|ϕ(z)|→1

µ(z)|g(z)||ϕ(z)|
φ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2)

n
q +1 = 0. (14)

Доказательство. Сначала допустим, что Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ компактен.
Тогда, очевидно, Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ ограничен.

Пусть (zk)k∈N — последовательность в B такая, что |ϕ(zk)| → 1 при k →∞
(если такой последовательности нет, то условие (14), очевидно, выполнено).
Положим

f̂k(z) = fϕ(zk)(z), k ∈ N, (15)

где fw определен в (10).
Из доказательства теоремы 1 известно, что sup

k∈N
‖f̂k‖H(p,q,φ) ≤ C. Легко

видеть, что f̂k сходится к нулю равномерно на компактах в B при k →∞.
Из леммы 1 вытекает, что

lim
k→∞

∥∥Igϕf̂k∥∥Bµ
= 0. (16)



Операторы интегрального типа 1397

Имеем∥∥Igϕf̂k∥∥Bµ
= sup

z∈B
µ(z)

∣∣Re
(
Igϕf̂k

)
(z)
∣∣ ≥ µ(zk)|g(zk)||Re f̂k(ϕ(zk))|

=
Cµ(zk)|g(zk)||ϕ(zk)|2

φ(|ϕ(zk)|)(1− |ϕ(zk)|2)
n
q +1 . (17)

Из (16), (17) и сходимости |ϕ(zk)| → 1 при k →∞ приходим к тому, что

lim
k→∞

µ(zk)|g(zk)||ϕ(zk)|
φ(|ϕ(zk)|)(1− |ϕ(zk)|2)

n
q +1 = 0,

откуда вытекает (14).
Пусть теперь Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ ограничен и выполнено условие (14).

Предположим, что (fk)k∈N — ограниченная последовательность в H(p, q, φ) та-
кая, что fk → 0 равномерно на компактах в B при k →∞. Пусть

sup
k∈N

‖fk‖H(p,q,φ) =: M.

Из условия (14) вытекает, что для каждого ε > 0 существует δ ∈ (0, 1)
такое, что

µ(z)|g(z)||ϕ(z)|
φ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2)

n
q +1 <

ε

M
, (18)

как только δ < |ϕ(z)| < 1.
Используя леммы 3, 5 и неравенства (9), (18), получаем∥∥Igϕfk∥∥Bµ

= sup
z∈B

µ(z)|g(z)Re fk(ϕ(z))|

≤ sup
{z∈B: |ϕ(z)|≤δ}

µ(z)|g(z)||Re fk(ϕ(z))|+ sup
{z∈B:δ<|ϕ(z)|<1}

µ(z)|g(z)||Re fk(ϕ(z))|

≤Mg sup
|w|≤δ

|∇fk(w)|+ C‖fk‖H(p,q,φ) sup
{z∈B:δ<|ϕ(z)|<1}

µ(z)|g(z)||ϕ(z)|
φ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2)

n
q +1

≤Mg sup
|w|≤δ

|∇fk(w)|+ Cε, (19)

где Mg = sup
z∈B

µ(z)|g(z)||ϕ(z)| (отметим, что Mg конечна ввиду ограниченности

оператора Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ).
Из сходимости к нулю на компактах в B последовательности (fk)k∈N и нера-

венства Коши вытекает, что последовательность (|∇fk|)k∈N также сходится к
нулю на компактах в B при k →∞, в частности, lim

k→∞
sup
|w|≤δ

|∇fk(w)| = 0. Пола-

гая k →∞ в (19) и используя этот факт, получаем

lim sup
k→∞

∥∥Igϕfk∥∥Bµ
≤ Cε

для любого положительного ε, откуда вытекает, что последний предел равен
нулю. Учитывая лемму 1, приходим к требуемому. �

Теорема 3. Пусть 0 < p, q < ∞, g ∈ H(B), g(0) = 0, φ и µ нормальны
и ϕ — аналитическое отображение B в себя. Оператор Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ,0
ограничен в том и только в том случае, если Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ ограничен и

lim
|z|→1

µ(z)|g(z)||ϕ(z)| = 0. (20)
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Доказательство. Сначала допустим, что Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ,0 ограни-
чен. Тогда ясно, что Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ ограничен.

Используя пробные функции (8), получим Igϕfl ∈ Bµ,0, l ∈ {1, . . . , n}, т. е.

Igϕfl(z) = µ(z)|g(z)||ϕl(z)| → 0 при |z| → 1

для каждого l ∈ {1, . . . , n} и тем самым

lim
|z|→1

µ(z)|g(z)||ϕ(z)| = 0.

Следовательно, условие (20) выполнено.
Обратно, пусть Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ ограничен и условие (20) выполнено.

Тогда для каждого полинома p имеем

µ(z)
∣∣Re Igϕp(z)

∣∣ ≤ µ(z)|g(z)||Re p(ϕ(z))| ≤ µ(z)|g(z)||ϕ(z)|‖∇p‖∞ → 0

при |z| → 1. Отсюда Igϕp ∈ Bµ,0. Используя плотность множества полиномов в
H(p, q, φ), получаем, что для каждой f ∈ H(p, q, φ) найдется последовательность
полиномов (pk)k∈N такая, что

‖f − pk‖H(p,q,φ) → 0 при k →∞.

Это обстоятельство и ограниченность оператора Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ влекут
сходимость ∥∥Igϕf − Igϕpk

∥∥
Bµ

≤
∥∥Igϕ∥∥H(p,q,φ)→Bµ

‖f − pk‖H(p,q,φ) → 0

при k → ∞. Отсюда Igϕ(H(p, q, φ)) ⊆ Bµ,0. Так как Bµ,0 — замкнутое подмно-
жество Bµ, ограниченность Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ,0 получена. �

Теорема 4. Пусть 0 < p, q < ∞, g ∈ H(B), g(0) = 0, φ и µ нормальны и
ϕ — аналитическое отображение B в себя. Тогда оператор Igϕ : H(p, q, φ) → Bµ,0
компактен в том и только в том случае, если

lim
|z|→1

µ(z)|g(z)||ϕ(z)|
φ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2)

n
q +1 = 0. (21)

Доказательство. Пусть (21) выполнено. Тогда из лемм 3 и 5 вытекает,
что

µ(z)
∣∣Re
(
Igϕf

)
(z)
∣∣ ≤ C‖f‖H(p,q,φ)

µ(z)|g(z)||ϕ(z)|
φ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2)

n
q +1 . (22)

Переходя в (22) к точной верхней границе по множеству ‖f‖H(p,q,φ) ≤ 1, затем
полагая |z| → 1 и используя (21), получим

lim
|z|→1

sup
‖f‖H(p,q,φ)≤1

µ(z)
∣∣Re
(
Igϕf

)
(z)
∣∣ = 0. (23)

Из (23) с помощью леммы 2 вытекает компактность оператора Igϕ : H(p, q, φ) →
Bµ,0.

Предположим теперь, что условие (21) не выполнено. Тогда существуют
ε0 > 0 и последовательность (zk)k∈N ∈ B такие, что lim

k→∞
|zk| = 1 и

µ(zk)|g(zk)||ϕ(zk)|
φ(|ϕ(zk)|)(1− |ϕ(zk)|2)

n
q +1 ≥ ε0 > 0 (24)
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для достаточно большого k.
Предположим сначала, что sup

k∈N
|ϕ(zk)| < 1. Тогда по теореме 3 равенство

(20) выполнено и тем самым lim
k→∞

µ(zk)|g(zk)||ϕ(zk)| = 0. Используя этот факт,

(24) и нормальность φ, приходим к противоречию.
Пусть теперь sup

k∈N
|ϕ(zk)| = 1. Тогда найдется подпоследовательность после-

довательности (ϕ(zk))k∈N (которую мы будем обозначать снова через (ϕ(zk))k∈N)
такая, что lim

k→∞
|ϕ(zk)| = 1. Пусть (f̂k)k∈N определена, как в (15), где β > b. Из-

вестно, что sup
k∈N

‖f̂k‖H(p,q,ϕ) ≤ C. С другой стороны, ввиду предположения β > b

имеем

lim
k→∞

(1− |ϕ(zk)|2)β

φ(|ϕ(zk)|)
= 0,

откуда вытекает, что f̂k сходится к 0 равномерно на компактах в B при k →∞.
Отсюда

lim
k→∞

∥∥Igϕf̂k∥∥Bµ
= 0. (25)

С другой стороны, из (17) и (24) имеем∥∥Igϕf̂k∥∥Bµ
≥ Cµ(zk)|g(zk)||ϕ(zk)|2

φ(|ϕ(zk)|)(1− |ϕ(zk)|2)
n
q +1 ≥

1
2
Cε0 > 0

для достаточно большого k, что противоречит (25), и это завершает доказатель-
ство теоремы. �
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33. Li S., Stević S. Compactness of Riemann–Stieltjes operators between F (p, q, s) and α-Bloch
spaces // Publ. Math. Debrecen. 2008. V. 72, N 1–2. P. 111–128.
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