
Сибирский математический журнал
Ноябрь—декабрь, 2010. Том 51, № 6

УДК 510.53+512.552.4+512.579+519.117

БАЗИСЫ ГРЕБНЕРА ––– ШИРШОВА

ДЛЯ АЛГЕБР РОТА ––– БАКСТЕРА

Л. А. Бокуть, Ю. Чен, Ш. Ден

Аннотация. Доказана лемма о композиции — бриллиантовая лемма для ассоциа-
тивных алгебр Рота — Бакстера (без единицы над полем характеристики нуль). В
качестве следствия получено другое доказательство того, что слова Картье образу-
ют линейный базис свободной коммутативной алгебры Рота — Бакстера. Показано
также, что каждая счетно порожденная алгебра Рота — Бакстера вложима в 2-
порожденную алгебру Рота — Бакстера.
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1. Введение

Теория базисов Гребнера и Гребнера — Ширшова была инициирована неза-
висимо А. И. Ширшовым для неассоциативных (коммутативных, антикоммута-
тивных) алгебр [1] и для алгебр Ли (а в неявном виде и для ассоциативных ал-
гебр) [2] (см. также [3–5]), Хиронака для алгебр степенных рядов (формальных
и сходящихся) [6] и Бухбергером для ассоциативных коммутативных алгебр [7].
В настоящее время эта теория широко применяется в различных областях ма-
тематики и информатики, включая коммутативную алгебру и комбинаторную
алгебру (см., например, [8–12]).

Лемма о композиции (бриллиантовая лемма, теорема Бухбергера) являет-
ся краеугольным камнем этой теории. Она утверждает, что в соответствующей
свободной алгебре Ak(X) над полем k с множеством свободных порождающих
X и с фиксированным допустимым (согласованным с умножением) порядком
базисных слов (мономов) (в случае алгебр Ли это неассоциативные слова Лин-
дона — Ширшова) следующие условия на подмножество S из Ak(X) эквива-
лентны:

(1) любая композиция элементов (многочленов) из S тривиальна, т. е. при-
водится к нулю с помощью исключения старших слов элементов из S;

(2) если f ∈ Ideal(S), то старшее слово f̄ содержит старшее слово s̄ неко-
торого элемента s ∈ S (в случае лиевых многочленов f̄ означает старшее слово
f как некоммутативного многочлена, т. е. мы должны раскрыть в f все лиевы
скобки [x, y] = xy − yx);
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(3) множество Irr(S) всех S-приведенных, т. е. не содержащих s̄, s ∈ S,
базисных слов образует линейный базис алгебры Ak(X|S) = Ak(X)/ Id(S) с
порождающими X и определяющими соотношениями S.

В настоящее время различные версии леммы о композиции известны так-
же для следующих классов алгебр: (цветных) супералгебр Ли и ограниченных
алгебр Ли [13–15], ассоциативных конформных алгебр [16], модулей [17, 18] (см.
также [19]), диалгебр [20], �-алгебр [21], ассоциативных �-алгебр [22].

Алгебры Рота — Бакстера введены Бакстером в [23] и изучались в работе
Рота [24], после чего за ними закрепилось это название. В настоящее время
алгебры Рота — Бакстера применяются в алгебре, комбинаторике, математиче-
ской физике и других разделах математики (см., например, [25–33]).

В этой работе мы доказываем вариант леммы о композиции для (ассоциа-
тивных) алгебр Рота — Бакстера без единицы над полем характеристики нуль.
Это дает систематический метод изучения алгебр Рота — Бакстера, заданных
порождающими и определяющими соотношениями. Используя ее, мы дадим
новое доказательство основного результата работы Картье [34] о базисе свобод-
ной коммутативной алгебры Рота — Бакстера, правда, только в характеристике
нуль. Мы доказываем также теорему о вложении счетно порожденных алгебр
Рота — Бакстера веса 0 в такие же двупорожденные алгебры. Наконец, в каче-
стве упражнения указываем, что все композиции пересечения тривиальны для
универсальных обертывающих алгебр Рота — Бакстера дендриформных диал-
гебр и триалгебр (в смысле Лодея, см. [35, 36]).

Везде ниже k — полe характеристики нуль, греческие буквы α, β с индек-
сами обозначают элементы k (или целые числа).

Мы благодарим Ч.-Х. Мо за полезные обсуждения.

2. Свободная алгебра Рота — Бакстера

Пусть A — ассоциативная алгебра над полем k с одноместной линейной
операцией P : A→ A, удовлетворяющей следующему тождеству для некоторого
элемента λ ∈ k:

P (x)P (y) = P (P (x)y) + P (xP (y)) + λP (xy) ∀x, y ∈ A.

Тогда A называется алгеброй Рота — Бакстера веса λ.
Как обычно в теории алгебраических систем [37], идеалы алгебр Рота —

Бакстера должны быть замкнуты относительно операции P , гомоморфизмы
перестановочны с P , свободные алгебры определяются универсальным услови-
ем. Линейный базис свободной алгебры Рота — Бакстера RBk(X,λ) = RB(X)
веса λ найден в работе [29] (см. также [22]). Он состоит из всех термов (слов)
�(X) в сигнатуре (·, P ) от переменных X, не содержащих подтермов (подслов)
вида P (u)P (v). Будем называть эти слова базисными. Множество X считаем
вполне упорядоченным.

Ясно, что P (�(X)) ⊂ �(X). Если u ∈ X ∪ P (�(X)), то слово u назовем
простым. Любое базисное слово u ∈ �(X) представимо единственным образом
в виде u = u1 . . . un, где ui — простые слова и ui, ui+1 оба не могут иметь вид
P (u′i), P (u′i+1). Число n обозначаем, следуя [29], через b(u). Определим вес

wt(u) = (deg(u),deg{P}(u), u1, . . . , un),

где deg(u) — число букв из X ∪ {P} в u, deg{P}(u) — число букв P в u. Упоря-
дочим веса лексикографически, продолжая порядок на X и считая, что P (v) >
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P (w), если v > w. Базисные слова упорядочим в соответствии с упорядочен-
ностью их весов. В результате �(X) становится вполне упорядоченным мно-
жеством. Старшее базисное слово элемента f ∈ RB(X) обозначаем через f̄ .
Коэффициент при f̄ называем старшим коэффициентом f . Если старший ко-
эффициент f равен 1, то f называется унитальным.

Пусть u = u1 . . . us, v = v1 . . . vl — представления двух базисных слов че-
рез простые слова. Тогда для приведения uv к базисному виду достаточно,
очевидно, представить usv1 в виде линейной комбинации базисных слов (см.
также [29]).

Пусть N+ — множество положительных целых чисел.

Лемма 2.1. Пусть u, v ∈ �(X), n,m ≥ 1. Имеет место равенство

Pn(u) · Pm(v) =
n∑

s=1

α(n,m,s)P
n+m−s(P s(u) · v)

+
m∑
l=1

β(n,m,l)P
n+m−l(u · P l(v)) + λε(n,m, u, v),

где α(n,m,s), β(n,m,l) ∈ N+, ε(n,m, u, v) ∈ P (RB(X)), deg{P}(ε(n,m, u, v)) =
deg{P}(Pn(u)) + deg{P}(Pm(v)) − 1 и degX(ε(n,m, u, v)) = degX(u) + degX(v).
Более того, если положить α(n,0,s) = 0, β(0,m,l) = 0, то выполняются следующие
рекуррентные соотношения:

1) α(n,1,s) = 1 и β(1,m,l) = 1, где 1 ≤ s ≤ n− 1, 1 ≤ l ≤ m− 1;
2) α(n,m,s) = α(n−1,m,s) + α(n,m−1,s) и β(n,m,l) = β(n−1,m,l) + β(n,m−1,l), где

1 ≤ s ≤ n− 1, 1 ≤ l ≤ m− 1;
3) α(n,m,n) = β(n,m,m) = 1.
Доказательство. Индукция по N = n+m. Если N = 2, т. е., n = m = 1,

то
P (u) · P (v) = P (P (u) · v) + P (u · P (v)) + λP (u · v).

Тогда α(1,1,1) = β(1,1,1) = 1, и утверждение верно.
Предположим, что лемма верна для некоторого N ≥ 2, и докажем ее для

N + 1. Для n+m = N + 1, 1 ≤ n,m ≤ N , имеем

Pn(u) · Pm(v) = Pn(u) · PN+1−n(v) = P (Pn−1(u)) · P (PN−n(v))

= P (Pn(u) · PN−n(v)) + P (Pn−1(u) · PN+1−n(v)) + λP (Pn−1(u) · PN−n(v)).

Рассмотрим следующие три случая.

Случай 1: n = 1. По индукции

P (u) · PN−1(v) = α(1,N−1,1)P
N−1(P (u) · v)

+
N−1∑
l=1

β(1,N−1,l)P
N−l(u · P l(v)) + λε(1, N − 1, u, v),

где α(1,N−1,1) = 1 = β(1,N−1,N−1), β(1,N−1,l) = 1, 1 ≤ l ≤ N − 2. Поэтому

P (u) · PN (v) = P (α(1,N−1,1)P
N−1(P (u) · v)

+
N−1∑
l=1

β(1,N−1,l)P
N−l(u · P l(v)) + λε(1, N − 1, u, v) + P (u · PN (v))
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+ λP (u · PN−1(v)) = α(1,N,1)P
N (P (u) · v)

+
N∑
l=1

β(1,N,l)P
N+1−l(u · P l(v)) + λε(1, N, u, v),

где α(1,N,1) = α(1,N−1,1) = 1 = β(1,N,N), β(1,N,l) = β(1,N−1,l) = 1, 1 ≤ l ≤ N − 1, и
ε(1, N, u, v) = ε(1, N − 1, u, v) + P (u · PN−1(v)). Следовательно, β(1,m,l) = 1, где
1 ≤ l ≤ m− 1. Результат доказан.

Случай 2: n = N . Аналогично первому случаю доказывается, что α(n,1,s)
= 1, где 1 ≤ s ≤ n− 1.

Случай 3: 1 < n < N . По индукции

Pn(u) · Pm(v) = Pn(u) · PN+1−n(v) = P

(
n∑

s=1

α(n,N−n,s)P
N−s(P s(u) · v)

+
N−n∑
l=1

β(n,N−n,l)P
N−l(u · P l(v)) + λε(n,N − n, u, v)

)

+ P

(
n−1∑
s=1

α(n−1,N+1−n,s)P
N−s(P s(u) · v) +

N+1−n∑
l=1

β(n−1,N+1−n,l)P
N−l(u · P l(v))

+ λε(n− 1, N + 1− n, u, v)

)
+ λP (Pn−1(u) · PN−n(v))

=
n∑

s=1

α(n,N+1−n,s)P
N+1−s(P s(u) · v) +

N+1−n∑
l=1

β(n,N+1−n,l)P
N+1−l(u · P l(v))

+ λε(n,N + 1− n, u, v) =
n∑

s=1

α(n,m,s)P
n+m−s(P s(u) · v)

+
m∑
l=1

β(n,m,l)P
n+m−l(u · P l(v)) + λε(n,m, u, v),

где
α(n,m,n) = α(n,N+1−n,n) = α(n,N−n,n) = 1 = β(n−1,N+1−n,N+1−n)

= β(n,N+1−n,N+1−n) = β(n,m,m),

α(n,m,s) = α(n−1,m,s) + α(n,m−1,s), β(n,m,l) = β(n−1,m,l) + β(n,m−1,l),

1 ≤ s ≤ n− 1, 1 ≤ l ≤ m− 1 и
ε(n,m, u, v) = P (ε(n,N − n, u, v))

+ P (ε(n− 1, N + 1− n, u, v)) + P (Pn−1(u) · PN−n(v)).
Результат доказан. �

Лемма 2.2. Для любых u, v ∈ �(X) если u, v /∈ P (�(X)), то P (u)v на-
чинается на простое слово, большее u, a uP (v) — на простое слово, меньшее
или равное u. Следовательно, P (u) · v > u · P (v). Более того, поскольку ха-
рактеристика поля k равна нулю, то Pn(u) · Pm(v) = Pn+m−1(P (u) · v), m ≥ 1,
n ≥ 1.

Доказательство. Первая часть этой леммы легко доказывается индук-
цией по deg(u) + deg(v) ≥ 2. Основание индукции очевидно. Докажем снача-
ла, что P (u)v начинается на простое слово, большее u. Пусть v = v1 . . . vl —
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разложение на простые множители. Если v1 ∈ X, то слово P (u)v базисное и
утверждение очевидно. Пусть v1 = Pm(v′1), m ≥ 1, v′1 /∈ P (�(X)). Тогда в силу
леммы 2.1 имеем

P (u)v = P (u)v1 . . . vl = Pm(P (u)v′1)v2 . . . vl + Pm(uP (v′1))v2 . . . vl + . . . ,

где многоточие означает меньшие базисные слова. По индукции P (u)v′1 начи-
нается на простое слово, большее u, a uP (v′1) — на простое слово, меньшее или
равное u. Значит, P (u)v = Pm(P (u)v′1)v2 . . . vl, и утверждение доказано.

Теперь покажем, что uP (v) начинается на простое слово, меньшее или рав-
ное u. Пусть u = u1 . . . us — разложение на простые множители. Если s = 1, то
слово uP (v) базисное. Если s > 1, то uP (v) начинается на u1 < u.

Вторая часть следует из первой ввиду леммы 2.1. �

Лемма 2.3. Для любых u, v ∈ �(X) если u > v, то u · w > v · w и w · u >
w · v для любого w ∈ �(X). Более того, предыдущие неравенства верны для
любого терма (слова) w. Кроме того, P (u) > P (v).

Доказательство. Если Deg(u) > Deg(v), то утверждение ясно. Пусть
Deg(u) = Deg(v), deg(u) = deg(v) = d ≥ 1. Применим индукцию по d.

Пусть u = u1 . . . us, v = v1 . . . vl, w = w1 . . . wk, s, l, k ≥ 1, где ui, vj , we —
простые слова. Можно считать, что k = 1. Можно также считать, что w =
Pm(w′), m ≥ 1, w′ /∈ P (�(X)).

Покажем сначала, что u · w > v · w.

Случай 1: s > 1, l > 1. Тогда

u · w = u1 . . . us−1us · w > v · w = v1 . . . vl−1vl · w

(поскольку либо u1 > v1, либо u1 = v1 и тогда можно применить индукцию).

Случай 2: s = 1, l > 1. Тогда u ·w = u1 ·w, v ·w = v1 . . . vl−1(vl ·w), u1 > v1.
Поскольку deg(u) = deg(v), то u1 /∈ X, т. е. u1 ∈ P (�(X)), пусть u1 = Pn(u′1),
n ≥ 1, u′1 /∈ P (�(X)). Так как в силу леммы 2.2 u1 · w = Pn(u′1) · Pm(w′) > u1,
то u · w > v · w.

Случай 3: s = l = 1. Если u1 ∈ X, то v1 ∈ X, и результат верен. В
противном случае u1 = Pn(u′1), n ≥ 1, v1 = Pn′

(v′1), n′ ≥ 1, где u′1, v′1 /∈ P (�(X)).
Рассмотрим два подслучая.

(i) Если n > n′, то в силу леммы 2.2

u · w = Pn+m−1(P (u′1) · w′) > Pn′+m−1(P (v′1) · w′) = v · w.

(ii) Если n = n′, то u′1 > v′1. По лемме 2.2 имеем

u · w = Pn+m−1(P (u′1) · w′), v · w = Pn+m−1(P (v′1) · w′).

По индукции P (u′1) · w′ > P (v′1) · w′, поэтому u · w > v · w.
Заметим, что случай s > 1, l = 1 невозможен. Этим доказано, что u · w >

v · w.
Покажем теперь, что w · u > w · v.

Случай 1: u1 > v1. Достаточно предположить, что u1 = Pn(u′1), v1 =
Pn′

(v′1), где n, n′ ≥ 1, u′1, v′1 /∈ P (�(X)) (случай n ≥ 1, n′ = 0 очевиден). Имеют-
ся два подслучая.
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(i) Если n > n′, то по лемме 2.2

w · u = Pn+m−1(P (w′) · u′1)u2 . . . us > Pn′+m−1(P (w′) · v′1)v2 . . . vl = w · v.

(ii) Если n = n′, то u′1 > v′1. По индукции имеем P (w′) · u′1 > P (w′) · v′1.
Поэтому по лемме 2.2

w · u = Pn+m−1(P (w′) · u′1)u2 . . . us > Pn+m−1(P (w′) · v′1)v2 . . . vl = w · v.

Случай 2: u1 = v1. Если l > 1, s > 1, то утверждение следует по индукци-
онному предположению. Если l = 1, s > 1, то утверждение очевидно. Случай
l > 1, s = 1 невозможен. Наконец, случай l = 1, s = 1 рассмотрен выше.

Пусть w — произвольный терм. Тогда w есть линейная комбинация базис-
ных слов w1 > w2 > . . . , w = w1. По доказанному uw1 > uw2 > . . . и аналогично
для v. Отсюда следует, что uw = uw1 > vw = vw1.

Последнее утверждение леммы очевидно. �

Пусть теперь ? — символ, ? /∈ X. Под базисными ?-словами от X будем
понимать выражения из �(X ∪ {?}) с единственным вхождением ?. Множество
всех базисных ?-слов от X обозначим через �?(X). Определим общие ?-слова
по индукции, начиная со слова ?. Если u — общее ?-слово, w — базисное слово
от X, то слова wu, uw, P (u) — общие ?-слова .

Пусть u — базисное (общее) ?-слово и s ∈ RB(X). Назовем выражение

us = u? 7→s

базисным (общим) s-словом.
Другими словами, базисное (общее) s-слово us есть результат подстановки

в u? элемента s вместо символа ?.
Аналогично определим базисные (?1, ?2)-слова как выражения из �(X ∪

{?1, ?2}) с единственным вхождением каждого из символов ?1 и ?2. Обозначим
через �?1,?2(X) множество всех таких слов. Пусть u ∈ �?1,?2(X). Назовем
выражение

us1,s2 = u?1 7→s1,?2 7→s2

базисным s1-s2-словом.
Если us = us̄, то s-слово us назовем нормальным s-словом. Понятно, что

нормальное s-слово является базисным s-словом. Если us — нормальное s-
слово, то P l(us), l ≥ 1, также нормальное s-слово.

Из леммы 2.3 вытекает

Лемма 2.4. Для любых u, v ∈ �(X) если w — общее ?-слово, то

u > v =⇒ wu > wv,

где wu = w? 7→u и wv = w? 7→v. Более того, предыдущее неравенство верно для
любого терма (слова) w от X ∪ {?} с единственным вхождением ?.

Пусть f, g ∈ RB(X) — унитальные элементы, f̄ = u1u2 . . . un, где каждое ui
простое. Определим следующие композиции.

(i) Если un ∈ P (�(X)), то определим композицию правого умножения как
f · u, где u ∈ P (�(X)).

(ii) Если u1 ∈ P (�(X)), то определим композицию левого умножения как
u · f , где u ∈ P (�(X)).



Базисы Гребнера — Ширшова для алгебр Рота — Бакстера 1243

(iii) Пусть существует слово w = f̄a = bḡ, где fa — нормальное f -слово
и bg — нормальное g-слово, a, b ∈ �(X) и deg(w) < deg(f̄) + deg(ḡ). Тогда
определим композицию пересечения f и g относительно w как (f, g)w = f ·a−b·g.

(iv) Пусть существует слово w = f̄ = uḡ, u ∈ �?(X). Тогда определим
композицию включения f и g относительно w как (f, g)w = f − ug. Заметим,
что в этом случае ug — нормальное g-слово.

По лемме 2.4
(f, g)w < w.

Пусть S ⊂ RB(X) — множество унитальных элементов. Композицию (f, g)w,
f, g ∈ S, назовем тривиальной относительно (S,w), если

(f, g)w =
∑
i

αiuisi ,

где si ∈ S, uisi — нормальные si-слова и uisi < w. В этом случае будем обозна-
чать

(f, g)w ≡ 0mod(S,w).

Композицию левого (правого) умножения назовем тривиальной относи-
тельно S, если

u · f =
∑
i

αiuisi (f · u =
∑
i

αiuisi),

где si ∈ S, uisi — нормальные si-слова и uisi ≤ u · f (uisi ≤ f · u). Это обозна-
чаем в виде

u · f ≡ 0mod(S) (f · u ≡ 0 mod(S)).

Вообще, для любых p и q, p ≡ qmod(S,w) означает, что p − q =
∑
i
αiuisi ,

где si ∈ S, uisi — нормальные si-слова и uisi < w.
Множество S называется базисом Гребнера — Ширшова в RB(X) (идеала,

порожденного S), если любая композиция (f, g)w элементов f, g ∈ S тривиальна
mod(S,w) и любая композиция левого (правого) умножения тривиальна mod(S).

Лемма 2.5. Пусть для S любая композиция левого (правого) произведе-
ния тривиальна. Тогда любое общее s-слово us есть линейная комбинация ба-
зисных s-слово uis с небольшими старшими словами, uis ≤ us. Более того,
любой терм us в алфавите X ∪{s} с единственным вхождением s обладает этим
же свойством.

Доказательство. Индукция по старшему слову us ≥ s̄. Рассмотрим од-
но из общих s-слов wus, usw, P (us), где w — базисное слово, us — нормаль-
ное s-слово, и для всех общих s-слов с меньшими старшими словами лемма
верна. Пусть это будет wus. Представим базисные слова w, u? в виде про-
изведения простых слов w = w1 . . . wn, u? = u1 . . . ui? . . . um. Поэтому wus =
w1 . . . (wn · u1) . . . uis . . . um. Если i > 1, то лемма верна: если wnu1 — базисное
слово, то всё слово — базисное s-слово. В противном случае wnu1 = P (w′n)P (u′1)
есть линейная комбинация базисных слов P (vj) и получаем линейную комбина-
цию базисных s-слов c небольшими старшими словами. Если i = 1, то u1s = s
или P (u′1s). В первом случае если wns не образует композицию умножения, то
все верно. Если же образует, то представим его как линейную комбинацию ба-
зисных si-слов с небольшими старшими словами. По индукции можно считать,
что старшие слова равны wns. Тогда получившиеся si-слова автоматически ба-
зисны. Во втором случае опять достаточно рассмотреть случай wn = P (w′n).
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Тогда, применяя тождество Рота — Бакстера и затем индукцию, получаем, что
P (w′n)P (u′1) есть линейная комбинация слов P (vjsj ), где vjsj — нормальные sj-
слова. Опять получаем линейную комбинацию базисных sj-слов c небольшими
старшими словами.

Пусть теперь us — произвольный терм в алфавите X ∪{s} с единственным
вхождением s. По индукции можно считать, что us имеет вид wu′s, u′sw или
P (u′s), где u′s — базисное s-слово, w — произвольный терм в X. Представим w
в виде линейной комбинации базисных слов w1 > w2 > . . . таких, что w = w1.
Теперь утверждение леммы следует из первой части. �

Лемма 2.6. Пусть S ⊂ RB(X) — унитальное подмножество. Если любая
композиция левого (правого) умножения элементов S тривиальна mod(S), то
каждое базисное s-слово us представимо в виде

us =
∑
i

αiuisi ,

где si ∈ S, uisi — нормальные si-слова и uisi ≤ us.

Доказательство. Индукция по старшему слову us = us̄. Пусть лемма
верна для базисных s-слов со старшими словами, меньшими us. Слово us имеет
вид us = w1sw2 или us = w1P (vs)w2. Во втором случае по индукции vs можно
считать нормальным s-словом, а тогда и us — нормальное s-слово с нужным
старшим словом. Пусть имеет место первый случай и w1 непусто. Тогда по
предположению индукции sw2 есть линейная комбинация нормальных s-слов.
Опять они имеют один из видов, указанных ранее. Во втором случае лемма
по-прежнему верна. Первый случай сводится к тому, что можно считать, что
us = w1sw2 и sw2 — нормальное s-слово, если w1 непусто.

Пусть w1 пусто. Разложим w2 на простые множители, w2 = v1 . . . vl,
l ≥ 1. Тогда us = sw2 = (s · v1) . . . vl, где (s · v1) либо нормальное s-слово, либо
композиция правого умножения. В любом случае us есть линейная комбинация
нормальных S-слов.

Пусть w1 непусто. Можно считать, что w1 в разложении на простые мно-
жители заканчивается на P (v), w1 = wP (v). Тогда w либо пусто, либо заканчи-
вается на x ∈ X. Если P (v)s не образует композиции, то w1sw2 — нормальное
s-слово. Если P (v)s образует композицию, то в силу тривиальности компо-
зиций левого умножения P (v)s есть линейная комбинация нормальных S-слов
uisi с небольшими старшими словами. В силу предположения индукции можно
считать, что us = wu′s1w2 и старшее слово u′s1 равно P (v)s, причем wu′s1 — нор-
мальное s1-слово. Но тогда и wu′s1w2 -нормальное s1-слово с нужным старшим
словом. �

Лемма 2.7. Пусть S — базис Гребнера — Ширшова в RB(X), u1, u2 ∈
�?(X) и s1, s2 ∈ S. Если w1 = u1s1 = u2s2 , где uisi — нормальные si-слова,
i = 1, 2, то

u1s1 ≡ u2s2 mod(S,w1).

Доказательство. Имеются три возможных случая.
(i) Подслова s1 и s2 не пересекаются. Тогда существует базисное (?1, ?2)-

слово � такое, что
�s1,s2 = u1s1 = u2s2 ,
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где u1s1 = �s1,s2 и u2|s2 = �s1,s2 — нормальные s1- и s2-слова соответственно.
Тогда

u2s2 − u1s1 = �s1,s2 −�s1,s2 = −�s1−s1,s2 +�s1, s2−s2 .

В силу лемм 2.5 и 2.6 �s1−s1,s2 и �s1,s2−s2 суть линейные комбинации нор-
мальных S-слов со старшими словами, меньшими w1. Это означает, что

u1s1 ≡ u2s2 mod(S,w1).

(ii) Подслова s1 и s2 имеют непустое пересечение, но не содержат друг
друга, например, w = s1b = as2 для a, b ∈ �(X) — подслово w1. В частности,
s1b — нормальное s1-слово и as2 — нормальное s2-слово. Поэтому существует
� ∈ �?(X) такое, что

�s1b = u1s1 = u2s2 = �as2 ,

где �s1b — нормальное s1b-слово и �as2 — нормальное as2-слово. В результате

u2s2 − u1s1 = �as2 −�s1b = −�s1b−as2 = −�(s1,s2)w .

Поскольку S — базис Гребнера — Ширшова, композиция пересечения (s1, s2)w
есть линейная комбинация нормальных S-слов с небольшими старшими слова-
ми, т. е. строго меньшими w. В силу лемм 2.5 и 2.6 �(s1,s2)w есть линейная
комбинация нормальных S-слов со старшими словами, строго меньшими w1.
Утверждение доказано.

(iii) Одно из слов s1, s2 содержит другое как подслово. Пусть, например,
w = s1 = us2 для некоторого базисного ?-слова u. Тогда существует базисное
?-слово � такое, что u1s1 = �s1 , u2s2 = �us2

и u1s1 − u2s2 = �s1−us2 = �(s1,s2)w .
Теперь утверждение доказывается аналогично случаю (ii). �

Лемма 2.8. Пусть S ⊆ RB(X) — подмножество унитальных многочленов,

Irr(S) , {u ∈ �(X) | u 6= vs̄, s ∈ S, vs — нормальное s-слово}.

Тогда любой элемент f ∈ RB(X) представим в виде

f =
∑
i

αiui +
∑
j

βjvjsj ,

где ui ∈ Irr(S), ui ≤ f̄ , sj ∈ S, vjsj — нормальные sj-слова и vjsj ≤ f̄ .

Доказательство. Пусть f =
∑
i
αiui, 0 6= αi ∈ k, u1 > u2 > . . . . Если

u1 ∈ Irr(S), то положим f1 = f −α1u1. Если u1 /∈ Irr(S), т. е. существует s1 ∈ S
такой, что u1 = v1s1 , где v1s1 — нормальное s1-слово, то пусть f1 = f − α1v1s1.
В обоих случаях f1 < f̄ . Теперь результат получается индукцией по старшему
слову f̄ . �

Теорема 2.9 (лемма о композиции — бриллиантовая лемма для алгебр
Рота — Бакстера). Пусть RB(X) — свободная алгебра Рота — Бакстера над
полем характеристики 0, S — множество унитальных элементов из RB(X), > —
мономиальный порядок на множестве базисных слов �(X), определенный выше.
Следующие условия эквивалентны:

(I) S — базис Гребнера — Ширшова в RB(X);
(II) f ∈ Id(S) ⇒ f̄ = us̄ для некоторого u ∈ �?(X), s ∈ S;
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(III) Irr(S) = {u ∈ �(X) | u 6= vs̄, s ∈ S, vs — нормальное s-слово} есть
k-базис алгебры RB(X|S) = RB(X)/ Id(S).

Доказательство. (I)=⇒(II). Пусть 0 6= f ∈ Id(S). По леммам 2.5, 2.6

можно считать, что f =
n∑
i=1

αiuisi , где si ∈ S и uisi — нормальные si-слова.

Пусть wi = uisi . Расположим эти слова в невозрастающем порядке:

w1 = w2 = . . . = wl > wl+1 ≥ . . . ≥ wn.

Докажем лемму индукцией по l и w1 ≥ f̄ .
Если l = 1, то f̄ = u1s1 и результат верен. Пусть l ≥ 2. Тогда w1 = u1s1 =

u2s2 . Поскольку S — базис Гребнера — Ширшова, по лемме 2.7 имеем

u2s2 − u1s1 =
∑
j

βjvjsj ,

где sj ∈ S, vjsj < w1 и vjsj — нормальные sj-слова. Подставив это выражение в
равенство для f , мы уменьшим число l. Если при этом окажется, что l = 2 и α1+
α2 = 0, то уменьшим w1. Во всех случаях результат следует из индукционных
предположений.

(II)=⇒(III). Пусть α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun = 0 в RB(X|S), где ui ∈ Irr(S),
u1 > u2 > · · · > un и 0 6= αi ∈ k. Тогда в RB(X) имеем

g = α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun ∈ Id(S).

По (II) u1 = ḡ /∈ Irr(S), что невозможно. Следовательно, Irr(S) — k-линейно
независимое подмножество в RB(X|S). Из леммы 2.8 следует, что это система
линейных порождающих.

(III)=⇒(I). По лемме 2.8 композиция (f, g)w, f, g ∈ S, имеет вид (f, g)w =∑
i
αiui +

∑
j
βjvjsj , где ui ∈ Irr(S), sj ∈ S, vjsj — нормальные sj-слова и

vjsj ≤ (f, g)w < w. Поскольку (f, g)w ∈ Id(S), в силу (III) получаем αi = 0.
Таким образом, (f, g)w ≡ 0mod(S,w). Аналогично доказывается утверждение
для композиций левого (правого) умножений. �

3. Приложения

Получим результат Картье [34] о базисе свободной коммутативной алгебры
Рота — Бакстера при ограничении, что k — поле характеристики 0 (в работе
[34] этого ограничения нет).

Теорема 3.1. Пусть X = {xi | i ∈ I} — вполне упорядоченное множество
и �(X) определено и упорядочено, как выше. Положим

f = xixj − xjxi, i > j, i, j ∈ I, (1)

g = P (u)xi − xiP (u), u ∈ �(X), i ∈ I. (2)

Тогда множество S, состоящее из элементов (1) и (2), образует базис Гребнера —
Ширшова в RB(X).

Доказательство. Все композиции пересечения и включения очевидным
образом тривиальны. Поэтому остановимся только на композициях левого умно-
жения.
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Пусть P (v) = P l(v′), где l ≥ 1, v′ /∈ P (�(X)). Тогда

P (v)(P (u)xi − xiP (u)) = P l(v′) · (P t(u′)xi − xiP
t(u′))

≡ (P l(v′) · P t(u′))xi − xi(P l(v′) · P t(u′))mod(S),

где l, t ≥ 1, u′, v′ /∈ P (�(X)). По леммам 2.1 и 2.2

P l(v′) · P t(u′) = α(l,t,1)P
l+t−1(P (v′) · u′) + ε , α0ε0 +

∑
j=1

αjεj ,

где ε ∈ RB(X), εj ∈ P (�(X)), εj < P l+t−1(P (v′) · u′) = P l(v′) · P t(u′), αj ∈ k,
j = 1, 2, . . . , ε0 = P l+t−1(P (v′) · u′) = P l(v′) · P t(u′) ∈ P (�(X)) и α0 = α(l,t,1).
Поэтому

P (v)(P (u)xi − xiP (u)) ≡ α0(ε0xi − xiε0) +
∑
j=1

αj(εjxi − xiεj)mod(S),

где εmxi − xiεm ∈ S и εmxi − xiεm ≤ P l(v′) · (P t(u′)xi) = P (v) · (P (u)xi), m ≥ 0.
Итак, P (v)(P (u)xi − xiP (u)) ≡ 0 mod(S). �

Пусть S — множество элементов RB(X), как в теореме 3.1. Ясно, что
алгебра RB(X|S) — это свободная коммутативная алгебра Рота — Бакстера
над X веса λ.

Ввиду теорем 2.9 и 3.1 получаем

Следствие 3.2 [34]. Пусть RB(X|S) — свободная коммутативная алгебра
Рота — Бакстера над X веса λ над полем характеристики 0, где S, как выше.
Тогда

Irr(S) = Y1 ∪ Y2 ∪ Y3

есть k-базис RB(X|S), где

Y1 = {x1x2 . . . xn ∈ S(X) | n ∈ N +, xi ∈ X, x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn},

Y2 = {P l1(u1P
l2(. . . (ut−1P

lt(ut)) . . . )) ∈ �(X)
| uj ∈ Y1, t ≥ 1, lj ≥ 1, j = 1, 2, . . . , t},

Y3 = {uv ∈ �(X) | u ∈ Y1, v ∈ Y2}.

Теорема 3.3. Любая счетно порожденная алгебра Рота — Бакстера A веса
0 вложима в 2-порожденную алгебру Рота — Бакстера.

Доказательство. Пусть X — счетный базис A. Представим A в виде
A = RB(X|S), где S = {xixj = {xi, xj}, P (xi) = {P (xi)} | i, j ∈ N +} и
u ∈ �(X), {u} означает линейную комбинацию xt, xt ∈ X.

Пусть H = RB(X, a, b | S1), где S1 состоит из следующих соотношений:
(I) xixj = {xixj}, i, j ∈ N +,
(II) P (xi) = {P (xi)}, i ∈ N +,
(III) aabiab = xi, i ∈ N +,
(IV) P (t) = 0, t ∈ �′(X, a, b),

где t — любое слово из �(X, a, b), не содержащее подслов xixj , P (xi), aabiab, но
имеющее хотя бы одно вхождение одной из букв a, b.

Положим xi > a > b, i ∈ N +, и упорядочим �(X, a, b), как и раньше.
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Легко проверяется, что S1 — базис Гребнера — Ширшова в RB(X, a, b).
Действительно, композиции включения не существуют. Композиции пересече-
ния очевидным образом тривиальны. Для композиций левого (правого) умно-
жения можно брать умножения элементов (II) и (III) на P (u), где u — лю-
бое слово из �(X, a, b), не содержащее подслов xixj , P (xi), aabiab, но имею-
щее хотя бы одно вхождение одной из букв a, b. Легко проверяется, что и
эти композиции тривиальны. При этом мы пользуемся тем, что λ = 0, иначе
P (u)P (t) = P (P (u)t) +P (uP (t)) +λP (ut) и слово ut после исключения возмож-
ных подслов xixj , P (xi), aabiab может не содержать букв a, b.

Итак, S1 — базис Гребнера — Ширшова в RB(X, a, b). По теореме 2.9 ал-
гебра A вложима в H с порождающими {a, b}. �

Напомним, что дендриформной диалгеброй [35] называется k-модуль D с
двумя билинейными бинарными операциями ≺ и � такими, что

(x ≺ y) ≺ z = x ≺ (y ≺ z + y � z), (x � y) ≺ z = x � (y ≺ z),
(x ≺ y + x � y) � z = x � (y � z)

для любых x, y, z ∈ D.
Дендриформной триалгеброй [36] называется k-модуль T с тремя билиней-

ными бинарными операциями ≺, � и ◦, удовлетворяющими тождествам
(x ≺ y) ≺ z = x ≺ (y ∗ z), (x � y) ≺ z = x � (y ≺ z), (x ∗ y) � z = x � (y � z),

(x � y) ◦ z = x � (y ◦ z), (x ≺ y) ◦ z = x ◦ (y � z),
(x ◦ y) ≺ z = x ◦ (y ≺ z), (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z)

для любых x, y, z ∈ T , где x ∗ y = x ≺ y + x � y + x ◦ y.
В [29] замечено, что если R — алгебра Рота — Бакстера веса λ, то R с

операциями x ≺ y = xP (y) + λxy, x � y = P (x)y является дендриформной
диалгеброй. Кроме того, R с операциями x ≺ y = xP (y), x � y = P (x)y, x ◦ y =
λxy является дендриформной триалгеброй. Это позволило определить в [29]
универсальные обертывающие алгебры Рота — Бакстера для дендриформных
диалгебр и дендриформных триалгебр.

Пусть (D,≺,�) — дендриформная диалгебра с линейным базисом X =
{xn | n ∈ I} и таблицей умножения xi ≺ xj = {xi ≺ xj}, xi � xj = {xi � xj},
где {xi ≺ xj}, xi � xj = {xi � xj} — линейные комбинации xn ∈ X. Тогда
λ-алгебра Рота — Бакстера (λ 6= 0)

U(D) = RB(X | xiP (xj) + λxixj = {xi ≺ xj}, P (xi)xj = {xi � xj})
называется (и является) универсальной обертывающей для D. В алгебре U(D)
выполняются также соотношения xixjxl − λ−1{xi ≺ xj}xl + λ−1xi{xj � xl}.
Рассмотрим теперь в свободной алгебре Рота — Бакстера множество S, состо-
ящее из выписанных выше трех типов соотношений алгебры U(D). Непосред-
ственная проверка показывает, что все композиции пересечения элементов из S
тривиальны.

Точно так же пусть (T,≺,�, ◦) — дендриформная триалгебра с линейным
базисом X = {xn | n ∈ I} и таблицей умножения xi ≺ xj = {xi ≺ xj}, xi � xj =
{xi � xj}, xi ◦ xj = {xi ◦ xj}, где {xi ≺ xj}, {xi � xj}, {xi ◦ xj} — линейные
комбинации xn ∈ X. Тогда λ-алгебра Рота — Бакстера (λ 6= 0)
U(T ) = RB(X | xiP (xj) = {xi ≺ xj}, P (xi)xj = {xi � xj}, xixj = λ−1 {xi ◦ xj})
называется (и является) универсальной обертывающей для T . Рассмотрим те-
перь в свободной алгебре Рота — Бакстера множество S, состоящее из выписан-
ных выше трех типов соотношений алгебры U(T ). Непосредственная проверка
показывает, что все композиции пересечения элементов из S тривиальны.
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