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РАЗНОСТИ ВЕСОВЫХ ОПЕРАТОРОВ

КОМПОЗИЦИИ НА ЕДИНИЧНОМ ПОЛИКРУГЕ

С. Стевич, Ч. Ц. Цзян

Аннотация. Пусть ϕ1 и ϕ2 — голоморфные отображения единичного поликруга
DN в себя и u1, u2 — голоморфные функции на DN . Охарактеризованы ограничен-
ность и компактность разности весовых операторов композиции Wϕ1,u1 и Wϕ2,u2
из весового пространства Бергмана Ap~α, 0 < p < ∞, ~α = (α1, . . . , αN ), αj > −1,
j = 1, . . . , N , в пространство весового типа H∞v голоморфных функций на единич-
ном поликруге DN в терминах порождающих функций ϕ1, ϕ2, u1 и u2.

Ключевые слова: весовой оператор композиции, весовое пространство Бергмана,
пространство весового типа, компактный оператор, поликруг.

1. Введение

Пусть C — комплексная плоскость, D(a, r) — открытый круг в C с цен-
тром в a радиуса r, CN — N -мерное комплексное пространство со скалярным

произведением 〈z, w〉 =
N∑
j=1

zjwj , D — открытый единичный круг в C, DN —

открытый единичный поликруг в CN , TN — различающее множество или гра-
ница Шилова DN . Для z = (z1, . . . , zN ) ∈ DN положим |z|∞ = max

1≤j≤N
|zj |. Пусть

H(DN ) — пространство всех голоморфных функций на DN , H∞(DN ) = H∞ —
пространство всех ограниченных голоморфных функций на DN с равномерной
нормой ‖f‖∞ = sup

z∈DN
|f(z)|.

Пусть dA(z) = 1
π dxdy — нормированная мера Лебега на D, а dAα(z) =

(α + 1)(1 − |z|2)αdA(z) — весовая мера Лебега на D, где −1 < α < ∞. Для
~α = (α1, . . . , αN ), −1 < αj <∞, j = 1, . . . , N , и 0 < p <∞ весовое пространство
Бергмана Ap

~α(DN ) = Ap
~α состоит из всех f ∈ H(DN ) таких, что

‖f‖pAp
~α

=
∫

DN

|f(z)|p dA~α(z) <∞,

где dA~α(z) = dAα1(z1) . . . dAαN (zN ). При p ≥ 1 весовое пространство Бергмана с
нормой ‖·‖Ap

~α
становится пространством Банаха, при p ∈ (0, 1) — пространством

Фреше с инвариантной относительно сдвигов метрикой

d(f, g) = ‖f − g‖pAp
~α
.
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Пусть v — положительная непрерывная функция на DN (вес). Весовое
пространство H∞

v (DN ) = H∞
v состоит из всех f ∈ H(DN ) таких, что

‖f‖H∞v = sup
z∈DN

v(z)|f(z)| <∞.

Очевидно, что ‖ · ‖H∞v — норма на H∞
v , которое с этой нормой становится ба-

наховым пространством. Различные веса и соответственные им весовые про-
странства изучаются в [1–3] (см. также библиографию в них).

Пусть ϕ — голоморфное отображение DN в себя, u — голоморфная функ-
ция на DN . Тогда весовой оператор композиции Wϕ,u на H(DN ) определяется
следующим образом:

Wϕ,uf(z) = u(z)f(ϕ(z)), z ∈ DN .

Представляет интерес найти функциональную характеристику ситуаций, когда
ϕ и u порождают ограниченные или компактные весовые операторы компо-
зиции. В недавно полученных результатах, касающихся весовых операторов
композиции в CN (см., например, [4–18] и библиографию в них), эти операто-
ры рассмотрены в случае, когда одно из пространств весовое или пространство
типа Блоха.

Пусть X, Y — топологические векторные пространства, топологии которых
заданы инвариантными относительно сдвига метриками dX и dY соответствен-
но, и L : X → Y — линейный оператор. Будем говорить, что L метрически
ограниченный, если существует положительная постоянная K такая, что

dY (Lf, 0) ≤ KdX(f, 0)

для всех f ∈ X. Если X и Y — банаховы пространства, то метрическая огра-
ниченность совпадает с обычной ограниченностью операторов, действующих
между банаховыми пространствами.

Напомним, что оператор L : X → Y метрически компактен, если он отоб-
ражает ограниченные множества в относительно компактные множества. Если
X и Y — банаховы пространства, то метрическая компактность совпадает с
обычной компактностью. В этом случае если L : X → Y — ограниченный ли-
нейный оператор, то существенная норма оператора L : X → Y , обозначаемая
через ‖L‖e,X→Y , определяется следующим образом:

‖L‖e,X→Y = inf{‖L+K‖X→Y : K компактный из X в Y },

где ‖ · ‖X→Y — норма оператора. В силу этого определения и того, что мно-
жество всех компактных операторов является замкнутым подмножеством в про-
странстве ограниченных операторов, оператор L компактен тогда и только то-
гда, когда ‖L‖e,X→Y = 0. Результаты на эту тему см. в [5, 9, 11, 14, 17, 19].

Пусть ϕ1 и ϕ2 — непостоянные голоморфные отображения DN в себя и
u1, u2 ∈ H(DN ). Разности весовых операторов композиции на H(DN ) определя-
ются следующим образом:

(Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2)(f)(z) = u1(z)f(ϕ1(z))− u2(z)f(ϕ2(z)), z ∈ DN .

В последнее время возник интерес к изучению разностей весовых операторов
композиции на единичном круге (см., например, [5, 20–22] и библиографию в
них). Эта проблема в CN изучена в немногих работах (см. [14]).
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В данной статье мы изучаем ограниченность и компактность разностей ве-
совых операторов композиции из весового пространства Бергмана Ap

~α(DN ) в
пространство весового типа H∞

v (DN ). Статья может рассматриваться как про-
должение нашего исследования таких операторов на единичном поликруге (см.
[6–8, 15]).

Всюду далее постоянные обозначаются через C, положительны и могут
быть различными. Запись a � b означает, что существует положительная по-
стоянная C такая, что a ≤ Cb. При этом если a � b и b � a, то пишем a � b и
говорим, что a асимптотически эквивалентна b.

2. Вспомогательные результаты

Для того чтобы работать с разностями весовых операторов композиции,
необходима псевдогиперболическая метрика на единичном поликруге DN . На-
помним, что для w ∈ D инволютивный автоморфизм единичного круга D, отоб-
ражающий w в 0, задается формулой

σw(z) =
w − z

1− wz
для всех z ∈ D.

Метрика Бергмана на поликруге определена следующим образом:

Hz(u, v̄) =
N∑
j=1

uj v̄j
(1− |zj |2)2

,

где u, v ∈ DN и z ∈ DN .
Если γ : [0, 1] → DN — кусочно гладкая кривая, то ее длина в метрике

Бергмана равна

l(γ) =
1∫

0

√
Hγ(t)(γ′(t), γ′(t)) dt.

Функция расстояния Бергмана между z, w ∈ DN определена следующим
образом:

βDN (z, w) = inf{l(γ) : γ : [0, 1] → DN , γ кусочно гладкая, γ(0) = z, γ(1) = w}.

Известно, что

βDN (z, w) =
1√
2

(
N∑
j=1

(
ln

1 + |σwj (zj)|
1− |σwj (zj)|

)2
)1/2

.

Метрика βDN (z, w) эквивалентна следующей, более удобной для нашего иссле-
дования метрике:

β̂DN (z, w) = ln
1 + ρDN (z, w)
1− ρDN (z, w)

,

где
ρDN (z, w) = max

1≤j≤N
|σwj (zj)|,

z = (z1, . . . , zN ), w = (w1, . . . , wN ) ∈ DN . Определенная таким образом функция
ρDN (z, w) является псевдогиперболической метрикой на единичном поликруге
DN . Далее будем обозначать ее просто через ρ(z, w).
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Пусть f ∈ H(DN ). Тогда для z ∈ DN положим

Qf (z) = sup
u∈CN\{0}

|〈∇f(z), ū〉|√
Hz(u, ū)

.

Известно [4], что

Qf (z) =

(
N∑
j=1

(
(1− |zj |2)

∣∣∣∣ ∂f∂zj (z)
∣∣∣∣)2
)1/2

. (1)

Будем говорить, что функция f ∈ H(DN ) принадлежит пространству
Блоха B(DN ), если

βf = sup
z∈DN

Qf (z) <∞.

В этом разделе докажем несколько вспомогательных результатов, которые
будут использованы при доказательстве основных результатов статьи.

Доказательство следующей леммы стандартно, поэтому может быть опу-
щено (см., например, [5, предложение 3.11; 8, лемма 3]).

Лемма 1. Пусть p > 0, ~α = (α1, . . . , αN ), αj > −1, j = 1, . . . , N , v — вес
на DN , ϕ1, ϕ2 — голоморфные отображения DN в себя, u1, u2 — голоморфные
функции на DN и оператор Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2 : Ap

~α → H∞
v метрически ограничен.

Тогда оператор Wϕ1,u1 − Wϕ2,u2 : Ap
~α → H∞

v метрически компактен, если и
только если

lim
n→∞

‖(Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2)fn‖H∞v = 0

для любой ограниченной последовательности (fn)n∈N в Ap
~α такой, что fn → 0

равномерно на любом компактном подмножестве DN при n→∞.

Следующая лемма доказывается аналогично следствию 3.5 из [23] (см. так-
же [12, лемма 2]).

Лемма 2. Пусть p > 0, ~α = (α1, . . . , αN ), αj > −1, j = 1, . . . , N . Тогда для
всех f ∈ Ap

~α и z = (z1, . . . , zN ) ∈ DN верно следующее неравенство:

|f(z)| ≤
‖f‖Ap

~α

N∏
j=1

(1− |zj |2)
αj+2
p

. (2)

Из леммы 2 и интегральной формулы Коши легко следует

Лемма 3. Пусть p > 0, ~α = (α1, . . . , αN ), αj > −1, j = 1, . . . , N . Тогда для
всех f ∈ Ap

~α, z = (z1, . . . , zN ) ∈ DN и k ∈ {1, . . . , N} найдется постоянная C > 0,
не зависящая от f , такая, что∣∣∣∣ ∂f∂zk (z)

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Ap
~α

N∏
j=1

(1− |zj |2)
αj+2
p +δkj

, (3)

где δkj — δ-символ Кронекера.

Следующая лемма доказана в [12, теорема 3] (см. также [13]).
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Лемма 4. Пусть v — вес на DN , ϕ — голоморфное отображение DN в себя
и u ∈ H(DN ). Тогда оператор Wϕ,u : Ap

~α → H∞
v метрически ограничен, если и

только если
M := sup

z∈DN

v(z)|u(z)|
N∏
l=1

(1− |ϕl(z)|2)
αl+2
p

<∞. (4)

При этом если оператор Wϕ,u : Ap
~α → H∞

v ограничен, то

‖Wϕ,u‖Ap
~α
→H∞v

= M.

Лемма 5. Существует постоянная C > 0 такая, что∣∣∣∣∣
N∏
j=1

(1− |zj |2)
αj+2
p f(z)−

N∏
j=1

(1− |wj |2)
αj+2
p f(w)

∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Ap
~α
ρ(z, w) (5)

для всех f ∈ Ap
~α и z, w ∈ DN .

Доказательство. Пусть z, w ∈ DN таковы, что ρ(z, w) ≤ 1/2, γ(t) =
(γ1(t), . . . , γN (t)), t ∈ [0, 1], C1 — кусочно гладкая кривая DN , соединяющая
точки z и w. В силу (1) после некоторых вычислений получаем∣∣∣∣∣

N∏
j=1

(1− |zj |2)
αj+2
p f(z)−

N∏
j=1

(1− |wj |2)
αj+2
p f(w)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

d

(
N∏
j=1

(1− |γj(t)|2)
αj+2
p f(γ(t))

)∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

N∏
j=1

(1− |γj(t)|2)
αj+2
p

N∑
j=1

∂f

∂zj
(γ(t))γ′j(t) dt

−
1∫

0

f(γ(t))
N∑
l=1

αl + 2
p

N∏
j=1

(1− |γj(t)|2)
αj+2
p −δlj (γ′l(t)γl(t) + γl(t)γ′l(t))dt

∣∣∣∣∣∣
≤

1∫
0

N∏
j=1

(1− |γj(t)|2)
αj+2
p |〈(∇f)(γ(t)), γ′(t)〉| dt

+
N∑
l=1

αl + 2
p

1∫
0

|f(γ(t))|
N∏
j=1

(1− |γj(t)|2)
αj+2
p

2|Re(γ′l(t)γl(t))|
1− |γl(t)|2

dt

≤
1∫

0

N∏
j=1

(1− |γj(t)|2)
αj+2
p Qf (γ(t))

√
Hγ(t)(γ′(t), γ′(t)) dt

+ 2 max
1≤j≤N

{
αj + 2
p

}
‖f‖Ap

~α

1∫
0

N∑
l=1

|γ′l(t)|
1− |γl(t)|2

dt

≤
1∫

0

N∏
j=1

(1−|γj(t)|2)
αj+2
p

(
N∑
j=1

(∣∣∣∣ ∂f∂zj (γ(t))
∣∣∣∣(1−|γj(t)|2))2

)1/2√
Hγ(t)(γ′(t), γ′(t)) dt
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+ 2
√
N max

1≤j≤N

{
αj + 2
p

}
‖f‖Ap

~α

1∫
0

(
N∑
l=1

|γ′l(t)|2

(1− |γl(t)|2)2

)1/2

dt

≤ C‖f‖Ap
~α

1∫
0

√
Hγ(t)(γ′(t), γ′(t)) dt, (6)

где в последнем неравенстве использована лемма 3.
Находя в (6) инфимум по всем таким кривым, имеем∣∣∣∣∣

N∏
j=1

(1− |zj |2)
αj+2
p f(z)−

N∏
j=1

(1− |wj |2)
αj+2
p f(w)

∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Ap
~α
βDN (z, w). (7)

Поскольку

1
2

ln
1 + x

1− x
=

∞∑
j=0

x2j+1

2j + 1
< x

∞∑
j=0

x2j =
x

1− x2

для x ∈ (0, 1), в силу (7) в этом случае получим

β̂DN (z, w) ≤ 8
3
ρ(z, w). (8)

Из (7) и (8) при ρ(z, w) ≤ 1/2 легко следует неравенство (5).
Предположим теперь, что ρ(z, w) > 1/2. Тогда по лемме 2 получаем нера-

венство∣∣∣∣∣
N∏
j=1

(1− |zj |2)
αj+2
p f(z)−

N∏
j=1

(1− |wj |2)
αj+2
p f(w)

∣∣∣∣∣
≤ 2‖f‖H∞∏N

j=1
(1−|zj |2)(αj+2)/p

≤ 4‖f‖Ap
~α
ρ(z, w), (9)

равносильное неравенству (5) в этом случае, что и завершает доказательство
леммы. �

Лемма 6. Для любой последовательности (wn)n∈N в DN такой, что wn →
w ∈ TN при n→∞, существуют ее подпоследовательность (wmk)k∈N и функции
fnk ∈ H∞(DN ), k ∈ N, такие, что

∞∑
k=1

|fnk(z)| ≤ 1 для всех z ∈ DN (10)

и
fnk(wmk) > 1− 1

2k
, k ∈ N. (11)

Доказательство. Положим

f(z) =
z1 + · · ·+ zN + 1

N + 1
, z ∈ DN .

Пусть eN = (1, . . . , 1). Тогда
f(eN ) = 1, (12)

|f | < 1 на DN \ {eN}. (13)
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Пусть

g(z) =
N − z1 − · · · − zN

2N
, z ∈ DN ,

и gn(z) = g
1
n (z), z ∈ DN . Тогда ‖gn‖∞ = 1, gn(eN ) = 0 и

lim
n→∞

|gn(z)| = 1 для любого z ∈ DN . (14)

Без ограничения общности можно предположить, что wn → eN при n→∞.
Иначе если wn → ζ ∈ TN при n→∞, то рассмотрим функции fnk(〈z, ei

~θ〉), где
ei
~θ = (eiθ1 , . . . , eiθN ) такое, что 〈ζ, ei~θ〉 = eN . По индукции построим две по-

следовательности (mk)k∈N и (nk)k∈N положительных целых чисел, последова-
тельность комплексных чисел (ck)k∈N, |ck| ≤ 1, k ∈ N, и подпоследовательность
(wmk)k∈N в (wn)n∈N такие, что

sup
z∈DN

L∑
k=1

|ckfmk(z)gnk(z)| < 1 для любого L ∈ N, (15)

cLf
mL(wmL)gnk(wmL) > 1− 1

2L
. (16)

Сначала положим m1 = 1. В силу (12) и (13) существует wm1 ∈ (wn)n∈N такое,
что |f(wm1)| > 1

2 . Ввиду (14) найдется n1 ∈ N такое, что

|fm1(wm1)gn1(wm1)| >
1
2
.

Возьмем комплексное число c1 такое, что c1(fm1gn1)(wm1) = |(fm1gn1)(wm1)|
(заметим, что |c1| = 1). Тем самым (15) и (16) верны для L = 1.

Предположим, что (mk)Lk=1, (nk)Lk=1, (ck)Lk=1 и (wmk)Lk=1 удовлетворяют на-
шим условиям. На замыкании DN определим функцию

FL(z) =
L∑

k=1

|ckfmk(z)gnk(z)|, z ∈ DN .

По определению gn имеем FL(eN ) = 0. Возьмем открытое U ⊂ DN такое, что

eN ∈ U , {wm1 , . . . , wmL}∩U = ∅ (например, U =
N⊗
j=1

(D∩D(1, ε(1− max
1≤s≤L

|wms |)))

для достаточно малых ε > 0) и

FL(z) <
1

2L+2 для всех z ∈ U. (17)

В силу (12), (13) и (15) существует mL+1 такое, что mL < mL+1,

|fmL+1(z)| < 1
2L+1 и FL(z) + |fmL+1(z)| < 1 для всех z ∈ DN \ U. (18)

Поскольку f(wn) → 1 при n→∞, существует точка wmL+1 в (wn)n∈N∩U такая,
что

|fmL+1(wmL+1)| >
1− 1

2L+1

1− 1
2L+2

. (19)

Отсюда и из (14) следует, что найдется nL+1 > nL такое, что

|fmL+1(wmL+1)gnL+1(wmL+1)| >
1− 1

2L+1

1− 1
2L+2

. (20)
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В силу (17), (18) и определения gnL+1 получим

sup
z∈DN

[
FL(z) +

(
1− 1

2L+2

)
|(fmL+1gnL+1)(z)|

]
< 1. (21)

Возьмем комплексное число bL+1 такое, что

bL+1

(
1− 1

2L+2

)
(fmL+1gnL+1)(wmL+1) =

(
1− 1

2L+2

)
|(fmL+1gnL+1)(wmL+1)|. (22)

Положим cL+1 = bL+1(1−1/2L+2), тогда |cL+1| = 1−2−(L+2). Отсюда для таким
образом выбранного cL+1 из (21) следует, что (15) верно для L+ 1.

С другой стороны, из (20) и (22) имеем

cL+1(fmL+1gnL+1)(wmL+1) =
(

1− 1
2L+2

)
|(fmL+1gnL+1)(wmL+1)| > 1− 1

2L+1 .

Значит, (16) верно для L+ 1. Тем самым с помощью индукции требуемое дока-
зано. Искомая последовательность имеет вид

fnk(z) = ckf
mk(z)gnk(z), k ∈ N. �

3. Основные результаты

Сформулируем и докажем основные результаты статьи.

Теорема 1. Пусть p > 0, ~α = (α1, . . . , αN ), αj > −1, j = 1, . . . , N , v — вес
на DN , ϕl = (ϕl1, . . . , ϕlN ), l = 1, 2, — голоморфные отображения DN в себя и u1,
u2 — голоморфные функции на DN . Тогда оператор Wϕ1,u1−Wϕ2,u2 : Ap

~α → H∞
v

метрически ограничен, если и только если

M1 := sup
z∈DN

∣∣∣∣ v(z)u1(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

− v(z)u2(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣ <∞ (23)

и выполнено одно из следующих условий:

M2 := sup
z∈DN

v(z)|u1(z)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(z), ϕ2(z)) <∞; (24)

M3 := sup
z∈DN

v(z)|u2(z)|
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(z), ϕ2(z)) <∞. (25)

Доказательство. Заметим, что в силу неравенств

v(z)|u1(z)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(z), ϕ2(z)) ≤
v(z)|u2(z)|

N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(z), ϕ2(z))

+

∣∣∣∣∣ v(z)u1(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

− v(z)u2(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣∣,
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v(z)|u2(z)|
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(z), ϕ2(z)) ≤
v(z)|u1(z)|

N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(z), ϕ2(z))

+

∣∣∣∣∣ v(z)u1(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

− v(z)u2(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣∣,
условия (23), (24) эквивалентны условиям (23), (25).

Пусть выполнены (23) и (25). Тогда для любой f ∈ Ap
~α по леммам 2 и 5

имеем

v(z)|Wϕ1,u1f(z)−Wϕ2,u2f(z)| = v(z)|u1(z)f(ϕ1(z))− u2(z)f(ϕ2(z))|

≤
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p |f(ϕ1(z))|

×

∣∣∣∣∣ v(z)u1(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

− v(z)u2(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣∣+ v(z)|u2(z)|
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

×

∣∣∣∣∣
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p f(ϕ1(z))−

N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p f(ϕ2(z))

∣∣∣∣∣
≤ (M1 + CM3)‖f‖Ap

~α
,

откуда следует ограниченность Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2 : Ap
~α → H∞

v .
Теперь предположим, что Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2 : Ap

~α → H∞
v ограничен. Пусть

kϕ1(ζ)(z) =
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(ζ)|2)
αj+2
p

(1− ϕ1j(ζ)zj)
2αj+4

p

, ζ ∈ DN .

Известно, что ‖kϕ1(ζ)‖Ap
~α

= 1 для всех ζ ∈ DN . Положим

Fζ(z) = σϕ2j(ζ)(zj)kϕ1(ζ)(z), ζ ∈ DN ,

для фиксированного j, 1 ≤ j ≤ N . Очевидно, что

sup
ζ∈DN

‖Fζ‖Ap
~α
≤ 1. (26)

Ограниченность Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2 : Ap
~α → H∞

v вместе с (26) влечет

‖Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2‖Ap
~α
→H∞v

≥ ‖Wϕ1,u1Fζ −Wϕ2,u2Fζ‖H∞v
= sup

z∈DN
v(z)|u1(z)Fζ(ϕ1(z))− u2(z)Fζ(ϕ2(z))|

≥ v(ζ)|u1(ζ)Fζ(ϕ1(ζ))− u2(ζ)Fζ(ϕ2(ζ))|
≥ v(ζ)|u1(ζ)||σϕ2j(ζ)(ϕ1j(ζ))||kϕ1(ζ)(ϕ1(ζ))|

=
v(ζ)|u1(ζ)|

N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

|σϕ2j(ζ)(ϕ1j(ζ))|. (27)
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Находя супремум в (27) по DN , а затем максимум при j ∈ {1, . . . , N}, убежда-
емся, что условие (24) выполнено.

Взяв тестовые функции kϕ2(ζ) ∈ Ap
~α и используя ограниченность Wϕ1,u1 −

Wϕ2,u2 : Ap
~α → H∞

v , в силу леммы 5 получим

‖Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2‖Ap
~α
→H∞v

≥ ‖Wϕ1,u1kϕ2(ζ) −Wϕ2,u2kϕ2(ζ)‖H∞v
= sup

z∈DN
v(z)|u1(z)kϕ2(ζ)(ϕ1(z))− u2(z)kϕ2(ζ)(ϕ2(z))|

≥ v(ζ)

∣∣∣∣∣ u1(ζ)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

− u2(ζ)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣∣− v(ζ)|u1(ζ)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

×

∣∣∣∣∣
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p kϕ2(ζ)(ϕ2(ζ))−

N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p kϕ2(ζ)(ϕ1(ζ))

∣∣∣∣∣
≥ v(ζ)

∣∣∣∣∣ u1(ζ)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

− u2(ζ)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣∣−M2C

для всех ζ ∈ DN , откуда, очевидно, следует условие (23) что и завершает дока-
зательство теоремы. �

Теорема 2. Пусть p > 0, ~α = (α1, . . . , αN ), αj > −1, j = 1, . . . , N , v — вес
на DN , ϕl = (ϕl1, . . . , ϕlN ), l = 1, 2, — голоморфные отображения DN в себя,
u1, u2 — голоморфные функции на DN и Wϕ1,u1 , Wϕ2,u2 : Ap

~α → H∞
v — метри-

чески ограниченные операторы. Тогда оператор Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2 : Ap
~α → H∞

v

метрически компактен, если и только если удовлетворены следующие условия:
(a) выполнено равенство

lim
ϕ1(z)→TN

v(z)|u1(z)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(z), ϕ2(z)) = 0;

(b) выполнено равенство

lim
ϕ2(z)→TN

v(z)|u2(z)|
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(z), ϕ2(z)) = 0;

(c) выполнено равенство

lim
ϕ1(z)→TN

ϕ2(z)→TN

∣∣∣∣ v(z)u1(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

− v(z)u2(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣ = 0.

Доказательство. Предположим сначала, что оператор Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2 :
Ap
~α → H∞

v метрически компактен. Если ‖ϕ1j‖∞ < 1 для некоторого j, то (a),
очевидно, выполнено. Поэтому положим ‖ϕ1j‖∞ = 1, j = 1, . . . , N . Предпо-
ложим, напротив, что (a) неверно. Тогда найдется последовательность (zn)n∈N
такая, что ϕ1(zn) → TN при n→∞ и

lim
n→∞

v(zn)|u1(zn)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(zn), ϕ2(zn)) = δ > 0. (28)



464 С. Стевич, Ч. Ц. Цзян

Поскольку ϕ1(zn) → TN при n → ∞, в силу леммы 6 для (ϕ1(zn))n∈N можем
предположить, что существуют функции fn ∈ H∞(DN ), n ∈ N, такие, что

∞∑
n=1

|fn(z)| ≤ 1 для всех z ∈ DN , (29)

fn(ϕ1(zn)) > 1− 1
2n

, n ∈ N. (30)

Пусть

kn(z) =
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

(1− ϕ1j(zn)zj)
2αj+4

p

, n ∈ N.

Известно, что ‖kn‖Ap
~α

= 1 для любых n ∈ N. Для фиксированного j, 1 ≤ j ≤ N ,
положим

g(j)
n (z) = fn(z)σϕ2j(zn)(zj)kn(z), n ∈ N.

Очевидно, что sup
n∈N

∥∥g(j)
n

∥∥
Ap
~α

≤ 1 и g(j)
n → 0 равномерно на компактах в DN при

n → ∞. Поскольку Wϕ1,u1 − Wϕ2,u2 : Ap
~α → H∞

v метрически компактен, по
лемме 1 получим

lim
n→∞

∥∥(Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2)g
(j)
n

∥∥
H∞v

= 0. (31)

С другой стороны, по определению пространства H∞
v и функций g(j)

n в силу
(30) имеем∥∥(Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2)g

(j)
n

∥∥
H∞v

≥ v(zn)
∣∣u1(zn)g(j)

n (ϕ1(zn))− u2(zn)g(j)
n (ϕ2(zn))

∣∣
= v(zn)|u1(zn)fn(ϕ1(zn))σϕ2j(zn)(ϕ1j(zn))kn(ϕ1(zn))|

≥
v(zn)|u1(zn)| |σϕ2j(zn)(ϕ1j(zn))|

N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

(
1− 1

2n

)
. (32)

Переходя к пределу при n → ∞ в (32) и используя (28) и (31), приходим к
противоречию. Тем самым для всех j ∈ {1, . . . , N} верно

lim
n→∞

v(zn)|u1(zn)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

|σϕ2j(zn)(ϕ1j(zn))| = 0

для любой последовательности (zn)n∈N такой, что ϕ1(zn) → TN при n → ∞,
откуда вытекает (a).

Условие (b) доказывается аналогично, поэтому его доказательство опуска-
ем.

Докажем (c). Допустим, что (c) не выполнено. Тогда найдутся последо-
вательность (zn)n∈N, для которой min

1≤j≤N
{|ϕ1j(zn)|, |ϕ2j(zn)|} → 1 при n → ∞ и

последовательности (ϕ1(zn))n∈N, (ϕ2(zn))n∈N сходятся, и β > 0 такое, что

β := lim
n→∞

∣∣∣∣ v(zn)u1(zn)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

− v(zn)u2(zn)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣. (33)

Пусть
l := lim

n→∞
ρ(ϕ1(zn), ϕ2(zn)) ≥ 0. (34)
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Предположим, что l > 0. Тогда для достаточно больших n, скажем n ≥ n0,

0 <
β

2
≤
∣∣∣∣ v(zn)u1(zn)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

− v(zn)u2(zn)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣
≤ 2

l

(
v(zn)|u1(zn)|

N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(zn), ϕ2(zn))

+
v(zn)|u2(zn)|

N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

ρ(ϕ1(zn), ϕ2(zn))
)
. (35)

Переходя к пределу в (35) при n → ∞ и используя (a) и (b), приходим к про-
тиворечию. Тем самым можно считать l = 0.

Пусть (fn)n∈N и (kn)n∈N — функциональные последовательности, опреде-
ленные выше. Положим

hn(z) = fn(z)kn(z), n ∈ N.
Тогда sup

n∈N
‖hn‖Ap

~α
≤ 1 и hn → 0 равномерно на компактных подмножествах DN

при n→∞. Отсюда по лемме 1

lim
n→∞

‖(Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2)hn‖H∞v = 0. (36)

Поскольку Wϕ2,u2 : Ap
~α → H∞

v ограничен, в силу леммы 4 получим

M := sup
z∈DN

v(z)|u2(z)|
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

<∞. (37)

Имеем

‖(Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2)hn‖H∞v ≥ v(zn)|u1(zn)hn(ϕ1(zn))− u2(zn)hn(ϕ2(zn))|
= v(zn)|u1(zn)fn(ϕ1(zn))kn(ϕ1(zn))− u2(zn)fn(ϕ2(zn))kn(ϕ2(zn))|

≥ v(zn)
∣∣∣∣ u1(zn)fn(ϕ1(zn))
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

− u2(zn)fn(ϕ1(zn))
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣
− v(zn)

∣∣∣∣ u2(zn)fn(ϕ1(zn))
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

− u2(zn)fn(ϕ2(zn))kn(ϕ2(zn))
∣∣∣∣

≥ v(zn)
∣∣∣∣ u1(zn)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

− u2(zn)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣(1− 1
2n
)

− |u2(zn)| v(zn)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

×

∣∣∣∣∣
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p hn(ϕ1(zn))−

N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p hn(ϕ2(zn))

∣∣∣∣∣. (38)

Применяя лемму 5 к функции hn, n ∈ N, для точек z = ϕ1(zn) и w = ϕ2(zn) в
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силу (37) и того, что sup
n∈N

‖hn‖Ap
~α
≤ 1, получим

v(zn)|u2(zn)|
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣∣
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p hn(ϕ1(zn))

−
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p hn(ϕ2(zn))

∣∣∣∣∣ ≤ CMρ(ϕ1(zn), ϕ2(zn)). (39)

Подставляя (39) в (38), переходя к пределу при n→∞ в полученном неравен-
стве и используя (36), имеем β = 0; противоречие, доказывающее (c).

Теперь предположим, что выполнены условия (a)–(c). Пусть (fn)n∈N —
ограниченная последовательность в Ap

~α такая, что fn → 0 равномерно на ком-
пактных подмножествах DN . Чтобы доказать, чтоWϕ1,u1−Wϕ2,u2 : Ap

~α → H∞
v —

метрически компактный оператор, в силу леммы 1 достаточно показать, что
lim
n→∞

‖(Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2)fn‖H∞v = 0.

Пусть это неверно. Тогда для некоторого ε > 0 существует подпоследователь-
ность (fnk)k∈N последовательности (fn)n∈N такая, что

‖(Wϕ1,u1 −Wϕ2,u2)fnk‖H∞v ≥ 2ε > 0
для всех k ∈ N. Можем считать, что (fnk)k∈N есть сама последовательность
(fn)n∈N. Тогда найдется последовательность (zn)n∈N в DN такая, что

v(zn)|u1(zn)fn(ϕ1(zn))− u2(zn)fn(ϕ2(zn))| ≥ ε > 0, n ∈ N. (40)
Можем также предположить, что последовательности (ϕ1(zn))n∈N и (ϕ2(zn))n∈N
сходятся. Если

lim
n→∞

max
1≤j≤N

{|ϕ1j(zn)|, |ϕ2j(zn)|} = q < 1,

то в силу (40) приходим к противоречию, поскольку для тестовых функций
f(z) ≡ 1 ∈ Ap

~α из ограниченности операторов Wϕi,ui : Ap
~α → H∞

v , i = 1, 2,
следует, что u1, u2 ∈ H∞

v , и поскольку fn(ϕi(zn)) → 0 при n → ∞, i = 1, 2.
Тем самым max

1≤j≤N
{|ϕ1j(zn)|, |ϕ2j(zn)|} → 1 при n → ∞. Пусть |ϕ1j0(zn)| → 1

и ϕ2j0(zn) → z0 для некоторого j0 при n → ∞. Предположим также, что
существует предел в (34). Пусть l > 0. Тогда в силу (a) и (b) получим

lim
ϕ1(zn)→TN

v(zn)|u1(zn)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

= 0, (41)

lim
ϕ2(zn)→TN

v(zn)|u2(zn)|
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

= 0. (42)

Из (40) и леммы 2 следует, что

ε ≤ v(zn)|u1(zn)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p |fn(ϕ1(zn))|

+
v(zn)|u2(zn)|

N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p |fn(ϕ2(zn))|
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≤
(

v(zn)|u1(zn)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

+
v(zn)|u2(zn)|

N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p

)
‖fn‖Ap

~α
. (43)

Переходя к пределу при n → ∞ в (43) и используя (41) и (42), приходим к
противоречию. Таким образом, заключаем, что l = 0, откуда |ϕ2j0(zn)| → 1 при
n→∞. В силу (40) и лемм 2–4 с учетом (a), (b) имеем

0 < ε ≤ v(zn)|u1(zn)f(ϕ1(zn))− u2(zn)f(ϕ2(zn))|

≤ v(zn)|u1(zn)|
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣∣
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p f(ϕ1(zn))

−
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p f(ϕ2(zn))

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣ v(zn)u1(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

− v(zn)u2(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣
×

N∏
j=1

(1− |ϕ2j(zn)|2)
αj+2
p |f(ϕ2(zn))|

≤ Cρ(ϕ1(zn), ϕ2(zn))
v(zn)|u1(zn)|

N∏
j=1

(1− |ϕ1j(zn)|2)
αj+2
p

‖fn‖Ap
~α

+
∣∣∣∣ v(zn)u1(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ1j(z)|2)
αj+2
p

− v(zn)u2(z)
N∏
j=1

(1− |ϕ2j(z)|2)
αj+2
p

∣∣∣∣‖fn‖Ap
~α
→ 0

при n→∞; противоречие, завершающее доказательство. �

Из теоремы 1 при Wϕ2,u2 ≡ 0 получаем

Следствие 1. Пусть p > 0, ~α = (α1, . . . , αN ), αj > −1, j = 1, . . . , N , v —
вес на DN , ϕ = (ϕ1, . . . , ϕN ) — голоморфное отображение DN в себя, u ∈ H(DN )
и Wϕ,u : Ap

~α → H∞
v метрически ограничен. Тогда оператор Wϕ,u : Ap

~α → H∞
v

метрически компактен, если и только если

lim
ϕ(z)→TN

v(z)|u(z)|
N∏
j=1

(1− |ϕj(z)|2)
αj+2
p

= 0.

ЛИТЕРАТУРА

1. Avetisyan K. Hardy–Bloch type spaces and lacunary series on the polydisk // Glasgow Math.
J.. 2007. V. 49, N 2. P. 345–356.

2. Bierstedt K. D., Summers W. H. Biduals of weighted Banach spaces of analytic functions //
J. Austral. Math. Soc. (Ser. A). 1993. V. 54. P. 70–79.

3. Montes-Rodriguez A. Weighted composition operators on weighted Banach spaces of analytic
functions // J. London Math. Soc.. 2000. V. 61, N 3. P. 872–884.

4. Cohen J., Collona F. Isometric composition operators on the Bloch space of the polydisk //
Banach spaces of analytic functions. Contemp. math.. Providence, RI: Amer. Math. Soc., 2008.
V. 454. P. 9–21.



468 С. Стевич, Ч. Ц. Цзян

5. Cowen C. C., MacCluer B. D. Composition operators on spaces of analytic functions. Boca
Raton: CRC Press, 1995.

6. Li S., Stević S. Weighted composition operators from α-Bloch space to H∞ on the polydisk //
Numer. Funct. Anal. Optimization. 2007. V. 28, N 7. P. 911–925.
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