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Аннотация. Рассматривается один класс задач, моделирующих процесс определе-
ния температуры и плотности источников тепла по заданным начальной и конечной
температурам. При их математической формулировке возникают обратные задачи
для уравнения теплопроводности, в которых вместе с решением уравнения требует-
ся найти неизвестную правую часть, зависящую только от пространственной пере-
менной. Доказаны существование и единственность классического решения зада-
чи. Задача решена независимо от того, обладает ли соответствующая спектральная
задача (для оператора кратного дифференцирования с не усиленно регулярными
краевыми условиями) свойством базисности корневых функций.
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§ 1. Постановка задачи

Задачи определения коэффициентов или правой части дифференциального
уравнения одновременно с его решением носят название обратных задач мате-
матической физики. Такие задачи достаточно часто возникают в самых раз-
личных областях человеческой деятельности, что ставит их в ряд актуальных
проблем современной математики. В работе рассматривается один класс задач,
моделирующих процесс определения температуры и плотности источников теп-
ла по заданным начальной и конечной температурам. При их математической
формулировке возникают обратные задачи для уравнения теплопроводности,
в которых вместе с решением уравнения требуется найти неизвестную правую
часть, зависящую только от пространственной переменной. Вопросы разреши-
мости различных обратных задач для параболических уравнений изучались во
многих работах (см., например, [1–8]). В отличие от предыдущих работ нами
исследуются обратные задачи для уравнения теплопроводности с общими крае-
выми условиями по пространственной переменной, являющимися регулярными,
но не усиленно регулярными.

В области � = {(x, t), 0 < x < 1, 0 < t < T} рассмотрим задачу о нахож-
дении правой части f(x) уравнения теплопроводности

ut(x, t)− uxx(x, t) = f(x) (1)

и его решения u(x, t), удовлетворяющего начальному и конечному условиям

u(x, 0) = ϕ(x), u(x, T ) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (2)

c© 2012 Оразов И., Садыбеков М. А.



Об одном классе задач определения температуры и плотности 181

и краевым условиям вида{
a1ux(0, t) + b1ux(1, t) + a0u(0, t) + b0u(1, t) = 0,
c1ux(0, t) + d1ux(1, t) + c0u(0, t) + d0u(1, t) = 0.

(3)

Коэффициентами ak, bk, ck, dk, k = 0, 1, краевого условия (3) являются дей-
ствительные числа, а ϕ(x) и ψ(x) — заданные функции.

Применение метода Фурье для решения задачи (1)–(3) приводит к спек-
тральной задаче для оператора l, заданного дифференциальным выражением
l(y) = −y′′(x), 0 < x < 1, и краевыми условиями{

a1y′(0) + b1y′(1) + a0y(0) + b0y(1) = 0,
c1y′(0) + d1y′(1) + c0y(0) + d0y(1) = 0.

(4)

Краевые условия (4) называются регулярными [9], если выполнено одно из сле-
дующих трех условий:

a1d1 − b1c1 6= 0;
a1d1 − b1c1 = 0, |a1|+ |b1| > 0, a1d0 + b1c0 6= 0;

a1 = b1 = c1 = d1 = 0, a0d0 − b0c0 6= 0.
(5)

Регулярные краевые условия являются усиленно регулярными в первом и в
третьем случаях, а во втором случае при дополнительном условии

a1c0 + b1d0 6= ±[a1d0 + b1c0]. (6)

В [10] рассмотрены частные случаи задачи (1)–(3), когда краевые усло-
вия (3) являются не усиленно регулярными — случай периодических краевых
условий и случай условий типа Самарского — Ионкина. Однако методика до-
казательства из [10] не может быть автоматически перенесена на задачи с про-
извольными не усиленно регулярными краевыми условиями (3). Это связа-
но с существенным использованием в [10] базисности системы собственных и
присоединенных функций соответствующей задачи (4) для оператора кратного
дифференцирования. Но, как следует из [11], не все такие задачи обладают
свойством базисности. Для исследования таких задач независимо от свойств
базисности нами предлагается новый метод исследования.

§ 2. Случай краевых условий типа Штурма

Частным случаем усиленно регулярных краевых условий являются усло-
вия типа Штурма, когда b0 = b1 = c0 = c1 = 0. Пусть λk — собственные зна-
чения оператора l, занумерованные в порядке возрастания их модулей, а yk(x),
k = 1, 2, . . . , — соответствующие им нормированные собственные функции. Из-
вестно [9], что собственные значения таких задач являются действительными,
простыми, а система их собственных функций образует ортонормированный
базис пространства L2(0, 1). Поэтому решение u(x, t), f(x) задачи (1)–(3) пред-
ставимо в виде рядов:

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(t)yk(x), f(x) =
∞∑
k=1

fkyk(x). (7)

Подставляя (7) в уравнение (1), в начальные и конечные условия (2), для
нахождения неизвестных функций uk(t) и коэффициентов fk получаем следу-
ющие задачи:

u′k(t) + λkuk(t) = fk, uk(0) = ϕk, uk(T ) = ψk, (8)
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где ϕk, ψk — коэффициенты Фурье разложения функций ϕk и ψk в ортогональ-
ный ряд по системе {yk(x)} : ϕk = (ϕ(x), yk(x)), ψk = (ψ(x), yk(x)).

Решение задач (8) существует, единственно и может быть выписано в явном
виде:

uk(t) = e−λktϕk +
1− e−λkt

1− e−λkT
(ψk − e−λkTϕk), (9)

fk =
λk

1− e−λkT
(ψk − e−λkTϕk). (10)

Следует отметить, что формулы (9) и (10) остаются верными и для случая
λ0 = 0. В этом случае предельным переходом при λ0 → 0 из (9) и (10) получаем
u0(t) = ϕ0 + ψ0−ϕ0

T t, f0 = ψ0−ϕ0
T . Поэтому не будем отдельно выделять этот

частный случай.
Подставляя (9) и (10) в (7), приходим к формальному решению задачи. Для

завершения исследования необходимо (аналогично методу Фурье) обосновать
гладкость полученного формального решения и сходимость всех встречающихся
рядов. Сформулируем основной результат данного параграфа.

Лемма 1. Пусть b0 = b1 = c0 = c1 = 0, т. е. краевые условия (4) являются
условиями типа Штурма. Если ϕ(x), ψ(x) ∈ C4[0, 1] и функции ϕ(x), ψ(x),
ϕ′′(x), ψ′′(x) удовлетворяют краевым условиям (4), то существует единственное
классическое решение u(x, t) ∈ C2,1

x,t (�), f(x) ∈ C[0, 1] задачи (1)–(3).

Доказательство. Так как функции ϕ′′(x), ψ′′(x) ∈ C2[0, 1] удовлетворя-
ют краевым условиям (4), по теореме В. А. Стеклова [12, с. 41] они разлагаются
в абсолютно и равномерно сходящиеся ряды Фурье по собственным функциям
{yk(x)}. Поэтому ряды

ϕ′′(x) = −
∞∑
k=1

λkϕkyk(x), ψ′′(x) = −
∞∑
k=1

λkψkyk(x) (11)

сходятся абсолютно и равномерно.
Из (9), (10) с учетом lim

k→∞
λk = +∞ несложно получить равномерные по k

оценки
|uk(t)| ≤ C(|ϕk|+ |ψk|), |u′k(t)| ≤ C(|ϕk|+ |ψk|)|λk|,

|fk| ≤ C(|ϕk|+ |ψk|)|λk|.

Отсюда и из равномерной и абсолютной сходимости рядов (11) следуют сходи-
мость рядов (7) и принадлежность решения задачи (1)–(3) классам: u(x, t) ∈
C2,1
x,t (�), f(x) ∈ C[0, 1]. Так как система {yk(x)} образует ортонормированный

базис пространства L2(0, 1), любое решение задачи (1)–(3) из данного класса
представимо рядами (7). Из однозначности построения решений (9), (10) за-
дач (8) вытекает единственность решения задачи (1)–(3). Лемма 1 доказана
полностью.

§ 3. Регулярные, но не усиленно
регулярные краевые условия

Для начала выделим класс регулярных, но не усиленно регулярных крае-
вых условий в удобном нам виде.
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Лемма 2. Если краевые условия (4) регулярны, но не усиленно регулярны,
то краевые условия (3) могут быть приведены к виду{

a1ux(0, t) + b1ux(1, t) + a0u(0, t) + b0u(1, t) = 0,
c0u(0, t) + d0u(1, t) = 0,

|a1|+ |b1| > 0, (12)

одного из следующих четырех типов:

a1 + b1 = 0, c0 − d0 6= 0;
a1 − b1 = 0, c0 + d0 6= 0;
c0 − d0 = 0, a1 + b1 6= 0;
c0 + d0 = 0, a1 − b1 6= 0.

(13)

Доказательство. Согласно [9, с. 73] если краевые условия (4) регулярны,
но не усиленно регулярны, то c1 = d1 = 0 и

b1c0 + a1d0 6= 0, (14)

a1c0 + b1d0 = ±[a1d0 + b1c0]. (15)

В свою очередь, условие (15) может быть записано в виде (a1± b1)(c0± d0) = 0,
что означает выполнение хотя бы одного из равенств условий (13). При выпол-
нении одного из этих равенств условие (14) обеспечивает выполнение соответ-
ствующего неравенства из (13). Лемма 2 доказана.

В дальнейшем будем рассматривать только краевые условия вида (12).
Введем в рассмотрение четные C(x, t) и нечетные S(x, t) по переменной x

части функции u(x, t): u(x, t) = C(x, t) + S(x, t), где

2C(x, t) = u(x, t) + u(1− x, t)б 2S(x, t) = u(x, t)− u(1− x, t). (16)

При этом для всех (x, t) ∈ � имеет место

C(x, t) = C(1− x, t), S(x, t) = −S(1− x, t),
Cx(x, t) = −Cx(1− x, t), Sx(x, t) = Sx(1− x, t).

(17)

Очевидно, что для построения решения u(x, t) достаточно определить функции
C(x, t) и S(x, t) на «половине» области �— в подобласти �0 = {(x, t), 0 < 2x < 1,
0 < t < T}.

Нетрудно убедиться в том, что функции C(x, t) и S(x, t) являются в области
�0 решениями уравнения теплопроводности:

Ct(x, t)− Cxx(x, t) = f0(x), (18)

St(x, t)− Sxx(x, t) = f1(x), (19)

и удовлетворяют начальным и конечным условиям

C(x, 0) = ϕ0(x), C(x, T ) = ψ0(x), 0 ≤ 2x ≤ 1, (20)

S(x, 0) = ϕ1(x), S(x, T ) = ψ1(x), 0 ≤ 2x ≤ 1, (21)

где
2f0(x) = f(x) + f(1− x), 2f1(x) = f(x)− f(1− x);

2ϕ0(x) = ϕ(x) + ϕ(1− x), 2ϕ1(x) = ϕ(x)− ϕ(1− x);

2ψ0(x) = ψ(x) + ψ(1− x), 2ψ1(x) = ψ(x)− ψ(1− x).
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Найдем краевые условия, которым на границе области �0 удовлетворяют
функции C(x, t) и S(x, t). Подчиняя функцию u(x, t) = C(x, t)+S(x, t) краевым
условиям (3), с учетом соотношений (17) получаем

(a1 − b1)Cx(0, t) + (a1 + b1)Sx(0, t) + (a0 + b0)C(0, t) + (a0 − b0)S(0, t) = 0,
(c0 + d0)C(0, t) + (c0 − d0)S(0, t) = 0.

(22)

При выполнении каждого из условий (13) регулярности, но не усиленной
регулярности краевых условий один из «главных» коэффициентов соотноше-
ния (22) всегда обращается в нуль. Пользуясь этим свойством, отдельно для
каждого из типов (13) для функций C(x, t) и S(x, t) приходим к следующим
краевым условиям на левой границе области �0.

(I) При a1 + b1 = 0, c0 − d0 6= 0

(a1 − b1)(c0 − d0)Cx(0, t)− (a0d0 − b0c0)C(0, t) = 0, (23)

S(0, t) =
(c0 + d0)
(c0 − d0)

C(0, t). (24)

(II) При a1 − b1 = 0, c0 + d0 6= 0

(a1 + b1)(c0 + d0)Sx(0, t) + (a0d0 − b0c0)S(0, t) = 0, (25)

C(0, t) =
(c0 − d0)
(c0 + d0)

S(0, t). (26)

(III) При c0 − d0 = 0, a1 + b1 6= 0

C(0, t) = 0, (27)

(a1 + b1)Sx(0, t) + (a0 − b0)S(0, t) = −(a1 − b1)Cx(0, t). (28)

(IV) При c0 + d0 = 0, a1 − b1 6= 0

S(0, t) = 0, (29)

(a1 − b1)Cx(0, t) + (a0 + b0)C(0, t) = −(a1 + b1)Sx(0, t). (30)

Дополнительно из соотношений (17) получаем на правой границе области �0
краевые условия

Cx(1/2, t) = 0, (31)

S(1/2, t) = 0. (32)

Следовательно, каждый из типов (13) не усиленно регулярных краевых
условий сводится к последовательному решению двух краевых задач.

Задача I. В области �0 найти решение C(x, t) уравнения (18), удовлетво-
ряющее начальному и конечному условиям (20) и краевым условиям (23), (31).
Используя найденное C(x, t), в области �0 найти решение S(x, t) уравнения (19),
удовлетворяющее начальному и конечному условиям (21) и краевым условиям
(24), (32).

Задача II. В области �0 найти решение S(x, t) уравнения (19), удовле-
творяющее начальному и конечному условиям (21) и краевым условиям (25),
(32). Используя найденное S(x, t), в области �0 найти решение C(x, t) уравне-
ния (18), удовлетворяющее начальному и конечному условиям (20) и краевым
условиям (26), (31).
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Задача III. В области �0 найти решение C(x, t) уравнения (18), удовле-
творяющее начальному и конечному условиям (20) и краевым условиям (27),
(31). Используя найденное C(x, t), в области �0 найти решение S(x, t) уравне-
ния (19), удовлетворяющее начальному и конечному условиям (21) и краевым
условиям (28), (32).

Задача IV. В области �0 найти решение S(x, t) уравнения (19), удовле-
творяющее начальному и конечному условиям (21) и краевым условиям (29),
(32). Используя найденное S(x, t), в области �0 найти решение C(x, t) уравне-
ния (18), удовлетворяющее начальному и конечному условиям (20) и краевым
условиям (30), (31).

Нетрудно видеть, что все полученные на границе области �0 новые краевые
условия для функций C(x, t) и S(x, t) являются разделенными, а следовательно,
усиленно регулярными.

Таким образом, доказана

Лемма 3. Решение задачи (1)–(3) в случае регулярных, но не усиленно
регулярных условий всегда может быть эквивалентно сведено к последователь-
ному решению двух задач с усиленно регулярными краевыми условиями Штур-
ма.

По найденным в области �0 решениям краевых задач решение задачи (1)–
(3) строится по формуле

u(x, t) =
{
C(x, t) + S(x, t), 2x ≤ 1,
C(1− x, t)− S(1− x, t), 2x ≥ 1,

f(x) =
{
f0(x) + f1(x), 2x ≤ 1,
f0(1− x)− f1(1− x), 2x ≥ 1.

При этом гладкость полученного решения во всей области � обеспечивается
условиями (17).

§ 4. Решение задачи для случая
не усиленно регулярных краевых условий

Пользуясь леммой 3, существование решения задачи (1)–(3), его единствен-
ность и гладкость можно получить из леммы 1 для соответствующих задач с
усиленно регулярными краевыми условиями типа Штурма. Наличие неодно-
родного краевого условия на левой границе области �0 не является существен-
ным усложнением и обходится стандартным способом.

Основным результатом работы является

Теорема. Пусть краевые условия (3) регулярны, но не усиленно регуляр-
ны, т. е. коэффициенты краевых условий удовлетворяют одному из условий
(13). Если ϕ(x), ψ(x) ∈ C4[0, 1] и функции ϕ(x), ψ(x), ϕ′′(x), ψ′′(x) удовлетворя-
ют краевым условиям (4), то существует единственное классическое решение
u(x, t) ∈ C2,1

x,t (�), f(x) ∈ C[0, 1] задачи (1)–(3).
Доказательство. Непосредственным вычислением нетрудно убедиться в

том, что при выполнении условий теоремы начальные и конечные функции
ϕ0(x), ϕ1(x), ψ0(x), ψ1(x) принадлежат C4[0, 1

2 ] и удовлетворяют соответствую-
щим краевым условиям типа Штурма в точках x = 0 и x = 1

2 . Доказательство
теоремы завершается применением леммы 1 для соответствующих задач с кра-
евыми условиями типа Штурма в области �0.
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В заключение отметим, что данным методом задача (1)–(3) решена незави-
симо от того, обладает ли соответствующая спектральная задача для оператора
кратного дифференцирования с краевыми условиями (4) свойством базисности
корневых функций.
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