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Аннотация. Получено полное описание неабелевых композиционный факторов
конечной неразрешимой группы, все максимальные подгруппы которой холловы.
Тем самым решена проблема 17.92 из «Коуровской тетради».
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1. Введение

Будем употреблять термин «группа» в значении «конечная группа».
Пусть π — некоторое множество простых чисел. Символом π′ будем обо-

значать множество тех простых чисел, которые не принадлежат π. Для нату-
рального числа n через π(n) обозначим множество его простых делителей, а для
конечной группы G через π(G) — множество π(|G|). Натуральное число n, для
которого π(n) ⊆ π, называется π-числом, а группа G, для которой π(G) ⊆ π, на-
зывается π-группой. Подгруппа H конечной группы G называется π-холловой
подгруппой, если π(H) ⊆ π и π(|G : H|) ⊆ π′. Таким образом, если π состоит из
одного простого числа p, то π-холлова подгруппа — это в точности силовская
p-подгруппа. Холлова подгруппа — это π-холлова подгруппа для некоторого
множества π.

Будем говорить, что G — конечная группа с холловыми максимальными
подгруппами, если каждая максимальная подгруппа группы G является холло-
вой подгруппой.

Изучение конечных групп, в которых каждая максимальная подгруппа хол-
лова, берет свое начало в работах В. М. Левчука, А. Г. Лихарева [1] и В. Н. Тю-
тянова [2], где было установлено, что конечная простая группа с дополняемыми
максимальными подгруппами изоморфна одной из групп PSL2(7) ∼= PSL3(2),
PSL2(11) или PSL5(2). Во всех этих группах каждая максимальная подгруппа
холлова.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 10–01–00324), программ совместных исследований УрО РАН с СО
РАН (проект 12–С–1–1018) и УрО РАН с НАН Беларуси (проект 12–С–1–1009), Совета по
грантам Президента РФ (проект MK–3395.2012.1), а также программы поддержки молодеж-
ных научных проектов УрО РАН (проект A3).
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В 2008 г. Т. В. Тихоненко и В. Н. Тютянов показали [3], что неабелевы
конечные простые группы с холловыми максимальными подгруппами исчерпы-
ваются с точностью до изоморфизма группами PSL2(7), PSL2(11) и PSL5(2).
В том же году В. С. Монаховым [4] были изучены нормальное строение и другие
свойства конечной разрешимой группы с холловыми максимальными подгруп-
пами. В этой же работе им была сформулирована

Проблема 1. Каковы неабелевы композиционные факторы конечной
неразрешимой группы, у которой все максимальные подгруппы холловы?

В 2010 г. проблема 1 была записана В. С. Монаховым в «Коуровскую тет-
радь» [5] под номером 17.92. Хотя холловы подгруппы в простых и близких к
ним группах изучались различными авторами [6–21] и к настоящему времени
полностью описаны, изучение холловых максимальных подгрупп произвольной
конечной группы нельзя свести только к изучению холловых подгрупп ее ком-
позиционных факторов. Например, любая подгруппа P ∈ Syl2(Aut(A6)) макси-
мальна в группе Aut(A6), однако P ∩A6 ≤ A4 и A4 — максимальная подгруппа
в A6, не являющаяся холловой. Тем не менее максимальные подгруппы конеч-
ной простой группы дают определенную информацию о том, может ли данная
группа быть композиционным фактором некоторой конечной группы, все мак-
симальные подгруппы которой холловы.

Подход к решению проблемы Монахова, сформулированный в следствии 1,
был предложен автору Д. О. Ревиным. Этот подход позволяет установить для
довольно обширного семейства конечных простых групп, что никакая из этих
групп не может быть композиционным фактором конечной группы с холло-
выми максимальными подгруппами. Однако для полного описания неабелевых
композиционных факторов конечной группы с холловыми максимальными под-
группами мы используем более общий подход, сформулированный в предложе-
нии 1.

Решение проблемы Монахова дает следующая

Теорема 1. Неабелевы композиционные факторы конечной группы, все
максимальные подгруппы которой холловы, исчерпываются группами PSL2(7)
∼= PSL3(2), PSL2(11) и PSL5(2).

2. Определения, обозначения
и вспомогательные результаты

Используемые терминология и обозначения в основном стандартны, их
можно найти в [21–25].

Наибольшая целая неотрицательная степень простого числа p, делящая на-
туральное число j, называется p-частью числа j и обозначается через jp.

Пусть q — натуральная степень простого нечетного числа p и G — одна из
конечных простых классических групп PSLn(q), PSUn(q), PSpn(q) для четного
n, P�n(q) для нечетного n и P�ε

n(q) для четного n, где ε ∈ {+,−}. Будем обо-
значать через V естественное векторное пространство размерности n над полем
F с определенной на нем соответствующей билинейной или квадратичной фор-
мой, ассоциированное с группой G, где F = Fq для линейных, симплектических
и ортогональных групп и F = Fq2 для унитарных групп.

Пусть G — конечная группа Шевалле с системой корней � над полем Fq,
где q = pl. Как известно, группа G обладает BN -парой, т. е. такими подгруп-
пами B и N , что B = NG(U), где U ∈ Sylp(G), H = B ∩N — абелева p′-группа,
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B = UH и H E N . Группа W = N/H изоморфна группе Вейля системы
корней � группы G и будет в дальнейшем отождествляться с этой группой.
Группа Вейля W порождается фундаментальными отражениями {wr1 , . . . , wrs}
[22, II, § 8]. Параболической подгруппой группы Вейля W называется подгруппа
WJ = 〈wr | wr ∈ J〉, где J ⊆ {wr1 , . . . , wrs}, или любая сопряженная с ней.
Параболической подгруппой группы G, отвечающей множеству корней J , на-
зывается подгруппа GJ = BNJB, где NJ — полный прообраз группы WJ в
N . Пусть G1 — скрученная группа Шевалле и G — группа Шевалле нормаль-
ного типа, которая используется для определения группы G1. Предположим,
что с группой G ассоциирована система корней �, диаграмма Дынкина которой
обладает симметрией порядка n ∈ {2, 3}, и G1 определяется с помощью авто-
морфизма порядка n группы G. Условимся считать, что тип системы корней
�1, ассоциированной с группой G1, определяется типом системы корней � и
числом n. Таким образом, условно считаем различными системы корней скру-
ченных групп, определяемых с помощью групп нормального типа с различными
системами корней.

Пусть M — множество всех последовательностей (x0, x1, . . . , xn, . . . ), где
xi ∈ {0, 1} для всех i и число ненулевых компонент конечно. Введем наM есте-
ственный частичный порядок ≥, считая 1 ≥ 0, а для u = (u0, u1, . . . , un, . . . ),
v = (v0, v1, . . . , vn, . . . ) из M полагая u ≥ v тогда и только тогда, когда ui ≥ vi
для всех i. Через ψ обозначим функцию, которая ставит в соответствие каж-
дому целому неотрицательному числу s последовательность (s0, s1, . . . , sk, . . . )
из M такую, что sksk−1 . . . s0 — запись числа s в двоичной системе счисления
и sn = 0 для всех n > k.

Обозначим через V класс конечных групп, в которых любая максимальная
подгруппа является холловой.

Лемма 1 [11, лемма 1]. Если H — π-холлова и A — нормальная подгруппы
группы G, то HA/A и H ∩ A — π-холловы подгруппы групп G/A и A соответ-
ственно.

Лемма 2 [4, лемма 4]. Класс V замкнут относительно взятия фактор-
групп.

Предложение 1. Пусть S — конечная простая неабелева группа, облада-
ющая подгруппой X такой, что

(1) класс сопряженности XS = {Xs | s ∈ S} является инвариантным отно-
сительно Aut(S);

(2) для любой подгруппы Z такой, что X ≤ Z < S, выполняется свойство:
порядок |Z| и индекс |S : Z| не взаимно просты.

Тогда группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой
группы из V.

Следствие 1. Пусть S — конечная простая неабелева группа, обладающая
максимальной подгруппой X такой, что

(1) класс сопряженности XS = {Xs | s ∈ S} является инвариантным отно-
сительно Aut(S);

(2) порядок |X| и индекс |S : X| не взаимно просты.
Тогда группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой

группы из X.
Доказательство предложения 1. Допустим, что заключение предло-

жения 1 неверно. Среди групп из V, обладающих композиционным фактором,
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изоморфным S, выберем группу G наименьшего возможного порядка.
Так как группа G имеет наименьший возможный порядок, с учетом лем-

мы 2 любая нормальная подгруппа группы G, не имеющая композиционных
факторов, изоморфных S, тривиальна.

Пусть A — минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда ввиду
[24, 8.2]

A = S1 × · · · × Sn,

где S1, . . . , Sn — сопряженные в G простые подгруппы. Так как S1, . . . , Sn сопря-
жены и A имеет композиционный фактор, изоморфный S (иначе A ≤ K = 1),
получаем, что Si ' S для любого i = 1, . . . , n. В частности, группа A неразреши-
ма и G действует сопряжениями транзитивно на множестве � = {S1, . . . , Sn}.
Допуская небольшую вольность, можно считать, что S — одна из групп Si.
Так как G действует транзитивно на �, имеем n = |G : NG(S)|. Зафиксируем
некоторую полную систему представителей g1, . . . , gn правых смежных клас-
сов группы G по подгруппе NG(S). Тогда подгруппы Sgi попарно различны
и, не уменьшая общности, можем считать, что Si = Sgi для всех i = 1, . . . , n.
Положим Xi = Xgi (см. условие) и Y = 〈X1, . . . , Xn〉. Покажем, что класс
сопряженности Y A = {Y a | a ∈ A} инвариантен относительно G. Пусть g ∈ G.
Требуется понять, что Y g = Y a для некоторого a ∈ A.

Из определения элементов g1, . . . , gn вытекает, что существуют подстановка
σ ∈ Symn и элементы x1, . . . , xn ∈ NG(S) такие, что gig = xigiσ для всех i =
1, . . . , n. Далее, так как xi ∈ NG(S), отображение γi, задаваемое правилом
s 7→ sxi для всех s ∈ S, является автоморфизмом группы S. Поскольку класс
XS инвариантен относительно группы Aut(S), для любого i = 1, . . . , n найдется
элемент ti ∈ S такой, что

Xxi = Xγi = Xti .

Обозначим через siσ элемент tgiσi ∈ Siσ. Положим также a = s1 . . . sn.
Далее, поскольку [Xi, Xj ] = 1 при i 6= j, для всех i = 1, . . . , n справедливо
равенство Xa

i = Xsi
i . Имеем

Y g =
〈
Xg

1 , . . . , X
g
n

〉
= 〈Xg1g, . . . , Xgng〉 = 〈Xx1g1σ , . . . , Xxngnσ 〉

= 〈Xt1g1σ , . . . , Xtngnσ 〉 = 〈(X1σ)g
−1
1σ t1g1σ , . . . , (Xnσ)g

−1
nσ tngnσ 〉

=
〈
Xs1σ

1σ , . . . , Xsnσ
nσ

〉
=

〈
Xa

1σ, . . . , X
a
nσ

〉
=

〈
Xa

1 , . . . , X
a
n

〉
= Y a.

Итак, мы доказали, что Y G = Y A. Ввиду аргумента Фраттини [24, пред-
ложение 6.3] G = ANG(Y ). Пусть M — максимальная подгруппа группы G,
содержащая NG(Y ). Тогда G = AM . Отсюда следует, что A 6≤ M . В частно-
сти, найдется подгруппа Si, 1 ≤ i ≤ n, такая, что Si 6≤ M . Ввиду того, что
Xi ≤ Y ≤ M , имеем Xi ≤ Zi = Si ∩M < Si. Далее, так как G ∈ V и M мак-
симальна в G, подгруппа M холлова в G. Ввиду субнормальности подгруппы
Si в G и с учетом леммы 1 заключаем, что Zi — холлова подгруппа группы Si.
Но тогда в S есть холлова собственная подгруппа Z, содержащая X, вопреки
выбору S и X; противоречие. �

3. Доказательство теоремы 1

Предложение 2. Пусть S изоморфна одной из 26 спорадических групп.
Тогда группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой
группы из V.
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Доказательство. Ввиду [26] в любой спорадической группе S есть макси-
мальная подгруппа X четного порядка и четного индекса, класс сопряженности
которой инвариантен относительно Aut(S). Значит, с учетом следствия 1 груп-
па S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из
V. �

Предложение 3. Пусть S ∼= An при n ≥ 5. Тогда группа S не изоморфна
никакому композиционному фактору никакой группы из V.

Доказательство. Ввиду [26] группа A6 обладает не холловой максималь-
ной подгруппой, которая имеет форму 32 : 4 и класс сопряженности кото-
рой инвариантен относительно Aut(A6). Поэтому можно считать, что n 6= 6.
Тогда Aut(An) ∼= Sn. Допуская небольшую вольность, будем считать, что
Aut(An) = Sn. Ввиду [27] подгруппа X = K ∩ An, где K ∼= Sm × Sn−m,
является максимальной подгруппой в An при m 6= n/2. Заметим, что класс
сопряженности X инвариантен относительно Aut(S). Действительно, зафикси-
руем нечетную подстановку g ∈ Sn. Не ограничивая общности, будем считать,
что m ≥ n − m. Тогда существует цикл (i, j) ∈ Sm × 1 ≤ K ⊆ NSn(K) \ An.
Поэтому

Xg = Kg ∩An = (Sm × Sn−m)g ∩An = ((Sm × Sn−m)(i,j))g ∩An

= (Sm × Sn−m)(i,j)g ∩An = K(i,j)g ∩An = X(i,j)g.

Элемент (i, j)g является четной подстановкой.
Докажем, что для любого числа n ≥ 5 число m можно выбрать таким

образом, чтобы подгруппа X была максимальной в An, при этом порядок и ин-
декс подгруппы X в An были не взаимно просты. Ввиду [26] можно считать,
что n ≥ 17. Поскольку An E Sn, произведение подгрупп An ·K является под-
группой в Sn, строго содержащей максимальную в Sn подгруппу K. Поэтому
An ·K = Sn, откуда по соответствующей теореме о гомоморфизме получаем, что
|X| = |K|/2 и |An : X| = |Sn : K|. Поскольку предполагалось, что m ≥ n −m,
имеем m ≥ 3, следовательно, 6 делит |X|.

Ввиду основного результата [28] индекс |An : X| нечетен тогда и только
тогда, когда ψ(n) ≥ ψ(m). Если n 6= 2w − 1 ни для какого натурального числа
w, то m можно выбрать таким образом, что ψ(n) 6≥ ψ(m) и m 6= n/2. Тогда
индекс |An : X| четен.

Если найдется натуральное число w такое, что n = 2w−1, причем w ≥ 3, то
либо n ≡ 0 (mod 3), либо n ≡ 1 (mod 3). Положим n−m = 5. Тогда m 6= n/2 и

|An : X| = |Sn : K| = n · (n− 1) · (n− 2) · (n− 3) · (n− 4)
2 · 3 · 4 · 5

.

Если n ≡ 0 (mod 3), то числа n и n − 3 делятся на 3. Если n ≡ 1 (mod 3), то
числа n−1 и n−4 делятся на 3. Следовательно, и индекс |An : X| делится на 3.

Таким образом, подгруппа X является не холловой максимальной подгруп-
пой в S такой, что класс сопряженности X инвариантен относительно Aut(S).
Значит, ввиду следствия 1 группа S не изоморфна никакому композиционному
фактору никакой группы из V. �

Предложение 4. Пусть S = PSLn(q), где q = pl нечетно, n ≥ 2 и (n, q) 6=
(2, 3). Тогда если группа S изоморфна некоторому композиционному фактору
некоторой группы из V, то S ∈ {PSL2(7), PSL2(11)}.

Доказательство. Пусть n = 2 и q ≡ 1 (mod 4). Если q 6= 9, то вви-
ду [29] в группе S есть максимальная подгруппа X из класса Ашбахера C3,
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имеющая композиционное строение q+2
2 .2, класс сопряженности которой инва-

риантен относительно Aut(S) [25, табл. 3.5.A]. Порядок подгруппы X четен.
Ввиду [30, теорема 1] индекс |S : X| четен. Значит, в силу следствия 1 группа S
не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V. Если
q = 9, то по [26] PSL2(9) ∼= A6, поэтому по предложению 3 группа PSL2(9) не
изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V

Пусть n = 2 и q ≡ 3 (mod 4). Если q 6∈ {7, 11}, то ввиду [29] подгруппа X из
класса Ашбахера C2 группы S — стабилизатор в S разложения V = V1⊕V2 в пря-
мую сумму одномерных подпространств Vi, является максимальной подгруппой
в S из класса Ашбахера C2, имеющей композиционное строение q−1

2 .2. Класс
сопряженности X инвариантен относительно Aut(S) [25, табл. 3.5.A]. Ввиду [30,
теорема 7] индекс |S : X| четен. Порядок подгруппы X также четен. Значит,
с учетом следствия 1 группа S не изоморфна никакому композиционному фак-
тору никакой группы из V. Если q ∈ {7, 11}, то ввиду [26] все максимальные
подгруппы группы PSL2(q) холловы.

Пусть n = 3 и 3 не делит q−1, тогда в силу [31, 32] подгруппа X ∼= PSO3(q)
является максимальной подгруппой в S из класса Ашбахера C8. Нетрудно по-
нять, что порядок X четен. По [25, табл. 3.5.A, предложение 4.8.4] класс со-
пряженности X инвариантен относительно Aut(S). Из [33] следует, что индекс
|S : X| четен. Значит, ввиду следствия 1 группа S не изоморфна никакому
композиционному фактору никакой группы из V.

Пусть n = 3 и 3 делит q−1. Тогда по [31, 32] в S есть максимальная подгруп-
па X из класса Ашбахера C3, имеющая композиционное строение q3−1

3(q−1) .3, класс
сопряженности которой инвариантен относительно Aut(S) ввиду [25, табл. 3.5.A,
предложение 4.3.6]. Нетрудно понять, что 3 делит порядок X. Вычислим ин-
декс

|S : X| = (q2 − 1)(q − 1)2

3
.

Поскольку 9 делит (q2 − 1)(q − 1)2, получаем, что 3 делит |S : X|. Значит,
ввиду следствия 1 группа S не изоморфна никакому композиционному фактору
никакой группы из V.

Пусть n > 3.
Если n четно, рассмотрим подгруппу X из класса Ашбахера C1 группы S —

стабилизатор в S подпространства V1, где dimV1 = n/2. Ввиду [25, табл. 3.5.A]
это параболическая максимальная подгруппа в S, класс сопряженности которой
инвариантен относительно Aut(S) вследствие [25, предложение 4.1.17]. В силу
[21, теорема 10.2] подгруппа X не холлова в S. Значит, с учетом следствия 1
группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы
из V.

Если n нечетно, рассмотрим подгруппу X из класса Ашбахера C1 группы
S — стабилизатор в S пары подпространств 0 = V0 < V1 < V2 < V3 = V , где
dimV1 = 2, dimV2 = n−2. Это параболическая подгруппа в S, класс сопряжен-
ности которой инвариантен относительно Aut(S) по [25, табл. 3.5.A, предложе-
ние 4.1.22]. Собственные надгруппы X — стабилизатор Y1 в S подпространства
V1 и стабилизатор Y2 в S подпространства V2. Ввиду [21, теорема 10.2] под-
группы X, Y1 и Y2 не холловы в S. Значит, ввиду предложения 1 группа S не
изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V. �

Предложение 5. Пусть S = PSLn(q), где q = 2w для некоторого на-
турального числа w, n ≥ 2 и (n, q) 6= (2, 2). Тогда если группа S изоморф-
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на некоторому композиционному фактору некоторой группы из V, то S ∈
{PSL3(2), PSL5(2)}.

Доказательство. Пусть S ∼= PSL2(2w). Ввиду [26] PSL2(4) ∼= PSL2(5),
поэтому с учетом предложения 4 группа PSL2(4) не изоморфна никакому ком-
позиционному фактору никакой группы из V. В силу [29] при w > 2 под-
группа X из класса Ашбахера C2 группы S — стабилизатор в S разложения
V = V1 ⊕ V2 в прямую сумму одномерных подпространств Vi, является макси-
мальной подгруппой в S, имеющей по [25, предложение 4.2.9] композиционное
строение [q − 1].2. Нетрудно понять, что порядок |X| четен. Ввиду [33, 34]
индекс в |S : X| также четен. Из [25, табл. 3.5.A] следует, что класс сопряжен-
ности X инвариантен относительно Aut(S). Значит, по следствию 1 группа S
не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V.

Пусть n ∈ {3, 5}. Ввиду [26] все максимальные подгруппы групп PSL3(2) ∼=
PSL2(7) и PSL5(2) холловы.

Если (q − 1, n) > 1, то рассмотрим подгруппу X из класса Ашбахера C1
группы S — стабилизатор в S пары подпространств 0 = V0 < V1 < V2 < V3 = V ,
где dimV1 = 1, dimV2 = n − 1. Это параболическая подгруппа в S, класс со-
пряженности которой инвариантен относительно Aut(S) ввиду [25, табл. 3.5.A,
предложение 4.1.22]. Собственные надгруппы X — стабилизатор Y1 в S подпро-
странства V1 и стабилизатор Y2 в S подпространства V2. Ввиду [21, теоремы
11.2, 12.2] подгруппы X, Y1 и Y2 не холловы в S. Значит, по предложению 1
группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы
из V.

Если w > 1 и (q−1, n) = 1, то рассмотрим подгруппу X из класса Ашбахера
C5 группы S — централизатор полевого автоморфизма α простого порядка.
Ввиду [25, табл. 3.5.A, предложение 4.5.3] из условия (q − 1, n) = 1 следует,
что класс сопряженности X в S инвариантен относительно Aut(S). Из [23, 7.8]
вытекает, что X — максимальная подгруппа в G. Ввиду [25, предложение 4.5.3]
X ∼= PGLn(q1/|α|), поэтому порядок |X| четен. Из [33, 34] следует, что индекс
|S : X| также четен. Значит, по следствию 1 группа S не изоморфна никакому
композиционному фактору никакой группы из V.

Пусть n = 4. Поскольку PSL4(2) ∼= A8, группа PSL4(2) не изоморфна ни-
какому композиционному фактору никакой группы из V ввиду предложения 3.
При w > 1 рассмотрим подгруппу X из класса Ашбахера C1 группы S — ста-
билизатор в S пары подпространств 0 = V0 < V1 < V2 < V3 = V , где dimV1 = 1,
dimV2 = 3. Это параболическая подгруппа в S, класс сопряженности которой
инвариантен относительно Aut(S) ввиду [25, табл. 3.5.A, предложение 4.1.22].
Собственные надгруппы X — стабилизатор Y1 в S подпространства V1 и стаби-
лизатор Y2 в S подпространства V2. Согласно [21, теоремы 11.2, 12.2] подгруппы
X, Y1 и Y2 не холловы в S. Значит, по предложению 1 группа S не изоморфна
никакому композиционному фактору никакой группы из V.

Пусть теперь n ≥ 6.
Рассмотрим подгруппу X из класса Ашбахера C1 группы S — стабилиза-

тор в S пары подпространств 0 = V0 < V1 < V2 < V3 = V , где dimV1 = 2,
dimV2 = n − 2. Это параболическая подгруппа в S, класс сопряженности
которой инвариантен относительно Aut(S) ввиду [25, табл. 3.5.A, предложе-
ние 4.1.22]. Собственные надгруппы X — стабилизатор Y1 в S подпространства
V1 и стабилизатор Y2 в S подпространства V2. Ввиду [21, теоремы 11.2, 12.2]
подгруппы X, Y1 и Y2 не холловы в S. Значит, по предложению 1 группа S не
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изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V. �

Предложение 6. Пусть S = PSUn(q), где q = pl, n ≥ 3 и (n, q) 6= (3, 2).
Тогда группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой
группы из V.

Доказательство. Рассмотрим подгруппуX из класса Ашбахера C1 груп-
пы S — стабилизатор в S вполне изотропного подпространства U размерности 1
из V . Ввиду [23, § 2] X является параболической максимальной подгруппой S,
отличной от подгруппы Бореля. Из [25, табл. 3.5.В, предложение 4.1.18] сле-
дует, что класс сопряженности X инвариантен относительно Aut(S). По [21,
теорема 5.2] подгруппа X не холлова в S. Значит, ввиду следствия 1 группа S
не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V. �

Предложение 7. Пусть S = PSp2n(q), где q = pw, n ≥ 2 и (n, q) 6= (2, 2).
Тогда группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой
группы из V.

Доказательство. Если (n, p) 6= (2, 2), рассмотрим подгруппу X из клас-
са Ашбахера C1 группы S — стабилизатор в S вполне изотропного подпро-
странства U размерности 1 из V . Ввиду [23, § 2] X является параболической
максимальной подгруппой S, отличной от подгруппы Бореля. Ввиду [25, теоре-
ма 2.1.4, табл. 3.5.С, предложение 4.1.19] класс сопряженности X инвариантен
относительно Aut(S). Группа PSpn(q) в лиевской интерпретации имеет систе-
му корней типа Cn, поэтому по [21, теорема 5.2] подгруппа X не холлова в S.
Значит, ввиду следствия 1 группа S не изоморфна никакому композиционному
фактору никакой группы из V.

Пусть S = PSp4(q), q = 2w и w = rv ≥ 2, где r — некоторый простой
делитель w. Рассмотрим подгруппу X из класса Ашбахера C5 группы S — цен-
трализатор полевого автоморфизма α простого порядка r. Из [23, 7.8] следует,
что X — максимальная подгруппа в G. Докажем, что класс сопряженности
этой подгруппы инвариантен относительно Aut(S).

Считаем, что S = C4(q), где q — степень двойки, и что X — централизатор
полевого автоморфизма простого порядка в S. В соответствии с [35, теорема
12.5.1] любой автоморфизм θ группы G представляется в виде θ = idgf , где
i — внутренний, d — диагональный, f — канонический полевой и g — канониче-
ский графовый автоморфизмы группы S, где под каноническими понимаются
автоморфизмы, определенные в [35, гл. 12] с помощью действия на стандарт-
ных образующих элементах. Так как в рассматриваемом случае (2, q − 1) = 1,
группа внутренне-диагональных элементов совпадает с группой внутренних ав-
томорфизмов Inn(S), которую будем отождествлять с S. Поэтому можно счи-
тать, что Aut(S) = 〈S,�, � 〉, где � и � — канонические группы полевых и гра-
фовых автоморфизмов соответственно. Согласно [36, теорема 2.5.12] группа
〈�, � 〉 является прямым произведением циклических подгрупп � и � . Кроме
того, можно считать, что X = CS(f) для некоторого элемента f ∈ � про-
стого порядка. Так как �, � ≤ CAut(S)(f), имеем Aut(S) = SCAut(S)(f). По-
скольку группа X = S ∩CAut(S)(f) инвариантна относительно CAut(S)(f), класс
сопряженности подгруппы X в S инвариантен относительно действия группы
SCAut(S)(f) = Aut(S).

Ввиду [25, предложение 4.5.4] X ∼= PSp4(q1/r), поэтому порядок |X| четен.
Из [33, 34] следует, что индекс |S : X| также четен. Значит, ввиду следствия 1
группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы
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из V. �

Предложение 8. Пусть S = P�2n+1(q), где q = pl нечетно и n ≥ 3. Тогда
группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы
из V.

Доказательство. Рассмотрим подгруппуX из класса Ашбахера C1 груп-
пы S — стабилизатор в S вполне вполне сингулярного подпространства U раз-
мерности 1 из V . Ввиду [23, § 2] X является параболической максимальной
подгруппой S, отличной от подгруппы Бореля. Из [25, табл. 3.5.D, предло-
жение 4.1.20] следует, что класс сопряженности X инвариантен относительно
Aut(S). Группа P�n(q) в лиевской интерпретации имеет систему корней типа
Bn, поэтому по [21, теорема 5.2] подгруппа Х не холлова в S. Значит, вви-
ду следствия 1 группа S не изоморфна никакому композиционному фактору
никакой группы из V. �

Предложение 9. Пусть S = P�+
2n(q), где q = pl и n ≥ 4. Тогда группа S

не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V.
Доказательство. Группа P�+

2n(q) в лиевской интерпретации имеет си-
стему корней типа Dn.

rr1 rr2 rrl−3 r rl−2

rrl−1

rrl
· · · �

��

@
@@

Рис. 1. Диаграмма Дынкина
корневой системы типа Dl.

Рассмотрим параболическую максимальную
подгруппу X = GJ , где J = {r1, r3, . . . , rl}
(рис. 1), класс сопряженности которой инвари-
антен относительно Aut(S) [22, III]. Подгруппа
X отлична от подгруппы Бореля группы S. По
[21, теоремы 5.2, 6.3] подгруппа X не холлова
в S. Значит, ввиду следствия 1 группа S не
изоморфна никакому композиционному факто-
ру никакой группы из V. �

Предложение 10. Пусть S = P�−
2n(q), где q = pl и n ≥ 4. Тогда группа

S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V.
Доказательство. Группа P�−

2n(q) в лиевской интерпретации имеет си-
стему корней типа 2Dn.

Рассмотрим в S параболическую максимальную подгруппу X = GJ , где
J =

{
r11, r

1
3, . . . , r

1
l

}
(рис. 2), класс сопряженности которой инвариантен относи-

тельно Aut(S) [22, III]. Подгруппа X отлична от подгруппы Бореля группы S.
По [21, теоремы 5.2, 8.3] подгруппа X не холлова в S. Значит, ввиду следствия
1 группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы
из V. �
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Рис. 2. Диаграмма Дынкина корневой системы типа 2Dl.
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Предложение 11. Пусть S ∈ {E8(q), E7(q),2E6(q2),3D4(q3),2 F4(22n+1),
2G2(32n+1)}. Тогда группа S не изоморфна никакому композиционному факто-
ру никакой группы из V.

Доказательство. Рассмотрим в S произвольную параболическую мак-
симальную подгруппу X. Класс сопряженности X инвариантен относительно
Aut(S) [22, III]. Подгруппа X отлична от подгруппы Бореля группы S. По [21,
теорема 5.2] подгруппа X не холлова в S. Значит, ввиду следствия 1 группа S
не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V. �

Предложение 12. Пусть S = E6(q). Тогда группа S не изоморфна ника-
кому композиционному фактору никакой группы из V.r r r r r

r
r1 r3 r4 r5 r6

r2

Рис. 3. Диаграмма Дынкина
корневой системы типа E6.

Доказательство. Рассмотрим в S парабо-
лическую максимальную подгруппу X = GJ , где
J = {r1, r3, r4, r5, r6} (рис. 3), класс сопряжен-
ности которой инвариантен относительно Aut(S)
[22, III]. Подгруппа X отлична от подгруппы Бо-
реля группы S. По [21, теорема 7.2] подгруппа

X не холлова в S. Значит, ввиду следствия 1 группа S не изоморфна никакому
композиционному фактору никакой группы из V. �

Предложение 13. Пусть S = F4(q). Тогда группа S не изоморфна ника-
кому композиционному фактору никакой группы из V.

s s s sr1 r2 r3 r4

Рис. 4. Диаграмма Дынкина
корневой системы типа F4.

Доказательство. Рассмотрим в S пара-
болическую подгруппу X = GJ , где J = {r2, r3}
(рис. 4), класс сопряженности которой инвари-
антен относительно Aut(S) [22, III]. Подгруппа
X отлична от подгруппы Бореля группы S. Соб-
ственные надгруппы X — параболические мак-

симальные в S подгруппы X1 = GJ1 , где J1 = {r1, r2, r3} и X2 = GJ2 , J2 =
{r2, r3, r4}. Ввиду [21, теоремы 5.2, 12.2] подгруппы X, X1 и X2 не холловы в
S. Значит, в силу предложения 1 группа S не изоморфна никакому композици-
онному фактору никакой группы из V. �

Предложение 14. Пусть S = G2(q). Тогда группа S не изоморфна ника-
кому композиционному фактору никакой группы из V.

Доказательство. Рассмотрим в S подгруппу Бореля X, класс сопряжен-
ности которой инвариантен относительно Aut(S), а порядок |X| делится на 2 и
на 3 [22, III]. Собственные надгруппы X — параболические максимальные в S
подгруппы X1 = GJ1 , где J1 = {r1} и X2 = GJ2 , J2 = {r2}. Ввиду [21, теоремы
4.2, 5.2] подгруппы X, X1 и X2 не холловы в S. Значит, в силу предложения 1
группа S не изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы
из V. �

Предложение 15. Пусть S = 2B2(2w), где q > 2. Тогда группа S не
изоморфна никакому композиционному фактору никакой группы из V.

Доказательство. Все максимальные подгруппы группы 2B2(2w) извест-
ны [37].

В каждой строке табл. 1 подгруппы образуют один класс сопряженности в S
[37], за исключением последней строки, где один класс сопряженности образуют
подгруппы одного порядка.
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Таблица 1

Структура T |T | Примечания |T |2
[q2].(q − 1) q2(q − 1) Параболическая q2

D2(q−1) 2(q − 1) 2

[q2 + (2q)1/2 + 1].4 4(q2 + (2q)1/2 + 1) 4
[q2 − (2q)1/2 + 1].4 2q2(q2 − 1)2 22w+1

2B2(q0) q20(q0 − 1)(q20 + 1) q = qr0 , q0 ≥ 8, r – простое q20

Рассмотрим подгруппу X ∼= D2(q−1). Из табл. 1 видно, что 2-часть под-
группы X в S не совпадает с 2-частью подгруппы из любого другого класса
сопряженности в S. Поэтому класс сопряженности X в S инвариантен относи-
тельно Aut(S). Из табл. 1 следует, что порядок |X| четен, а из [33, 34] — что
индекс |S : X| также четен. Значит, ввиду следствия 1 группа S не изоморфна
никакому композиционному фактору никакой группы из V. �

Доказательство теоремы 1 следует из предложений 2–15 и классифика-
ции конечных простых групп.

Автор благодарит В. С. Монахова за постановку задачи, Д. О. Ревина и
А. С. Кондратьева за ценные замечания, послужившие ее решению.
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