
Сибирский математический журнал
Сентябрь—октябрь, 2012. Том 53, № 5

УДК 512.56

НЕЯВНО ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ

УНИВЕРСАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ
А. Г. Пинус

Аннотация. Понятие неявной операции на псевдомногообразиях полугрупп вос-
ходит к [1]. В ряде работ автора [2–5] это понятие обобщено на иные классы алгебр
и установлена связь этих операций с позитивно-условно термальными функциями
в случае равномерной локальной конечности алгебр рассматриваемого класса. В
настоящей работе предложено понятие неявной операции для любой (не обязатель-
но локально конечной) универсальной алгебры, устанавливается связь этих опе-
раций с бесконечными аналогами позитивно-условных термов и взаимосвязь их с
∞-квазитождествами, возникающими в алгебраической геометрии универсальных
алгебр. Рассмотрены также условия неявной эквивалентности алгебр решеткам,
полурешеткам и булевым алгебрам.
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1. Общие свойства неявной эквивалентности

Напомним, что если K — некоторый класс универсальных алгебр сигна-
туры σ, замкнутый относительно подалгебр, то неявной операцией f на классе
K называется система функций fA, определенных на основных множествах A
алгебр A = 〈A;σ〉 из класса K , коммутирующих с любыми гомоморфизмами
одних K -алгебр в другие, т. е. таких, что для любых A,B ∈ K , любого гомо-
морфизма ϕ алгебры A в B и любых a1, . . . , an ∈ A

ϕ(fA(a1, . . . , an)) = fB(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)).

В силу замкнутостиK относительно подалгебр для любой A ∈ K и любых
a1, . . . , an ∈ A имеет место включение

fA(a1, . . . , an) ∈ 〈a1, . . . , an〉A.

Здесь и далее 〈a1, . . . , an〉A — подалгебра алгебры A, порожденная множеством
{a1, . . . , an}.

Для любой универсальной алгебры A = 〈A;σ〉 под неявной операцией на
алгебре A будем понимать функцию f , определенную на множестве A и та-
кую, что ограничение f до подалгебр алгебры A является неявной операцией
на классе SA, состоящем из подалгебр алгебры A. Таким образом, функция f
на множестве A является неявной операцией на алгебре A = 〈A;σ〉, если для
любых a1, . . . , an ∈ A имеет место включение

f(a1, . . . , an) ∈ 〈a1, . . . , an〉A
и для любого гомоморфизма ϕ подалгебры B алгебры A на подалгебру L ал-
гебры A (внутреннего гомоморфизма алгебры A) при любых a1, . . . , an ∈ A

ϕ(f(a1, . . . , an)) = f(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)).
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Через IhmA обозначим далее полугруппу всех внутренних гомоморфиз-
мов алгебры A с традиционно определенной операцией суперпозиции частичных
отображений на множестве.

Тем самым неявная операция f на алгебре A = 〈A;σ〉 — это функция,
определенная на множестве A, относительно которой замкнуты подалгебры ал-
гебры A и которая коммутирует с любым внутренним гомоморфизмом A. Через
IO(A) обозначим совокупность всех неявных операций на алгебре A.

Для любых a1, . . . , an ∈ A через ā обозначим кортеж 〈a1, . . . , an〉, а через
D+
ā (x1, . . . , xn) — позитивную часть диаграммы алгебры 〈a1, . . . , an〉A такую,

что
〈a1, . . . , an〉A |= D+

ā (a1, . . . , an).

Если при этом сигнатура A конечна и конечна алгебра 〈a1, . . . , an〉A, то под
D+
ā (x1, . . . , xn) будем понимать некоторую конечную часть T (x1, . . . , xn) диа-

граммы D+
ā (x1, . . . , xn) такую, что

A |= ∀x1, . . . , xn
(
T (x1, . . . , xn) → D+

ā (x1, . . . , xn)
)
.

Через &D+
ā (x1, . . . , xn) обозначим конъюнкцию (возможно, бесконечную)

формул, входящих в D+
ā (x1, . . . , xn). Тем самым для любой алгебры B = 〈B;σ〉

и любых ее элементов b1, . . . , bn

B |= &D+
ā (b1, . . . , bn)

тогда и только тогда, когда отображение ϕ : ai → bi (i = 1, . . . , n) продолжимо
до гомоморфизма алгебры 〈a1, . . . , an〉A в алгебру B.

Пусть f ∈ IO(A). Так как f(a1, . . . , an) ∈ 〈a1, . . . , an〉A для a1, . . . , an ∈ A,
найдется терм t(x1, . . . , xn) сигнатуры σ такой, что f(a1, . . . , an) = t(a1, . . . , an).

Пусть TnA — совокупность типов изоморфизма алгебр 〈〈a1, . . . , an〉A, a1, . . . ,
an〉 (алгебр 〈a1, . . . , an〉A сигнатуры σ, обогащенных константами a1, . . . , an) для
любых a1, . . . , an ∈ A.

Напомним, что алгебра A называется равномерно локально конечной, если
существует функция g : ω → ω такая, что для любого натурального n и любых
a1, . . . , an ∈ A мощность подалгебры 〈a1, . . . , an〉A не превышает числа g(n).
В случае конечности сигнатуры и равномерной локальной конечности алгебры
A для любого n ∈ ω совокупность TnA конечна.

Под ∞-позитивно-условным термом tϕ(x1, . . . , xn) для алгебры A будем
далее понимать схему

tϕ(x1, . . . , xn) = &
〈〈ā〉A,ā〉∈TnA

(
&D+

ā (x1, . . . , xn) → ϕ(〈〈ā〉A, ā〉)(x1, . . . , xn)
)
,

где ϕ — произвольное отображение множества TnA в совокупность Trnσ тер-
мов сигнатуры σ от переменных x1, . . . , xn, если при этом для любых 〈〈ā〉A, ā〉,
〈〈b̄〉A, b̄〉 ∈ TnA имеет место

A |= &D+
ā (b1, . . . , bn) → ϕ(〈〈ā〉A, ā〉)(b1, . . . , bn) = ϕ(〈〈b̄〉A, b̄〉)(b1, . . . , bn). (∗)

Напомним, что ∞-квазитождеством (см., к примеру, [6, 7]) называется
любая формула вида

∀x1, . . . , xn
(

&
i∈I

t1i (x1, . . . , xn) = t2i (x1, . . . , xn) → p(x1, . . . , xn) = q(x1, . . . , xn)
)
,

где ti1, ti2, p, q — термы сигнатуры σ.
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Тем самым условие (∗) соответствует истинности на алгебре A-квазитож-
дества

∀x̄
(
&D+

ā (x̄)& &D+
b̄

(x̄) → ϕ(〈〈ā〉A, ā〉)(x̄) = ϕ(〈〈b̄〉A, b̄〉)(x̄)
)
.

Любой ∞-позитивно-условный терм tϕ(x1, . . . , xn) для алгебры A = 〈A;σ〉
естественным образом определяет на множестве A n-местную ∞-позитивно-
условно термальную функцию tAϕ(x1, . . . , xn): для любых a1, . . . , an ∈ A если
A |= &D+

b̄
(a1, . . . , an), то

tϕ(a1, . . . , an) = ϕ(〈〈b̄〉A, b̄〉)(a1, . . . , an).

Очевидным образом любая ∞-позитивно-условно термальная функция для
алгебры A является неявной операцией на A. Очевидно и обратное: любая неяв-
ная операция на алгебре A является ∞-позитивно-условно термальной функци-
ей для A.

Заметим, что в случае равномерно локально конечной алгебры A конечной
сигнатуры σ ∞-позитивно-условно термальные функции для A суть позитивно-
условно термальные для A в смысле ряда предыдущих работ автора (см., к
примеру, [4]).

Очевидно, что одна и та же неявная операция на A может определяться
отличными друг от друга ∞-позитивно-условными термами для алгебры A.
При этом два ∞-позитивно-условных для алгебры A терма tϕ(x1, . . . , xn) и
tψ(x1, . . . , xn) определяют на A одну и ту же неявную операцию тогда и только
тогда, когда на A истинны ∞-квазитождества

∀x̄
(
&D+

ā (x̄)&&D+
b̄

(x̄) → ϕ(〈〈ā〉A, ā〉)(x̄) = ψ(〈〈b̄〉A, b̄〉)(x̄)
)

для любых 〈〈ā〉A, ā〉, 〈〈b̄〉A, b̄〉 ∈ TnA .
Две σ-алгебры A = 〈A;σ〉, B = 〈B;σ〉 назовем синтаксически неявно экви-

валентными, если любой ∞-позитивно-условный терм для алгебры A является
таковым и для алгебры B, и обратно. Кроме того, два ∞-позитивно-условных
для алгебры A терма определяют на A одну и ту же неявную операцию тогда
и только тогда, когда они определяют одну и ту же неявную операцию и на
алгебре B.

Таким образом, совпадение ∞-квазиэквациональных теорий алгебр A и B
(на A и B истинны одни и те же ∞-квазитождества) влечет их синтаксически
неявную эквивалентность.

Имеет место следующий критерий синтаксически неявной эквивалентности
универсальных алгебр.

Утверждение 1. Следующие условия для алгебр A = 〈A;σ〉, B = 〈B;σ〉
равносильны:

(а) алгебры A, B синтаксически неявно эквивалентны,
(б) ∞-квазиэквациональные теории алгебр A и B совпадают.
Доказательство. Выше замечено, что (б) влечет (а). Докажем обратное.
Пусть алгебры A и B синтаксически неявно эквивалентны. Пусть

∀x̄
(

&
i∈I

t1i (x̄) = t2i (x̄) → p(x̄) = q(x̄)
)
, (∗∗)

где x̄ = 〈x1, . . . , xn〉, — некоторое ∞-квазитождество сигнатуры σ, истинное на
алгебре A. Через Kn

A обозначим совокупность типов изоморфизма тех алгебр
〈〈a1, . . . , an〉A, a1, . . . , an〉 из TnA , что

A |= &
i∈I

t1i (ā) = t2i (ā).
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Рассмотрим отображения ϕ1 и ϕ2 множества TnA в TrnA такие, что ϕ1
(
Kn

A

)
=

{p(x̄)}, ϕ1
(
TnA \Kn

A

)
= {q(x̄)} и ϕ2 такое, что ϕ2

(
TnA

)
= {q(x̄)}. В силу истинно-

сти на алгебре A ∞-квазитождества (∗∗) схема tϕ1(x1, . . . , xn) определяет на A,
а значит, ввиду предположения (а) и на B, ∞-позитивно-условный терм. При
этом на A имеет место совпадение ∞-позитивно-условно термальных функций
tAϕ1

и tAϕ2
и соответственно неявных операций, определенных этими термами. Но

тогда в силу предположения (а) совпадают и неявные операции, определяемые
на алгебре B функциями tBϕ1

и tBϕ2
, что означает истинность на B квазитожде-

ства (∗∗).
Симметричным образом истинность на B квазитождества (∗∗) влечет ис-

тинность его и на A. Тем самым импликация (а) → (б) доказана.

В [6, 9, 10] доказано, что совпадения∞-квазиэквациональных теорий алгебр
равносильно геометрической эквивалентности этих алгебр, а последняя — тому,
что любая конечно порожденная подалгебра одной из этих алгебр изоморфно
вложима в некоторую прямую степень другой. Тем самым имеет место

Следствие 1. Для алгебр A = 〈A;σ〉, B = 〈B;σ〉 равносильны утвержде-
ния:

(а) алгебры A, B синтаксически неявно эквивалентны,
(б) ∞-квазиэквациональные теории алгебр A и B совпадают,
(в) алгебры A и B геометрически эквивалентны,
(г) любая конечно порожденная подалгебра алгебры A изоморфно вложима

в некоторую прямую степень алгебры B, и наоборот.
Как замечено выше, в случае равномерной локальной конечности алгебр A

и B и конечности сигнатуры σ условие (б) может быть заменено следующим:
(б′) квазиэквациональные теории алгебр A и B совпадают.
В силу следствия 1 синтаксически неявно эквивалентными друг другу бу-

дут любые две неодноэлементные булевы алгебры (дистрибутивные решетки),
а ввиду известного результата Б. И. Плоткина [9] о геометрической эквивалент-
ности нильпотентных групп две нильпотентные группы синтаксически неявно
эквивалентны тогда и только тогда, когда они порождают одно и то же ква-
зимногообразие. Аналогично любые две локально конечные алгебры конечной
сигнатуры неявно эквивалентны тогда и только тогда, когда они порождают
одно и то же квазимногообразие. Другие примеры геометрически эквивалент-
ных (а следовательно, и синтаксически неявно эквивалентных) алгебр можно
найти в [10, 11].

Следствие 2. Для любой универсальной алгебры A = 〈A;σ〉 не более чем
счетной сигнатуры и для любого кардинала k > 2ℵ0 существует универсальная
алгебра Ak мощности k, синтаксически неявно эквивалентная алгебре A.

Утверждение следствия вытекает из утверждения следствия 1 и соответ-
ствующего утверждения о геометрически эквивалентных алгебрах (см., к при-
меру, [6]).

Ограничение k > 2ℵ0 существенно.
Отметим, что поскольку внутренние гомоморфизмы алгебры A = 〈A;σ〉 и

любого ее обогащения A′ = 〈A;σ′〉 с помощью ее же неявных операций совпа-
дают, то совпадают и неявные операции алгебр A и A′.

Напомним, что биекция ϕ множества A на множество B сопрягает частич-
ные функции f и g, определенные соответственно на множествах A и B, если

g(x1, . . . , xn) = ϕ(f(ϕ−1(x1), . . . , ϕ−1(xn))).
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По аналогии с рациональной и условно рациональной эквивалентностью
алгебр (см., к примеру, [8, 11, 13–15]) введем понятие неявной эквивалентности
универсальных алгебр. Алгебры A = 〈A;σ1〉 и B = 〈B;σ2〉 неявно эквивалент-
ны, если существует биекция ϕ множества A на множество B, сопрягающая
сигнатурные функции алгебры A с некоторыми неявными операциями на ал-
гебре B, и обратно. Иначе говоря, в силу отмеченного выше алгебры A и B
неявно эквивалентны, если существует биекция ϕ, сопрягающая совокупности
неявных операций IO(A) и IO(B) этих алгебр.

Ввиду указанной выше взаимосвязи неявных операций и ∞-позитивно-ус-
ловно термальных функций алгебры A и B неявно эквивалентны тогда и толь-
ко тогда, когда сигнатурные функции одной из них сопряжены с некоторыми
∞-позитивно-условно термальными функциями другой, и наоборот.

В качестве примеров неявно эквивалентных алгебр укажем, в частности, на
линейно упорядоченные полурешетки и соответствующие им решетки, а также
на локально конечные полугруппы с сокращением и единственным идемпотен-
том и соответствующие им группы.

Так как термальные и позитивно-условно термальные функции определяют
неявные операции на алгебрах, рационально и позитивно-условно рационально
эквивалентные алгебры являются, в частности, неявно эквивалентными.

В [16] указано Галуа-соответствие между совокупностями неявных опера-
ций для алгебр A = 〈A;σ〉 и полугруппами Ihm A. В силу отмеченного выше
сохранения полугруппы Ihm A при обогащении алгебры A ее неявными опе-
рациями и указанного Галуа-соответствия между совокупностями IO(A) и по-
лугруппами Ihm A имеет место следующий критерий неявной эквивалентности
алгебр.

Утверждение 2. Универсальные алгебры A = 〈A;σ1〉 и B = 〈B;σ2〉 неяв-
но эквивалентны тогда и только тогда, когда существует биекция ϕ множества
A на множество B, сопрягающая полугруппы внутренних гомоморфизмов Ihm A
и Ihm B этих алгебр.

Отношения синтаксической неявной эквивалентности и неявной эквива-
лентности универсальных алгебр независимы. Действительно, любые две неод-
ноэлементные булевы алгебры синтаксически неявно эквивалентны (в силу рав-
носильности условий (а) и (г) следствия 1). В случае разномощности эти булевы
алгебры не являются неявно эквивалентными. Любые две универсальные алгеб-
ры отличных (друг от друга) сигнатур с сопряженными полугруппами внутрен-
них гомоморфизмов будут неявно эквивалентны, но не являются синтаксически
неявно эквивалентными.

Утверждение 3. Неявно эквивалентные алгебры A1, A2 имеют сопряжен-
ные некоторой биекцией их основных множеств решетки подалгебр (Sub A1 и
Sub A2) и группы автоморфизмов (AutA1 и Aut A2). Это, однако, не относится
к решеткам конгруэнций алгебр — к Con A.

Действительно, существуют алгебры A1 и A2 такие, что IhmA1 = Ihm A2,
но Con A1 6= Con A2. К примеру, пусть Z — совокупность всех целых чисел и
A1 = 〈Z; f(x), g(x)〉, A2 = 〈Z; f(x), g(x), d(x, y, z)〉, где f(n) = n+1 и g(n) = n−1,
d(x, y, z) — дискриминаторная функция. Тогда Ihm A1 = IhmA2 = AutA1 и при
этом Con A2 двухэлементна, в то время как Con A1 содержит нетривиальные
конгруэнции.
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Довольно очевидно, что обратное неверно, более того, существуют алгеб-
ры A1 = 〈A;σ1〉, A2 = 〈A;σ2〉 такие, что Sub A1 = Sub A2, Con A1 = Con A2,
Aut A1 = Aut A2, но Ihm A1 6= IhmA2 и, значит, A1 и A2 не являются неявно
эквивалентными. К примеру, пусть L = 〈Q; +, ·,−, 0(x), 1(x)〉 — поле рацио-
нальных чисел со стандартными функциями +, ·,− и функциями 0(x), 1(x),
определенными на Q следующим образом:

0(x) = 0, 1(x) = 1 для всех x ∈ Q.

Пусть алгебра B = 〈{0′, 1′}; +, ·,−, 0(x), 1(x)〉 определена аналогичным образом
над двухэлементным полем. Алгебру A = 〈Q ∪ {0′, 1′}; +, ·,−, 0(x), 1(x)〉 над
дизъюнктным объединением алгебр B и L определим условием x+ y = x · y =
x− y = x, если x, y не входят одновременно ни в Q, ни в {0′, 1′}. Тогда очевид-
но, что Sub A = {Q ∪ {0′, 1′}, Q, {0′, 1′} и содержащие 0, 1 подкольца кольца Q}.
Не существует нетривиальных конгруэнций и нетривиальных автоморфизмов
алгебры A. Обогатим сигнатуру алгебры A новой одноместной функцией h(x),
определяя ее как h(x) = x + 1 на Q и h(x) = x + 1′ на {0′, 1′} в алгебре A1
и как h(x) = x + 1 на Q и h(x) = x на {0′, 1′} в алгебре A2. Тогда Sub A1 =
Sub A2 = Sub A, Con A1 = Con A2 = Con A, AutA1 = AutA2 = AutA, но IhmA1
содержит естественный гомоморфизм подалгебры 〈Z; +, ·,−, 0(x), 1(x), h(x)〉 на
подалгебру 〈{0′, 1′}; +, ·,−, 0(x), 1(x), h(x)〉, в то время как IhmA2 подобного го-
моморфизма не содержит.

Утверждение 4. Если для алгебр A1 = 〈A1;σ1〉, A2 = 〈A2;σ2〉 существует
биекция ϕ множества A1 на A2 такая, что биекция ϕ2 множества A2

1 на A2
2

сопрягает решетки подалгебр A2
1 и A2

2, то ϕ сопрягает полугруппы Ihm A1 и
Ihm A2 и тем самым алгебры A1, A2 неявно эквивалентны.

Обратное неверно: пусть A1 = 〈{0, 1};∧,∨〉 — двухэлементная решетка и
A2 — ее обогащение с помощью дискриминатора d(x, y, z). Тогда очевидно, что
Ihm A1 = Ihm A2, но

∣∣ Sub A2
1
∣∣ > ∣∣ Sub A2

2
∣∣, поскольку A2

1 содержит трехэлемент-
ную подалгебру, а A2

2 — нет. Тем самым A1, A2 неявно эквивалентны, в то время
как совокупности Sub A2

1 и Sub A2
2 не сопряжены никаким отображением ϕ2 ни

для какой биекции ϕ алгебры A1 на A2.
Приведенный пример демонстрирует также то, что операция возведения

в квадрат не сохраняет, вообще говоря, отношение неявной эквивалентности
алгебр.

Широко известно понятие категорной эквивалентности алгебр A и B (см.,
к примеру, [15]). Алгебры A и B категорно эквивалентны, если существует
изоморфизм ϕ категорий M(A) и M(B) такой, что ϕ(A) = B. Здесь M(A) —
многообразие, порожденное алгеброй A, и M(A) — категория, объектами ко-
торой являются M(A)-алгебры, а морфизмами — любые гомоморфизмы одних
M(A)-алгебр в другие.

В силу существования разномощных категорно эквивалентных алгебр
(к примеру, категорно эквивалентны между собой любые примальные алгеб-
ры) категорная эквивалентность алгебр не влечет их неявную эквивалентность.
Приведенный же выше пример алгебр A1, A2 таких, что Ihm A1 = IhmA2, но∣∣ Sub A2

1
∣∣ > ∣∣ Sub A2

2
∣∣, является примером неявно эквивалентных алгебр, не яв-

ляющихся категорно эквивалентными.
Остановимся, наконец, еще на одном естественном вопросе, связанном

с неявными операциями на алгебрах. Напомним, что через Trnσ обозначена вы-
ше совокупность всех n-местных термов сигнатуры σ. Через Trnσ(A) обозначим
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всех n-местных термальных функций на алгебре A, через IOn(A) — совокуп-
ность всех n-местных неявных операций на A, а через Fn(A) — совокупность
всех n-местных функций на множестве A. Для любой алгебры A = 〈A;σ〉 имеют
место включения

Trnσ(A) ⊆ IOn(A) ⊆ Fn(A).

Алгебру A назовем неявно n-полной, если Trnσ(A) = IOn(A), и неявно n-при-
мальной, если IOn(A) = Fn(A). Естественны вопросы описания неявно n-пол-
ных и n-примальных алгебр.

В силу указанного выше Галуа-соответствия между совокупностями IOn(A)
и полугруппами Ihm(A) равенство IOn(A) = Fn(A) равносильно тривиальности
(Ihm(A) = {idA}, здесь idA — тождественное отображение множества A на себя)
полугруппы Ihm(A). Таким образом, имеет место следующий критерий неявной
n-примальности алгебр.

Утверждение 5. Для любого натурального n алгебра A неявно n-при-
мальна тогда и только тогда, когда она неявно 1-примальна, а это, в свою
очередь, равносильно тому, что A не имеет собственных подалгебр и нетри-
виальных эндоморфизмов.

Укажем одно из достаточных условий для неявной n-полноты универсаль-
ной алгебры. Очевидным образом имеет место

Утверждение 6. Алгебра A неявно n-полна, если существует n-порожден-
ная ее подалгебра, являющаяся n-свободно порожденной для класса всех n-по-
рожденных подалгебр алгебры A.

Как следствие этого утверждения отметим следующее. В силу того, что
n-свободно порожденная булева алгебра вложима в любую бесконечную булеву
алгебру для любого натурального n, любая бесконечная булева алгебра неявно
n-полна для любого натурального n.

Алгебру A назовем n-равномерно конечной, если существует натуральное
m такое, что все ее не более чем n-порожденные подалгебры имеют не более
чем m элементов.

Для любой универсальной алгебры A = 〈A;σ〉 и для любого натурально-
го n на множестве An определим квазипорядок 6n следующим образом: для
ā = 〈a1, . . . , an〉, b̄ = 〈b1, . . . , bn〉 ∈ An считаем ā 6n b̄ тогда и только тогда,
когда отображение ϕ : ai → bi (i = 1, . . . , n) продолжимо до гомоморфизма
алгебры 〈a1, . . . , an〉A на алгебру 〈b1, . . . , bn〉A. Через ∼n обозначим отношение
эквивалентности на An, соответствующее квазипорядку 6n.

Заметим, что если алгебра A n-равномерно конечна и конечна ее сигнатура,
то конечно и частично упорядоченное множество 〈An/ ∼n;6n〉. Пусть MA

n =
{ā1, . . . , ās}— совокупность максимальных элементов из 〈An;6n〉. Отображение
ψ : MA

n → Trnσ назовем согласованным, если для любых j1, j2 6 s

A |= ∀x̄
(
D+
āj1

(x̄)&D+
āj2

(x̄) → ψ(āj1)(x̄) = ψ(āj2)(x̄)
)
.

Терм t(x1, . . . , xn) ∈ Trnσ назовем спрямляющим для ψ, если на A истинны ква-
зитождества

∀x̄
(
D+
āj (x̄) → ψ(āj)(x̄) = t(x̄)

)
для любого j 6 s.

Очевидным образом имеет место
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Утверждение 7. n-Равномерно конечная алгебра A конечной сигнатуры
неявно n-полна тогда и только тогда, когда для любого согласованного отобра-
жения ψ : MA

n → Trnσ существует спрямляющий для ψ терм t(x1, . . . , xn).
Из этого утверждения непосредственно вытекает

Следствие 3. Подкласс неявно n-полных алгебр выделяется в классе
n-равномерно конечных универсальных алгебр некоторой системой элементар-
ных формул.

В частности, алгебра, элементарно эквивалентная неявно n-полной n-рав-
номерно конечной алгебре, и сама неявно n-полна, ультрапроизведение неявно
n-полных n-равномерно конечных алгебр в случае своей n-равномерной конеч-
ности неявно n-полно.

Остается открытым вопрос о нахождении чисто алгебраического критерия
для неявной полноты универсальных алгебр.

2. Алгебры, неявно эквивалентные
полурешеткам и иным конкретным алгебрам

Целью настоящего раздела является описание на языке полугрупп внутрен-
них гомоморфизмов универсальных алгебр, неявно эквивалентных некоторым
классическим алгебрам: полурешеткам, решеткам и булевым алгебрам.

В [17] подобная проблематика представлена для отношения условной раци-
ональной эквивалентности конечных алгебр на языке IsoA (полугруппы внут-
ренних изоморфизмов A — полугруппы изоморфизмов между подалгебрами ал-
гебры A). Так как подалгебры алгебры A отождествимы с идемпотентами полу-
групп Ihm A и Iso A, то, как и в [16], соответствующие свойства этих полугрупп
удобнее формулировать на языке пар 〈Sub A, Ihm A〉 (〈Sub A, Iso A〉). Отметим
также, что IsoA — подполугруппа полугруппы Ihm A. Через Subn A (для любо-
го натурального n) обозначим совокупность n-элементных подалгебр алгебры
A.

Рассмотрим следующие условия на пару 〈Sub A, Ihm A〉 для произвольной
алгебры A = 〈A;σ〉.

(sl1) Для любого a ∈ A должно быть 〈a〉A = {a}, т. е. все однопорожденные
подалгебры алгебры одноэлементны (A идемпотентна).

(sl2) Для любых a, b ∈ A если a 6= b, то 〈a, b〉A ∈ Sub2 A, либо 〈a, b〉A ∈
Sub3 A.

(sl3) Для любых B1,B2 ∈ Sub2 A существует, причем единственный, изо-
морфизм g ∈ Iso A такой, что rang g = B2, dom g = B1.

(sl4) Для любых a, b, a′, b′ ∈ A если 〈a, b〉A, 〈a′, b′〉A ∈ Sub3 A, то суще-
ствуют ровно два отображения g1, g2 ∈ Iso A такие, что dom g1 = dom g2 =
〈a, b〉A, rang g1 = rang g2 = 〈a′, b′〉A. При этом если 〈a, b〉A = {a, b, c}, 〈a′, b′〉A =
{a′, b′, c′}, то g1(c) = g2(c) и 〈a, c〉A, 〈b, c〉A ∈ Sub2 A.

(sl5) Для любых B ∈ Sub2 A, L ∈ Sub3 A существуют ровно два гомомор-
физма алгебры L на алгебру B.

(sl6) Существует не более одной (с точностью до изоморфизма) трехэле-
ментной подалгебры алгебры A, которая не является двухпорожденной. Если
{a, b, c} ∈ Sub3 A, {a, b}, {b, c}, {a, c} ∈ Sub2 A и g ∈ Iso A таково, что dom g =
{a, b}, rang g = {b, c}, g(a) = b, g(b) = c, то существует h ∈ Iso A такое, что
domh = {a, b}, rang h = {a, c} и h(a) = a, h(b) = c. Кроме того, для лю-
бых a, b, c ∈ A если {a, b}, {b, c} ∈ Sub2 A и существует g ∈ Iso A такой, что
dom g = {a, b}, rang g = {b, c} и g(a) = b, g(b) = c, то {a, b, c} ∈ Sub3 A.
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(sl7) Для любых a, b, c ∈ A если 〈a, b〉A ∈ Sub3 A и 〈a, c〉A, 〈b, c〉A ∈ Sub2 A,
c /∈ 〈a, b〉A, то 〈a, b, c〉A ∈ Sub4 A. Если при этом 〈a, b〉A = {a, b, d}, то существует
h ∈ Iso A такой, что domh = 〈d, c〉A, rang h = 〈a, c〉A и h(d) = a, h(c) = c.

(sl8) Для любого натурального n и любых b1, . . . , bn, c ∈ A таких, что c ∈
〈b1, . . . , bn〉A, существуют натуральное k и отображение f множества {0, 1, . . . ,
k − 1} в совокупность конечных подмножеств Pω(A) множества A такие, что
f(0) = {b1, . . . , bn} и для любого 0 < r 6 k − 1 и любого a′ ∈ f(r) \ f(r − 1)
найдутся a′′, a′′′ ∈ f(r − 1) такие, что a′ ∈ 〈a′′, a′′′〉A, при этом c ∈ f(k − 1).

(sl9) Для любого частичного отображения h множества A в себя h ∈ Ihm(A)
тогда и только тогда, когда для любых a, b ∈ domh ограничение h � 〈a, b〉A до
множества 〈a, b〉A входит в Ihm(A).

Непосредственно замечается выполнимость условий (sl1)–(sl9) для любой
полурешетки A. Покажем теперь, что если для алгебры A выполнены условия
(sl1)–(sl9), то A неявно эквивалентна некоторой полурешетке.

Прежде всего отметим ряд простых следствий выполнимости условий (sl1)–
(sl9) для алгебры A. Будем считать, что |A| 6= 1. Тогда в силу условий (sl2)–
(sl4) существует, причем единственная с точностью до изоморфизма, двухэле-
ментная подалгебра алгебры A. Пусть a, b ∈ A, a 6= b и |〈a, b〉A| = 2. Пусть
D(x1, x2) — диаграмма подалгебры 〈a, b〉A алгебры A такая, что A |= D(a, b). В
силу условия (sl3) A |=/D(b, a).

Определим теперь отношение 6 на A следующим образом: для c, d ∈ A
отношение c 6 d имеет место тогда и только тогда, когда c = d либо A |= D(c, d).

В силу замеченного выше рефлексивное отношение 6 антисимметрично.
Условие (sl5) влечет свойство транзитивности для отношения 6, и тем самым
отношение 6 является отношением частичного порядка на основном множестве
алгебры A.

Рассмотрим две возможные ситуации: когда существует трехэлементная
двухпорожденная подалгебра алгебры A и когда все двухпорожденные подал-
гебры алгебры A двухэлементны.

Остановимся лишь на первом случае, второй случай (когда 〈A;6〉 линей-
но упорядоченно) рассматривается аналогично. Итак, пусть a, b ∈ A, a 6= b и
|〈a, b〉A| = 3. Пусть 〈a, b〉A = {a, b, t(a, b)}, где t(x, y) — некоторый терм сигна-
туры σ. В силу условия (sl4) либо A |= D(t(a, b), a), либо A |= D(a, t(a, b)). Для
определенности выберем первый вариант (в противном случае будем иметь дело
не с нижней, а с верхней полурешеткой). Из условия (sl4) вытекают неравенства
t(a, b) 6 a, t(a, b) 6 b. Условие (sl7) влечет равенство t(c, d) = inf(c, d) в частично
упорядоченном множестве 〈A;6〉 для любых несравнимых в 〈A;6〉 элементов
c, d. Заметим также, что любое отображение h произвольной двухпорожденной
подалгебры 〈a, b〉A на некоторую подалгебру 〈c, d〉A алгебры A является гомо-
морфизмом тогда и только тогда, когда h является гомоморфизмом множества
〈〈a, b〉A;6〉 на множество 〈〈c, d〉A;6〉. В силу условий (sl8) и (sl5) любое отоб-
ражение h подалгебры B = 〈B;σ〉 алгебры A на подалгебру L = 〈C;σ〉 будет
внутренним гомоморфизмом алгебры A тогда и только тогда, когда h являет-
ся гомоморфизмом частично упорядоченного множества 〈B;6〉 на множество
〈C;6〉.

Рассмотрим следующий ∞-позитивно-условный (даже просто позитивно-
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условный) терм сигнатуры σ:

x ∧ y =


D+
〈t(a,b),a〉(x, y) → t(x, y),

D+
〈a,t(a,b)〉(x, y) → x,

D+
〈a,b〉(x, y) → t(x, y).

В силу отмеченного выше если для алгебры A выполнены условия (sl1)–
(sl9), то для любых c, d ∈ A имеет место равенство c ∧ d = inf(c, d) в частично
упорядоченном множестве 〈A;6〉 и, значит, алгебра A′ = 〈A;∧〉 является полу-
решеткой.

В силу свойства (sl8) совокупности основных множеств конечно порожден-
ных, а значит, и всех подалгебр алгебры A и подполурешеток полурешетки
〈A;∧〉 совпадают. Ввиду замеченного выше о внутренних гомоморфизмах ал-
гебры A и частично упорядоченного множества 〈A;6〉 совпадают внутренние
гомоморфизмы алгебры A и полурешетки 〈A;∧〉, что и влечет по утвержде-
нию 4 неявную эквивалентность алгебры A и полурешетки 〈A;∧〉.

Тем не менее укажем явно ∞-позитивно-условные термы сигнатуры 〈∧〉,
определяющие сигнатурные функции f(x1, . . . , xn) алгебры A. Пусть A1, . . . ,
Ag(n) — представители всех типов изоморфизма в сигнатуре σ (или, что все
равно в силу замеченного выше, в сигнатуре 〈∧〉) n-порожденных подалгебр
алгебры A с выделенными порождающими āi =

〈
ai1, . . . , a

i
n

〉
(i 6 g(n)). Здесь

g(n) конечно в силу локальной конечности полурешетки 〈A;∧〉, а значит, и ал-
гебры A. Для любого i 6 g(n) имеет место включение f

(
ai1, . . . , a

i
n

)
∈ 〈āi〉A. В

силу условия (sl8) и того, что элементы в двухпорожденных (элементами x, y)
подалгебрах алгебры A совпадают со значениями термов x, y, t(x, y) и в итоге
со значениями на x, y операции x ∧ y, найдутся термы ti(x1, . . . , xn) сигнатуры
〈∧〉 такие, что

A′ |= ti
(
ai1, . . . , a

i
n

)
= f

(
ai1, . . . , a

i
n

)
.

Тем самым позитивно-условный терм

t(x1, . . . , xn) =


D+
ā1(x1, . . . , xn) → t1(x1, . . . , xn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

D+
āg(n)(x1, . . . , xn) → tg(n)(x1, . . . , xn)

сигнатуры 〈∧〉 определяет на полурешетке A′ = 〈A;∧〉 функцию f .
Таким образом, имеет место

Теорема. Алгебра A = 〈A;σ〉 неявно эквивалентна некоторой полурешет-
ке тогда и только тогда, когда для пары 〈Sub A, Ihm A〉 выполнены условия
(sl1)–(sl9).

Подобным образом возможно описание на языке Ihm A для алгебр, неявно
эквивалентных алгебрам любого многообразия K универсальных алгебр сиг-
натуры σ, удовлетворяющего следующим требованиям:

1) местность функциональных символов из σ не превышает некоторого на-
турального n; K аксиоматизируемо совокупностью тождеств, число перемен-
ных которых ограничено некоторым натуральным числом (пусть тем же n)
в совокупности;

2) n-порожденные K -алгебры конечны и число типов изоморфизма таких
подалгебр также конечно.
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Тогда алгебра A = 〈A;σ〉 неявно эквивалентна некоторой K -алгебре при
выполнении следующих условий.

(а) Все не более чем n-порожденные подалгебры алгебры A и гомомор-
физмы между ними такие же, как для K -алгебр. В силу условия 2 подобное
описание возможно.

(б) Для любого натурального m и любых b1, . . . , bm, c ∈ A таких, что c ∈
〈b1, . . . , bm〉A, существуют натуральное k и отображение f множества {0, 1, . . . ,
k − 1} в совокупность Pω(A) конечных подмножеств множества A такие, что
f(0) = {b1, . . . , bm} и для любого 0 < r 6 k − 1 и любого a ∈ f(r) \ f(r − 1)
найдутся a1, . . . , an ∈ f(r−1) такие, что a ∈ 〈a1, . . . , an〉A и при этом c ∈ f(k−1).

(в) Для любого частичного отображения h множества A в себя h ∈ Ihm(A)
тогда и только тогда, когда для любых a1, . . . , an ∈ domh ограничение h �
〈a1, . . . , an〉A до множества 〈a1, . . . , an〉A входит в Ihm(A).

Без труда в явном виде на основе этой схемы находятся, к примеру, описа-
ния универсальных алгебр, неявно эквивалентных решеткам или булевым ал-
гебрам.

3. Неявные операции по вложимости

В данном разделе предлагается вариация предыдущих рассмотрений при
ином естественном истолковании неявной операции на универсальной алгебре
(при ином выборе исходной категории, связанной с изучаемой универсальной
алгеброй).

Напомним, что через IsoA обозначена полугруппа внутренних изоморфиз-
мов алгебры (совокупности изоморфизмов между подалгебрами алгебры A с
естественным образом определенной операцией суперпозиции частичных отоб-
ражений).

Под неявной операцией по вложимости на алгебре A = 〈A;σ〉 будем пони-
мать функцию f на множестве A, относительно которой замкнуты подалгебры
алгебры A и которая коммутирует с любым внутренним изоморфизмом A. Че-
рез IembO(A) обозначим совокупность всех неявных операций по вложимости
на алгебре A.

Для любого кортежа ā элементов алгебры A через Dā(x1, . . . , xn) обозначим
диаграмму алгебры 〈ā〉A такую, что 〈ā〉A |= Dā(ā).

Если при этом конечны сигнатура σ и алгебра 〈ā〉A, то под Dā(x̄) будем
понимать некоторую конечную часть T (x̄) диаграммы Dā(x̄) такую, что

A |= ∀x̄(T (x̄) → Dā(x̄)).

Тем самым для любой алгебры B = 〈B;σ〉 и любых ее элементов b̄

B |= &Dā(b̄)

тогда и только тогда, когда отображение ϕ : ai → bi (i = 1, . . . , n) продолжимо
до изоморфизма алгебры 〈ā〉A на алгебру 〈b̄〉B.

Под ∞-условным термом tϕ(x1, . . . , xn) алгебры A будем понимать схему

tϕ(x̄) = &
〈〈ā〉A,ā〉∈TnA

(&Dā(x̄) → ϕ(〈〈ā〉A, ā〉)(x̄)),

где ϕ — произвольное отображение множества TnA в совокупность Trnσ термов
сигнатуры σ от переменных x̄.
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Любой ∞-условный терм tϕ(x1, . . . , xn) естественным образом определяет
на алгебре A = 〈A;σ〉 n-местную ∞-условно термальную функцию tAϕ(x̄): для
ā ∈ A если A |= Db̄(ā), то tAϕ(ā) = ϕ(〈〈b̄〉A, b̄〉)(ā).

Очевидно, что любая ∞-условно термальная функция на алгебре A явля-
ется неявной операцией по вложимости на A. Очевидно и обратное: любая
неявная операция по вложимости на A является ∞-условно термальной функ-
цией на A.

Заметим, что в случае равномерно локально конечной алгебры A конечной
сигнатуры ∞-условно термальные функции на A суть условно термальные на A
функции (см., к примеру, [13]).

Очевидно, что одна и та же неявная операция по вложимости на A может
определяться на A отличными друг от друга ∞-условными термами. При этом
два ∞-условных терма tϕ(x̄) и tψ(x̄) определяют на A одну и ту же неявную опе-
рацию по вложимости тогда и только тогда, когда на A истинны L∞,ω-формулы

∀x̄(Dā(x̄)&Db̄(x̄) → ϕ(〈〈ā〉A, ā〉)(x̄) = ψ(〈〈b̄〉A, b̄〉)(x̄))

для любых 〈〈ā〉A, ā〉, 〈〈b̄〉A, b̄〉 ∈ TnA .
Подобного типа формулы определены в [18] как условные ∞-квазитожде-

ства.
Алгебры A = 〈A;σ〉 и B = 〈B;σ〉 назовем синтаксически неявно эквива-

лентными по вложимости, если на них определены одни и те же ∞-условные
термы (TnA = TnB для любого натурального n) и два ∞-условных терма опре-
деляют на A одну и ту же неявную операцию по вложимости тогда и только
тогда, когда они определяют одну и ту же неявную операцию по вложимости
на алгебре B.

Как в разд. 1, замечается равносильность синтаксической неявной экви-
валентности алгебр и совпадения ∞-квазиэквациональных теорий этих алгебр,
а также равносильность условий синтаксической неявной эквивалентности по
вложимости для алгебр и совпадения фрагментов теорий этих алгебр, состоя-
щих из условных ∞-квазитождеств.

В [18] доказана равносильность условий условной геометрической эквива-
лентности алгебр (определение см. в [18]) совпадения фрагментов L∞,ω-теорий
этих алгебр, состоящих из условных ∞-квазитождеств и вложимости любой
неодноэлементной конечно порожденной подалгебры одной из этих алгебр в
другую.

Таким образом, имеет место

Утверждение 8. Следующие условия для алгебр A = 〈A;σ〉, B = 〈B;σ〉
равносильны:

а) алгебры A, B синтаксически неявно эквивалентны по вложимости,
б) условные ∞-квазиэквациональные теории алгебр A и B совпадают,
в) алгебры A и B условно геометрически эквивалентны,
г) любая неодноэлементная конечно порожденная подалгебра алгебры A

изоморфно вложима в алгебру B, и наоборот.
Из утверждений 1 и 8 следует, что любые синтаксически неявно эквивалент-

ные по вложимости алгебры являются и синтаксически неявно эквивалентны-
ми. Пример конечных разномощных булевых алгебр показывает, что обратное
неверно. Заметим также, что в силу утверждения 8 любые бесконечные булевы
алгебры синтаксически неявно эквивалентны по вложимости.
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Отметим также имеющее место в силу результатов из [18] следствие утвер-
ждения 8.

Следствие 4. Для любой универсальной алгебры A = 〈A;σ〉 не более чем
счетной сигнатуры и для любого кардинала k > 2ℵ0 существует универсальная
алгебра Ak мощности k, синтаксически неявно эквивалентная по вложимости
алгебре A.

Ограничение k > 2ℵ0 существенно.
Алгебры A = 〈A;σ1〉 и B = 〈B;σ2〉 назовем неявно эквивалентными по

вложимости, если существует биекция ϕ множества A на множество B, со-
прягающая сигнатурные функции алгебры A с некоторыми неявными по вло-
жимости операциями на алгебре B, и обратно. Иначе говоря, A и B неявно
эквивалентны по вложимости, если существует биекция ϕ, сопрягающая сово-
купности неявных по вложимости операций IembO(A) и IembO(B) этих алгебр.

В силу указанной выше взаимосвязи неявных по вложимости операций и
∞-условно термальных функций алгебры A и B неявно эквивалентны по вло-
жимости тогда и только тогда, когда сигнатурные функции одной из них сопря-
жены с некоторыми ∞-условно термальными функциями другой, и наоборот.

Очевидным образом в силу естественного Галуа-соответствия между сово-
купностями неявных операций по вложимости на алгебрах A = 〈A;σ〉 и полу-
группами IsoA имеет место

Утверждение 9. Универсальные алгебры A = 〈A;σ1〉 и B = 〈B;σ2〉 неяв-
но эквивалентны по вложимости тогда и только тогда, когда существует би-
екция ϕ множества A на множество B, сопрягающая полугруппы внутренних
изоморфизмов Iso A и Iso B этих алгебр.

В силу того, что для равномерно локально конечных конечной сигнатуры
алгебр ∞-условно термальные функции суть условно термальные (см., к при-
меру, [13]), равномерно локально конечные конечной сигнатуры алгебры неявно
эквивалентны по вложимости тогда и только тогда, когда они условно рацио-
нально эквивалентны.

Без труда замечается, что отношения неявной эквивалентности по вложи-
мости и синтаксической неявной эквивалентности по вложимости для алгебр
независимы.
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