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Аннотация. Исследованы краевые задачи для операторно-дифференциальных
уравнений смешанного типа. Доказаны теоремы существования обобщенного реше-
ния, изучена гладкость решения в весовых пространствах Соболева и рассмотрены
их приложения для уравнений нечетного порядка с меняющимся направлением вре-
мени.
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Введение

В работе рассматриваются краевые задачи для операторно-дифференци-
альных уравнений вида

Au ≡ But − Lu = f(x, t), (1)

где линейные операторы B,L определены в данном гильбертовом простран-
стве E, причем оператор B самосопряжен. Краевые условия имеют вид

P+u(0) = u0, P−u(T ) = uT , (2)

где P+, P− — спектральные проекторы оператора B, которые отвечают положи-
тельной и отрицательной частям спектра. Здесь не предполагается, что опера-
тор B обратим, в частности, B может иметь ненулевое ядро и спектр оператора
B может содержать одновременно бесконечные подмножества положительной
и отрицательной полуосей.

Известно, что подобные уравнения возникают во многих областях физики,
механики и некоторых других приложениях [1]. В случае, когда оператор L
самосопряжен, уравнение (1) рассматривалось в [1, 2]. В частности, в [2] можно
найти ряд примеров, возникающих в приложениях.

Оператор L называется Като-секториальным (см. определение в [3]), ес-
ли |(Lu, v)| ≤ c‖u‖1‖v‖1 для любого u ∈ D(L), где по определению ‖u‖2

1 =
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Re(−(Lu, u) + ‖u‖2). Обобщение на случай диссипативного оператора, удовле-
творяющего условию Като-секториальности, можно найти в работах С. Г. Пят-
кова и Н. Л. Абашеевой [4]. Краевые задачи для уравнения (1) при наших пред-
положениях на операторы L,B в случае, когда условие Като-секториальности
не выполнено, по-видимому, не рассматривались.

В разд. 1 приводятся некоторые вспомогательные утверждения и форму-
лируются две теоремы существования решения. В разд. 2 даны доказательства
основных результатов.

1. Вспомогательные утверждения

Даны гильбертовы пространства E и H1, H1 ⊂ E, причем последнее вло-
жение плотно. Пусть (·, ·) – скалярное произведение в E. Тогда негативное
пространство H ′

1, построенное как пополнение E по норме

‖u‖H′
1

= sup
v∈H1,v 6=0

|(u, v)|/‖v‖H1 ,

совпадает с пространством непрерывных антилинейных функционалов над H1
и скалярное произведение в E допускает продолжение до отношения двойствен-
ности между H1 и H ′

1 [5].
ЕслиX,Y — гильбертовы пространства, то под L(X,Y ) понимаем простран-

ство линейных непрерывных отображений, определенных на X, со значениями
в Y . Если X = Y , то пишем L(X) вместо L(X,X).

Назовем оператор L : E → E диссипативным (равномерно диссипатив-
ным), если −Re(Lu, u) ≥ 0 (−Re(Lu, u) ≥ δ‖u‖2, δ > 0) для всех u ∈ D(L).
Здесь D(L) — область определения оператора L. Оператор L называется мак-
симальным диссипативным, если он совпадает с любым своим диссипативным
расширением.

Через ρ(L), σ(L) обозначаем резольвентное множество и спектр операто-
ра L. Основные предположения об операторах L,B состоят в следующем.

(I) L — максимально диссипативный оператор, и найдется гильбертово про-
странство F1, плотно вложенное в E, такое, что D(L∗) ⊂ F1 ⊂ E и существует
постоянная δ0 > 0 такая, что Re(−L∗u, u) ≥ δ0‖u‖2

F1
для всех u ∈ D(L∗), где

L∗ — сопряженный оператор.
Из условия (I) вытекает, что оператор L∗ также максимальный диссипа-

тивный и 0 ∈ ρ(L) ∩ ρ(L∗) [3, предложение C.7.2], более того, {Reλ ≥ 0} ⊂
ρ(L) ∩ ρ(L∗).

(II) Оператор B самосопряжен в E, и F1 ⊂ D(|B|1/2) плотно.

Лемма 1. При выполнении условия (II) оператор B определяет непре-
рывное отображение пространства F1 в F ′

1, где F ′
1 — негативное пространство,

построенное по паре F1, E.
Доказательство. Оператор B : D(|B|) → E (в D(|B|) вводим норму гра-

фика), будучи определенным на D(|B|), допускает продолжение до непрерыв-
ного отображения из D(|B|1/2) в (D(|B|1/2))′. Действительно,

‖Bu‖(D(|B|1/2))′ = sup
v∈D(|B|1/2)

|(Bu, v)|
‖v‖D(|B|1/2)

= sup
v∈D(|B|1/2)

|(|B|1/2u, |B|1/2v)|
‖v‖D(|B|1/2)

≤ sup
v∈D(|B|1/2)

‖|B|1/2u‖ · ‖|B|1/2v‖
‖v‖D(|B|1/2)

≤ ‖|B|1/2u‖, (3)
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или
‖Bu‖(D(|B|1/2))′ ≤ ‖|B|1/2u‖. (4)

Имеем естественное вложение

F1 ⊂ D(|B|1/2) ⊂ E ⊂ (D(|B|1/2))′ ⊂ F ′
1 (5)

(двойственное к E отождествляется с E).
Таким образом, оператор B, определенный на D(|B|1/2), определен и на

пространстве F1, и имеем

‖Bu‖F ′
1
≤ c‖u‖(D(|B|1/2))′ ≤ c1‖u‖F1 . (6)

Лемма 2. Пусть выполнено условие (I). Тогда D(L) плотно вложен в F1 и
операторы L−1, (L∗)−1 допускают продолжение до отображений класса L(F ′

1, F1).
Доказательство. Имеем

Re(−L∗u, u) ≥ δ0‖u‖2
F1
, (7)

|Re(−L∗u, u)| ≤ |(L∗u, u)| ≤ ‖L∗u‖F ′
1
‖u‖F1 ∀u ∈ D(L∗). (8)

Используя это неравенство в левой части (3) и сокращая на ‖u‖F1 , получим
‖L∗u‖F ′

1
≥ δ0‖u‖F1 . Поскольку 0 ∈ ρ(L∗) [3], неравенство переписывается в виде

‖v‖F ′
1
≥ δ0‖(L∗)−1v‖F1 ∀v ∈ E. (9)

Так как F1 плотно вложено в E, то E плотно вложено в F ′
1, т. е. F1 ⊂ E ⊂ F ′

1 и из
(9) вытекает, что (L∗)−1 допускает продолжение до оператора класса L(F ′

1, F1).
Имеем

(L−1u, u) = (u, (L∗)−1v) ∀u, v ∈ E. (10)

Далее, для любого u ∈ E

‖L−1u‖F1 = sup
v∈E

|(L−1u, v)|
‖v‖F ′

1

= sup
v∈E

|(u, (L∗)−1v)|
‖v‖F ′

1

≤ sup
v∈E

‖u‖F ′
1
‖(L∗)−1v)‖F1

‖v‖F ′
1

≤ sup
v∈H

‖u‖F ′
1

δ0

‖v‖F ′
1

‖v‖F ′
1

, (11)

откуда

‖L−1u‖F1 ≤
‖u‖F ′

1

δ0
. (12)

Из (12) следует, что L−1 допускает продолжение до оператора класса L(F ′
1, F1).

Рассмотрим равенство

(L−1u, u) = (u, (L∗)−1v) ∀u, v ∈ E. (13)

Имеем
|(u, (L∗)−1v)| ≤ ‖(L∗)−1v‖F1‖u‖F ′

1
≤ c‖v‖F ′

1
‖u‖F ′

1
. (14)

Если u фиксирована, то выражение (u, (L∗)−1v) есть антилинейный непрерыв-
ный функционал над F ′

1 (по v).
Существует g ∈ F1 такой, что

(u, (L∗)−1v) = (g, v) = (L−1u, v) ∀u, v ∈ E.
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Таким образом, g = L−1u, и, значит, L−1u ∈ F1 для любого u ∈ E. Возьмем
ψ ∈ D(L). Тогда u = Lψ ∈ E и ψ = L−1u.

Из доказанного получим ψ ∈ F1. Стало быть, D(L) ⊂ F1. Предположим
противное, т. е. что D(L) не плотно в F1. Тогда существует v ∈ F ′

1, v 6= 0, такой,
что

(L−1u, v) = 0 ∀u ∈ E.
Предельным переходом получим, что равенство (u, (L∗)−1v) = (L−1u, v)

справедливо и для v ∈ F ′
1, u ∈ E. Поскольку H плотно вложено в F ′

1 и
(u, (L∗)−1v) = 0, то (L∗)−1v = 0. Отсюда следует, что v = 0. Получили проти-
воречие. Таким образом, D(L) плотно вложено в F1. Лемма доказана.

Обозначим через F2 класс функций u ∈ F1 таких, что u представимо в виде
u = L−1v, где v ∈ F ′

1, и ‖u‖F2 = ‖L−1v‖F1 + ‖v‖F ′
1

= ‖u‖F1 + ‖Lu‖F ′
1
. Тогда

D(L) ⊂ F2 ⊂ F1.
Пусть V — комплексное векторное пространство и B1, B2 — комплексные

банаховы пространства. Пусть Mh (h = 1, 2) — линейные отображения из V в
пространство Bh.

Рассмотрим следующий вопрос. Вектор ϕ задан, требуется найти ψ ∈ B∗
2

такой, что
〈ϕ,M1v〉 = 〈ψ,M2v〉 (15)

для любого v ∈ V , где 〈·, ·〉 обозначают отношения двойственности между соот-
ветствующими пространствами.

Теорема A (принцип существования) [6]. Необходимым и достаточным
условием существования решения задачи (15) для любого ϕ ∈ B∗

1 является су-
ществование k > 0 такого, что

‖M1v‖ ≤ k‖M2v‖ ∀v ∈ V.
Определим пространство H как пополнение D(|B|1/2) по норме ‖|B|1/2v‖ =

‖u‖H . Как вытекает из определения, |B|1/2 ∈ L(H,E).
Положим H1 = {v ∈ L2(0, T ;D(L∗)), vt ∈ L2(0, T ;F1)}.
Определение 1. Функция u ∈ L2(0, T ;F1) называется обобщенным реше-

нием краевой задачи (1), (2), если найдутся ũ0, ũT ∈ H такие, что P−ũ0 =
ũ0, P+ũT = ũT и выполнено равенство

T∫
0

(−(Bu, vt)− (u, L∗v)) dt+ (BuT , v(T ))− (Bu0, v(0))

+ (BũT , v(T ))− (Bũ0, v(0)) =
T∫

0

(f, v) dt (16)

для любого v ∈ L2(0, T ;D(L∗)), vt ∈ L2(0, T ;F1).
Если u — обобщенное решение задачи (1), (2) в смысле определения 1, то

u является обобщенным решением задачи (1), (2) в смысле следующего, более
естественного, определения.

Определение 2. Функция u ∈ L2(0, T ;F1) называется обобщенным реше-
нием краевой задачи (1), (2), если выполнено равенство

T∫
0

(−(Bu, vt)− (u, L∗v)) dt+ (BP−uT , v(T ))− (BP+u0, v(0)) =
T∫

0

(f, v) dt (17)
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для любого v ∈ L2(0, T ;D(L∗)), vt ∈ L2(0, T ;F1) и P+v(T ) = 0, P−v(0) = 0.
Приведем некоторые следствия, вытекающие из определения обобщенного

решения. Пусть H2 = D(L∗). Тогда если u ∈ L2(0, T ;F1), то выражение Lu
имеет смысл и является элементом L2(0, T ;H ′

2).
Если v ∈ C∞

0 (0, T ;H2), то равенство (16) перепишется в виде
T∫

0

(−Bu, vt) dt =
T∫

0

(Lu, v) dt+
T∫

0

(f, v) dt ∀v ∈ C∞
0 (0, T ;H2). (18)

Имеем Lu+f ∈ L2(0, T ;H ′
2). Отсюда и из определения обобщенной производной

вытекает, что функция Bu ∈ L2(0, T ;F ′
1) (по лемме 1) обладает обобщенной

производной (Bu)t ∈ L2(0, T ;H ′
2).

Поскольку F ′
1 ⊂ H ′

2, имеем Bu ∈ C([0, T ];H ′
2) после, может быть, изменения

на множестве меры нуль. Из (18) вытекает, что справедливо равенство But −
Lu = f в пространстве L2(0, T ;H ′

2).
Рассмотрим функции v ∈ C∞([0, T ];H2) в (16). Интегрируя по частям и

используя равенство But − Lu = f , получим

(B(u(T )− uT − ũT ), v(T ))− (B(u(0)− u0 − ũT ), v(0)) = 0.

Так как функции v(T ), v(0) могут быть произвольными, отсюда заключаем, что

Bu(T ) = B(uT + ũT ), Bu(0) = B(u0 + ũ0).

Равенство имеет место в H ′
2, поскольку показали, что Bu ∈ C([0, T ];H ′

2).
Отсюда вытекает, что следы Bu(0), Bu(T ) существуют, принадлежат про-

странству (D(|B|1/2))′ и BP−u(T ) = BuT , BP+u(0) = Bu0.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (I), (II). Тогда для любых f ∈
L2(0, T ;F ′

1), u0, uT ∈ H существует обобщенное решение u ∈ L2(0, T ;F1) кра-
евой задачи (1), (2) в смысле определения 1.

Введем дополнительные условия:
(III) Re(−Lu, u) ≥ δ0‖u‖2

F1
∀u ∈ D(L);

(IV) существуют постоянные c > 0 и θ ∈ (0, 1) такие, что

|(Bu, u)| ≤ c‖u‖2θ
F1
‖L−1Bu‖2(1−θ)

F1
∀u ∈ F1;

(V) B|F1 ∈ L(F1, E).
Отметим, что ‖L−1Bu‖F1 ≤ c‖Bu‖F ′

1
≤ c1‖u‖F1 (см. лемму 1).

Если выполнены условие Като-секториальности для оператора L и условия
теоремы 1, то можно показать, что условия (III) и (IV) лишние, они всегда
выполнены.

Пусть g(x) — положительная почти везде в области G функция. Определим
пространство L2,g(G;H) (H — банахово пространство) как пространство сильно
измеримых функций, определенных в G со значениями в H и таких, что

‖u‖L2,g(G;H) =
(∫
G

g(x)‖u(x)‖2
H dx

)1/2

<∞.

Пусть ϕ(t) = t2α(T − t)2α, где α = 1
2(1−θ) .

Теорема 2. Если выполнены условия (I)–(IV) и ft ∈ L2(0, T ;F ′
1), то обоб-

щенное решение, полученное в теореме 1, обладает свойством: существует обоб-
щенная производная ut ∈ L2,ϕ(0, T ;F1). Если дополнительно выполнено условие
(V) и f ∈ L2,ϕ(0, T ;E), то u ∈ L2,ϕ(0, T ;D(L)).
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2. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы 1. Пусть ~u = (u, ũ0, ũT ) ∈ F1 × H × H и
~f = (f, u0, uT ) ∈ L2(0, T ;F ′

1) × H × H. Обозначим Mv = −Bvt − L∗v. Далее,
определим S : H1 → F ′

1 × H × H такой, что Sv = (Mv,P−v(0), P+v(T )), и
S0 : H1 → L2(0, T ;F1)×H ×H такой, что S0v = (v, P+v(0), P−v(T )).

Рассмотрим вопрос о нахождении функций u(x) ∈ L2(0, T ;F1), ũ0, ũT ∈ H :
P−ũ0 = ũ0, P+ũT = ũT , таких, что [~u, Sv] = [~f, S0v] для любого v ∈ H1, где

[~u, Sv] =
T∫

0

(u,Mv) dt+ (ũ0, P
−v(0))H + (ũT , P+v(T ))H , (19)

[~f, S0v] =
T∫

0

(f, v) dt+ (uT , P−v(T ))H + (u0, P
+v(0))H . (20)

Здесь (u, v)H = (|B|u, v).
Возьмем ~u = (v, v(0), v(T )). Тогда

Re[~u, Sv] = Re

 T∫
0

(u,Mv) dt+ (Bu(T ), P+v(T ))− (Bu(0), P−v(0))


= Re

− T∫
0

(Bu, vt) dt−
T∫

0

(u, L∗v) dt+ (Bu(T ), P+v(T ))− (Bu(0), P−v(0))

 .

(21)

Подставив ~u = (v, v(0), v(T )), имеем

Re[~u, Sv]

= Re

−
T∫

0

(Bv, vt) dt−
T∫

0

(v, L∗v) dt+ (Bv(T ), P+v(T ))− (Bv(0), P−v(0))


=

T∫
0

− ∂

∂t
Re

(Bv, v)
2

dt−
T∫

0

Re(v, L∗v) dt+ (Bv(T ), P+v(T ))− (Bv(0), P−v(0))

= −1
2
(Bv(T ), v(T )) +

1
2
(Bv(0), v(0)) + (Bv(T ), P+v(T ))

− (Bv(0), P−v(0)) +
T∫

0

−Re(v, L∗v) dt = − (BP+v(T ), P+v(T ))
2

− (BP−v(T ), P−v(T ))
2

+
(BP+v(0), P+v(0))

2
+

(BP−v(0), P−v(0))
2

+ (BP+v(T ), P+v(T ))− (BP−v(0), P−v(0)) +
T∫

0

−Re(v, L∗v) dt

=
1
2
(|B|1/2v(T ), |B|1/2v(T )) +

1
2
(|B|1/2v(0), |B|1/2v(0)) +

T∫
0

−Re(v, L∗v) dt.
(22)
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Отсюда получим

Re[~u, Sv] =
1
2
‖|B|1/2v(T )‖2 +

1
2
‖|B|1/2v(0)‖2 +

T∫
0

−Re(v, L∗v) dt

≥ 1
2
‖|B|1/2v(T )‖2 +

1
2
‖|B|1/2v(0)‖2 + δ‖v‖2

L2(0,T ;F1)

=
1
2
‖v(T )‖2

H +
1
2
‖v(0)‖2

H + δ‖v‖2
L2(0,T ;F1). (23)

Имеем

Re[~u, Sv] ≤
(
‖v(T )‖2

H + ‖v(0)‖2
H + ‖v‖2

L2(0,T ;F1)
)1/2

×
(
‖v(T )‖2

H + ‖v(0)‖2
H + ‖Mv‖2

L2(0,T ;F ′
1)

)1/2
. (24)

Используя это неравенство в левой части (23) и производя сокращение, получим
неравенство

δ0
(
‖v(T )‖2

H + ‖v(0)‖2
H + ‖v‖2

L2(0,T ;F1)
)1/2

≤ 2
(
‖v(T )‖2

H + ‖v(0)‖2
H + ‖Mv‖2

L2(0,T ;F ′
1)

)1/2
, (25)

или
‖S0v‖L2(0,T ;F1)×H×H ≤ c‖Sv‖L2(0,T ;F ′

1)×H×H . (26)
Итак, в силу теоремы A (принцип существования) [6] существует обобщен-

ное решение задачи (1), (2) в смысле определения 1. Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Имеем But − Lu = f . Возьмем

ϕ0(t) =
{
t2α(T2 − t)2α, t ∈ [0;T2),
0, t ∈ [T2;T ],

(27)

ψ0(t) =
{

0, t ∈ [0;T1],
(t− T1)2α(T − t)2α, t ∈ (T1;T ],

(28)

где T1 < T2.
Пусть w1(η), w2(η) — усредняющие ядра со свойствами: wi ≥ 0, wi ∈

C∞
0 (R) ∀i, supp(w1) ⊂ (1/2, 1), supp(w2) ⊂ (−1,−1/2),

∫
R
wi(η) dη = 1 ∀i.

Положим

u1
ρ = P 1

ρ u =
1
ρ

T∫
0

w1

(
η − t

ρ

)
u(η) dη =

1∫
0

w1(ξ)u(t+ ρξ) dξ, t ∈ [0, T2], (29)

u2
ρ = P 2

ρ u =
1
ρ

T∫
0

w2

(
η − t

ρ

)
u(η) dη =

0∫
−1

w2(ξ)u(t+ ρξ) dξ, t ∈ [T1, T ], (30)

и ρ < min((T − T2), T1),

Bu1
ρt =

1∫
0

w1(ξ)But(t+ ρξ) dξ

=
1∫

0

w1(ξ)Lu(t+ ρξ) dξ +
1∫

0

w1(ξ)f(t+ ρξ) dξ = Lu1
ρ + P 1

ρ f, t < T2. (31)
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Имеем
Bu1

ρt = Lu1
ρ + P 1

ρ f. (32)

В силу свойств усреднений u1
ρt, u

1
ρtt ∈ L2(0, T2;F1). Из леммы 1 получаем Bu1

ρt,
Bu1

ρtt ∈ L2(0, T2;F ′
1). Тогда ввиду (32)

u1
ρ = L−1v, v = Bu1

ρt − P 1
ρ f ∈ L2(0, T ;F ′

1). (33)

Таким образом, u1
ρ ∈ L2(0, T ;F2).

Имеем
Re(−Lu, u) ≥ δ0‖u‖2

F1
∀u ∈ D(L). (34)

Предельным переходом в силу плотности D(L) в F2 получим, что неравенство

Re(−Lu, u) ≥ δ0‖u‖2
F1

(35)

справедливо для любого u ∈ F2.
Так как √

ϕft, f ∈ L2(0, T2;F ′
1), используя стандартные свойства усредне-

ний, можно показать, что

P 1
ρ ft

√
ϕ, P 1

ρ ft ∈ L2(0, T2;F ′
1) (36)

и, более того, ∥∥P 1
ρ ft − ft

∥∥
L2,ϕ(0,T2;F ′

1)
+

∥∥P 1
ρ f − f

∥∥
L2(0,T2;F ′

1)
→ 0 (37)

при ρ→ 0. Также имеем, что BP 1
ρ ut − P 1

ρ f ∈ L2(0, T2;F ′
1) и, кроме того, суще-

ствует обобщенная производная по t и

B
(
P 1
ρ ut

)
t
− P 1

ρ ft ∈ L2(0, T2;F ′
1). (38)

Из уравнения (32) вытекает, что существует обобщенная производная ∂tLP 1
ρ ut

= L
(
P 1
ρ ut

)
t
, причем

Bu1
ρtt − Lu1

ρt = f1
ρt. (39)

Из этого равенства, как и выше, заключаем, что u1
ρt ∈ L2(0, T2;F2).

Умножая (39) на ϕ0(t), получим

∂t
((
Bu1

ρt, u
1
ρt

)
ϕ0

)
− ϕ0t

(
Bu1

ρt, u
1
ρt

)
−

(
Lu1

ρt, u
1
ρt

)
ϕ0 =

(
P 1
ρ fϕ0, u

1
ρt

)
. (40)

Проинтегрируем по частям:

T∫
0

(
− Lu1

ρt, u
1
ρt

)
ϕ0 dt =

T∫
0

ϕ0t
(
Bu1

ρt, u
1
ρt

)
dt+

T∫
0

(
P 1
ρ fϕ0, u

1
ρt

)
. (41)

Оценим правую часть. Для этого применим условие (IV):

T2∫
0

|ϕ0t|
∣∣(Bu1

ρt, ϕρt
)∣∣ dt ≤ T2∫

0

|ϕ0t|
∥∥u1

ρt

∥∥2θ
F1

∥∥L−1Bu1
ρt

∥∥2(1−θ)
F1

dt

≤

 T2∫
0

|ϕ0t|1/θ
∥∥u1

ρt

∥∥2
F1
dt

θ T2∫
0

∥∥L−1Bu1
ρt

∥∥2
F1
dt

1−θ

. (42)
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Из (32) получим∥∥L−1Bu1
ρt

∥∥2
L2(0,T2;F1)

≤ 2
(∥∥L−1P 1

ρ f
∥∥2
L2(0,T2;F1)

+
∥∥P 1

ρ u
∥∥2
L2(0,T2;F1)

)
≤ c

(∥∥P 1
ρ f

∥∥2
L2(0,T2;F1)

+
∥∥P 1

ρ u
∥∥2
L2(0,T2;F1)

)
≤ c1

(
‖f‖2

L2(0,T ;F ′
1)

+ ‖u‖2
L2(0,T ;F1)

)
. (43)

В силу условий на α имеем |ϕ0t|1/θ ≤ c|ϕ0|. Тогда из (42) выводим неравенство∣∣∣∣∣∣
T2∫
0

|ϕ0t|
(
Bu1

ρt, u
1
ρt

)
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ c

 T2∫
0

ϕ0
∥∥u1

ρt

∥∥2
F1
dt

θ

, (44)

где c не зависит от ρ.
Используя неравенство Коши с малым параметром ε, получим∣∣∣∣∣∣

T2∫
0

ϕ0t
(
Bu1

ρt, u
1
ρt

)
dt

∣∣∣∣∣∣
θ

≤ ε
∥∥u1

ρt

∥∥2
L2,ϕ(0,T2;F1)

+ c(ε). (45)

Аналогично∣∣∣∣∣∣
T2∫
0

(
f1
0t, ϕ0u

1
ρt

)
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
∥∥u1

ρt

∥∥2
L2,ϕ(0,T2;F1)

+ c(ε)
∥∥f1

ρt

∥∥
L2,ϕ(0,T2;F1)

. (46)

Тогда из (41) и (45), (46) следует, что

δ0
∥∥u1

ρt

∥∥2
L2,ϕ0 (0,T2;F1)

≤ ε
∥∥u1

ρt

∥∥2
L2,ϕ(0,T2;F1)

+ c(ε)

+ ε
∥∥u1

ρt

∥∥2
L2,ϕ(0,T2;F1)

+ c(ε)
∥∥f1

ρt

∥∥
L2,ϕ(0,T2;F1)

. (47)

Выбрав ε так, что 2ε < δ0
2 , получим оценку∥∥u1

ρt

∥∥
L2(0,T2;F1)

≤ c, (48)

где постоянная c не зависит от ρ.
Отсюда вытекает существование подпоследовательности P 1

ρkut такой, что(
P 1
ρku

)
t
→ v ∈ L2,ϕ0(0, T2;F1). (49)

Покажем, что существует обобщенная производная ut ∈ L2(0, T2;F1) и v =
ut. Действительно, возьмем ψ(t) ∈ C∞

0 (0, T2), g ∈ F ′
1. Имеем

T2∫
0

((Pρku)t, g)ψ(t) dt→
T2∫
0

(v, g)ϕdt. (50)

С другой стороны,

T2∫
0

((Pρku)t, g)ψ(t) dt = −
T2∫
0

(
P 1
ρku, g

)
ψt dt→

T2∫
0

(u, g)ψt dt. (51)

Значит, существует ut = v, что и требовалось.
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Рассмотрим

Bu2
ρt =

0∫
−1

w2(ξ)But(t+ ρξ) dξ =
0∫

−1

w2(ξ)Lu(t+ ρξ) dξ

+
0∫

−1

w2(ξ)f(t+ ρξ) dξ = Lu2
ρ + P 2

ρ f, T1 < t < T. (52)

Имеем
Bu2

ρt = Lu2
ρ + P 2

ρ f. (53)

Повторяя рассуждения на промежутке [T1, T ], покажем, что существует
обобщенная производная ut ∈ L2,ϕ1(T1, T ;F1). Отсюда вытекает существование
обобщенной производной ut такой, что ut ∈ L2,ϕ(0, T ;F ′

1).
В самом деле, возьмем ϕ̃(t), ψ̃(t) ∈ C∞[0, T ] такие, что ϕ̃(t) + ψ̃(t) = 1 для

любого t ∈ [0, T ], ϕ̃(t) = 1 при t ∈ (0, T/2), ψ̃(t) = 1 при t ∈ (T/2, T ), причем
supp(ϕ̃(t)), supp(ϕ̃′(t)) ⊂ [0, T2) и supp(ψ̃(t)), supp(ψ̃′(t)) ⊂ (T1, T ].

Для ϕ ∈ C∞
0 (0, T ) имеем

T∫
0

uϕt dt =
T∫

0

u((ϕϕ̃)t + (ϕtψ̃)t) dt−
T∫

0

utϕϕ̃ dt−
T∫

0

utψ̃ϕ dt

= −
T∫

0

(utϕ̃+ utψ̃)ϕdt. (54)

Обозначая через u1
t обобщенную производную на [0, T2], через u2

t — обобщенную
производную на [T1, T ], получим

ut = u1
t ϕ̃+ u2

t ψ̃ ∈ L2(0, T ;F1). (55)

Пусть выполнены условие (V) и оставшиеся дополнительные предположе-
ния. Тогда из уравнения (1) имеем

But − Lu = f ∈ L2,ϕ(0, T ;E). (56)

Поскольку u ∈ L2,ϕ(0, T ;F1), то But ∈ L2,ϕ(0, T ;E), и тогда из (56) вытекает,
что Lu ∈ L2,ϕ(0, T ;E), т. е. u ∈ L2,ϕ(0, T ;D(L)). Теорема 2 доказана.

3. Приложение

Рассмотрим краевую задачу

g(x)ut − Lu = f, (57)

u|t=0 = u0(x), x ∈ G+, u|t=T = uT (x), x ∈ G−, (58)

u(i)(0) = u(i)(1) = 0, i = 1, 2, . . . ,m− 1, (59)

u(m)(0) = 0, (60)

где L — дифференциальный оператор вида

Lu = (−1)m+1
2m+1∑
i=0

ai(x)u(i), a2m+1 = 1, (61)
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L∗v = (−1)m+1
2m+1∑
i=0

(ai(x)v)(i) (62)

и g(x) ∈ L1(0, 1) — вещественная измеримая на (0, 1) функция такая, что су-
ществуют открытые множества G+, G− ⊂ (0, 1) со свойством µ(G

+\G+) = 0,
µ(G

−\G−) = 0 и g(x) > 0 почти всюду на G+, g(x) < 0 почти всюду на G− и
g(x) = 0 на G\(G+ ∪G−

).
Положим

(u, v) =
1∫

0

u(x)v(x) dx. (63)

Будем предполагать, что

ai ∈W i
∞(0, 1), i = 0, 1, . . . , 2m. (64)

Считаем, что D(L) =
{
u ∈ W 2m+1

2 (0, 1) : u удовлетворяет (59), (60)
}
, D(L∗) ={

u ∈ W 2m+1
2 (0, 1) : выполняется (59) и u(m)(1) = 0

}
и найдется постоянная

δ0 > 0 такая, что

Re(−Lu, u) ≥ δ0‖u‖2
Wm

2 (0,1), Re(−L∗u, u) ≥ δ0‖u‖2
Wm

2 (0,1) (65)

для всех u ∈ D(L) и u ∈ D(L∗) соответственно.
Таким образом, F1 =

◦
W m

2 (0, 1).
В частности, условие (65) выполнено для оператора вида L − λI при всех

λ ∈ R начиная с некоторого λ0, т. е. для λ ≥ λ0. Это утверждение легко
проверяется при помощи интегрирования по частям с использованием условий
на коэффициенты.

В силу (65) оператор L с указанной выше областью определения макси-
мально диссипативен и полуплоскость {Reλ ≥ 0} принадлежит ρ(L) (см. [7]).

Обозначим через W̃ s
2 (0, 1) (s ∈ (0, 2m+1)) замыкание D(L) в норме W s

2 (0, 1)
и через Ŵ s

2 (0, 1) — замыкание D(L∗) в норме W s
2 (0, 1). Нормы в этих про-

странствах совпадают с нормами в W s
2 (0, 1). При s = 2m + 1 имеем D(L) =

W̃ 2m+1
2 (0, 1), D(L∗) = Ŵ 2m+1

2 (0, 1). Оператор L осуществляет изоморфизм про-
странств W̃ 2m+1

2 (0, 1) = D(L) на L2(0, 1) и допускает расширение до изомор-
физма L2(0, 1) на (D(L∗))′, D(L∗) = Ŵ 2m+1

2 (0, 1).
Через (A0, A1)θ,2 обозначаем пространства, построенные с помощью метода

вещественной интерполяции (см. [8]). Тогда по теореме о двойственности L —
изоморфизм

(
W̃ 2m+1

2 (0, 1), L2(0, 1)
)
θ,2 на(

L2(0, 1),
(
Ŵ 2m+1

2 (0, 1)
)′)

θ,2 =
((
L2(0, 1), Ŵ 2m+1

2 (0, 1)
)
θ,2

)′
.

В соответствии с теоремой 4.3.3 из [8](
W̃ 2m+1

2 (0, 1), L2(0, 1)
)
θ,2 = W̃ (1−θ)(2m+1)

2 (0, 1) (66)

при (1− θ)(2m+ 1) 6= k + 1
2 , k = 0, 1, 2, . . . ,m.

Аналогично (
L2(0, 1), Ŵ 2m+1

2 (0, 1)
)
θ,2 = Ŵ θ(2m+1)

2 (0, 1) (67)

при θ(2m+ 1) 6= k + 1
2 , k = 0, 1, 2, . . . ,m.
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При (1− θ)(2m+ 1) = m+ 1 имеем((
L2(0, 1), Ŵ 2m+1

2 (0, 1)
)
θ,2

)′ =
( ◦
W m

2 (0, 1)
)′ = F ′

1, (68)((
W̃ 2m+1

2 (0, 1), L2(0, 1)
)
θ,2)

′ = W̃m+1
2 (0, 1). (69)

Таким образом, L — изоморфное отображение W̃m+1
2 (0, 1) на F ′

1, и, значит,
F2 = W̃m+1

2 (0, 1). Аналогично показывается, что L∗ изоморфно отображает
W̃m+1

2 (0, 1) на F ′
1.

Проверим выполнение условия (IV), т. е. неравенство вида

|(gu, u)| ≤ c‖u‖2θ
F1
‖L−1gu‖2(1−θ)

F1
∀u ∈ F1. (70)

Пусть вначале g ∈ L1(0, 1). Очевидно, что

|(gu, u)| ≤ ‖u‖F1‖gu‖F ′
1
. (71)

Как следствие из теоремы о реитерации [8] имеем
◦
W m

2 (0, 1) =
(
W̃ 2m+1

2 (0, 1), W̃ s
2 (0, 1)

)
θ,2 =

(
W̃m+1

2 (0, 1), W̃ s
2 (0, 1)

)
θ1,2

,

(1− θ)(2m+ 1) + θs = m, s >
1
2
, (1− θ1)(m+ 1) + θ1s = m, s >

1
2
.

(72)

Тогда по теореме о двойственности получим

F ′
1 = W−m

2 (0, 1) =
((
Ŵm+1

2 (0, 1), Ŵ s
2 (0, 1)

)
θ1,2

)′
=

((
Ŵm+1

2 (0, 1)
)′
,
(
Ŵ s

2 (0, 1)
)′)

θ1,2
. (73)

Следовательно,
‖gu‖F ′

1
≤ c‖gu‖1−θ1

(Ŵm+1
2 (0,1))′

‖gu‖θ1
(Ŵ s

2 (0,1))′
. (74)

Оценим последний множитель:

‖g‖θ1L1(0,1)‖u‖
θ1
C(0,1) ≤ c1‖u‖θ1F1

. (75)

По доказанному имеем равенство

‖gu‖(Ŵm+1
2 (0,1))′ = ‖L−1gu‖F1 . (76)

Таким образом, из (71)–(76) получим

|(gu, u)| ≤ c‖u‖1+θ1
F1

‖L−1gu‖1−θ1
F1

. (77)

Значит, можно взять в качестве величины 2θ в (70) величину θ = (1 + θ1)/2.
Если g ∈ L2(0, 1), то оценка (77) может быть уточнена. Повторяя вышеприве-
денные рассуждения с s ≥ 0, s 6= 1/2, придем к неравенству (77). Единственное
изменение в доказательстве: оценка (75) имеет немного другой вид. При s = 0
получим (1− θ1) = m

m+1 , θ1 = 1
m+1 . Таким образом, можно взять

θ =
m+ 2− s

2(m+ 1− s)
, (78)

где 1/2 < s < m+1, если g ∈ L1(0, 1)), и 0 ≤ s < m+1, s 6= 1/2, если g ∈ L2(0, 1).

Итак, доказана
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Теорема 3. Пусть выполнены условие (65) и вышеприведенные условия
на коэффициенты оператора L (64) и функцию g ∈ L1(0, 1). Тогда если f ∈
L2

(
0, T ;W−m

2 (0, 1)
)
, u0 ∈ L2,g(G+), uT ∈ L2,g(G−), то существует обобщенное

решение задачи (57)–(60) из класса u ∈ L2
(
0, T ;Wm

2 (0, 1)
)
, g(x)ut ∈ L2

(
0, T ;(

Ŵm+1
2 (0, 1)

)′). Если, кроме того, предположим, что ft ∈ L2,ϕ
(
0, T ;W−m

2 (0, 1)
)
,

где ϕ(t) = t2θ(T − t)2θ и параметр θ определен равенством (78), то решение
обладает свойством: u ∈ L2,ϕ

(
0, T ;Wm+1

2 (0, 1)
)
, ut ∈ L2,ϕ

(
0, T ;Wm

2 (0, 1)
)
. Если

дополнительно g ∈ L2(0, 1), f ∈ L2,ϕ(0, T ;L2(0, 1)), то решение также облада-
ет свойством u ∈ L2,ϕ

(
0, T ;W 2m+1

2 (0, 1)
)
. В последнем случае уравнение (57)

выполняется почти всюду в Q = (0, 1) × (0, T ) и все обобщенные производные,
входящие в уравнение, существуют.

Доказательство. Утверждение теоремы вытекает из теорем 1, 2 и рас-
суждений, приведенных перед теоремой.
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