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ЗАДАЧА КОШИ ––– ДАРБУ

ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

СО СТЕПЕННОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

С. С. Харибегашвили, О. М. Джохадзе

Аннотация. Для одномерного волнового уравнения со степенной нелинейностью
рассмотрена задача Коши — Дарбу, для которой исследованы вопросы существо-
вания и единственности глобального решения. Рассмотрены также вопросы суще-
ствования локальных и отсутствия глобальных решений этой задачи.

Ключевые слова: волновое уравнение, степенная нелинейность, задача Коши —

Дарбу, существование и отсутствие глобального решения, локальная разрешимость.

1. Постановка задачи

В плоскости независимых переменных x и t рассмотрим волновое уравнение
со степенной нелинейностью вида

Lλu := utt − uxx + λ|u|αu = f(x, t), (1.1)

где λ и α — заданные действительные постоянные, причем λ, α 6= 0, α > −1;
f — заданная, а u — искомая действительные функции.

Обозначим через DT := {(x, t) ∈ R
2 : 0 < x < k̃t, 0 < t < T ; 0 < k̃ :=

const < 1} треугольную область, лежащую внутри характеристического угла

G0 := {(x, t) ∈ R
2 : t > |x|} и ограниченную отрезками γ̃1,T : x = k̃t, 0 ≤ t ≤ T ,

γ̃2,T : x = 0, 0 ≤ t ≤ T и γ̃3,T : t = T, 0 ≤ x ≤ k̃T . При T = +∞ полагаем

D∞ := {(x, t) ∈ R
2 : 0 < x < k̃t, 0 < t < +∞}.

Для уравнения (1.1) рассмотрим задачу Коши — Дарбу об определении в
области DT решения u(x, t) этого уравнения по краевым условиям

u|γ̃1,T = 0, ux|γ̃2,T = 0. (1.2)

Отметим, что для линейных гиперболических уравнений второго поряд-
ка с одной пространственной переменной вопросам о корректной постановке
задач типа Дарбу посвящены многочисленные работы (см., например, [1–5] и
цитированную там литературу). Как оказалось, наличие слабой нелинейности
в уравнении влияет на корректность постановки даже в случае первой задачи
Дарбу (см., например, [6–12]). В настоящей работе показано, что при опреде-
ленных условиях на показатель нелинейности α и параметр λ задача Коши —
Дарбу (1.1), (1.2) в одних случаях глобально разрешима, а в других случаях
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не имеет глобального решения, хотя, как доказано ниже, эта задача локально
разрешима.

Определение 1.1. Пусть f ∈ C(DT ). Функцию u будем называть силь-

ным обобщенным решением задачи (1.1), (1.2) класса C в области DT , если u ∈
C(DT ) и существует такая последовательность функций un ∈

◦

C2(DT , γ̃1,T , γ̃2,T ),

что un → u и Lλun → f в пространстве C(DT ) при n → ∞, где

◦

C2(DT , γ̃1,T , γ̃2,T ) := {v ∈ C2(DT ) : v|γ̃1,T = 0, vx|γ̃2,T = 0}.

Замечание 1.1. Очевидно, что классическое решение задачи (1.1), (1.2) из

пространства
◦

C2(DT , �T ) является сильным обобщенным решением этой задачи
класса C в области DT . В свою очередь, если сильное обобщенное решение
задачи (1.1), (1.2) класса C в области DT принадлежит пространству C2(DT ),
то оно будет также и классическим решением этой задачи.

Определение 1.2. Пусть f ∈ C(D∞). Будем говорить, что задача (1.1),
(1.2) глобально разрешима в классе C, если для любого конечного T > 0 эта
задача имеет сильное обобщенное решение класса C в области DT .

2. Априорная оценка решения задачи (1.1), (1.2)

Лемма 2.1. Пусть −1 < α < 0 и λ ∈ R\{0}, а в случае α > 0 дополнитель-

но потребуем, чтобы λ > 0. Тогда для сильного обобщенного решения задачи

(1.1), (1.2) класса C в области DT справедлива априорная оценка

‖u‖C(DT ) ≤ c1‖f‖C(DT ) + c2 (2.1)

с неотрицательными постоянными ci(T, α, λ), i = 1, 2, не зависящими от u и f ,

причем c1 > 0.

Доказательство. Пусть u — сильное обобщенное решение задачи (1.1),
(1.2) класса C в области DT . Тогда в силу определения 1.1 существует такая

последовательность функций un ∈
◦

C2(DT , �T ), что

lim
n→∞

‖un − u‖C(DT ) = 0, lim
n→∞

‖Lλun − f‖C(DT ) = 0, (2.2)

а следовательно, и

lim
n→∞

‖λ|un|αun − λ|u|αu‖C(DT ) = 0. (2.3)

Рассмотрим функцию un ∈
◦

C2(DT , �T ) как решение следующей задачи:

Lλun = fn, (2.4)

un|γ̃1,T = 0, unx|γ̃2,T = 0. (2.5)

Здесь
fn := Lλun. (2.6)

Умножая обе части равенства (2.4) на 2unt и интегрируя по области Dτ :=
{(x, t) ∈ DT : t < τ}, 0 < τ ≤ T , получим

∫

Dτ

(
u2
nt

)
t
dxdt − 2

∫

Dτ

unxxunt +
2λ

α + 2

∫

Dτ

(|un|α+2)t dxdt = 2

∫

Dτ

fnunt dxdt.
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Положим �τ := D∞ ∩ {t = τ}, 0 < τ ≤ T . Тогда с учетом (2.5) интегриро-
ванием по частям левой части последнего равенства получаем

2

∫

Dτ

fnunt dxdt =

∫

γ̃1,τ

ν−1
t

[
(unxνt − untνx)

2 + u2
nt

(
ν2
t − ν2

x

)]
ds

+

∫

�τ

(
u2
nx + u2

nt

)
dx +

2λ

α + 2

∫

�τ

|un|α+2 dx, (2.7)

ν := (νx, νt) — единичный вектор внешней нормали к ∂Dτ , γ̃1,τ := γ̃1,T ∩ {t ≤ τ}.
Принимая во внимание, что νt

∂
∂x − νx

∂
∂t является внутренним дифферен-

циальным оператором на γ̃1,T , в силу первого условия из (2.5) имеем

(unxνt − untνx)|γ̃1,T = 0. (2.8)

Поскольку Dτ : 0 < x < k̃t, t < τ , как легко видеть,
(
ν2
t − ν2

x

)∣∣
γ̃1,τ

< 0, νt|γ̃1,τ < 0. (2.9)

С учетом (2.8), (2.9) из (2.7) в случае α > 0 и λ > 0 получаем

wn(τ) :=

∫

�τ

(
u2
nx + u2

nt

)
dx ≤ 2

∫

Dτ

fnunt dxdt. (2.10)

Из (2.10), приняв во внимание неравенство 2fnunt ≤ εu2
nt +

1
εf

2
n, справедли-

вое для любого ε := const > 0, имеем

wn(τ) ≤ ε

τ∫

0

wn(s) ds +
1

ε
‖fn‖2

L2(Dτ ), 0 < τ ≤ T.

Отсюда с учетом того, что величина ‖fn‖2
L2(Dτ ) как функция от τ является

неубывающей, в силу леммы Гронуолла следует, что

wn(τ) ≤ 1

ε
‖fn‖2

L2(Dτ ) exp(τε).

Окончательно, учитывая равенство inf
ε>0

exp(τε)
ε = eτ, которое достигается

при ε = 1
τ , получим

wn(τ) ≤ eτ‖fn‖2
L2(Dτ ), 0 < τ ≤ T. (2.11)

Если (x, t) ∈ DT , то в силу первого условия из (2.5) имеет место равенство

un(x, t) = un(x, t) − un(k̃t, t) =

x∫

k̃t

unx(s, t) ds,

откуда согласно (2.11)

|un(x, t)|2 ≤
k̃t∫

x

ds

k̃t∫

x

u2
nx(s, t) ds ≤ (k̃t− x)

∫

�t

u2
nx(s, t) ds ≤ k̃twn(t)

≤ k̃et2‖fn‖2
L2(Dt)

≤ k̃et2‖fn‖2
C(Dt)

mes Dt = 2−1k̃2et4‖fn‖2
C(Dt)

. (2.12)
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Отсюда

‖un‖C(DT ) ≤ k̃T 2
√
e/2‖fn‖C(DT ).

Переходя в этом неравенстве к пределу при n → ∞, ввиду (2.2), (2.4), (2.6)
получим

‖u‖C(DT ) ≤ k̃T 2
√
e/2‖f‖C(DT ). (2.13)

Из (2.13) следует оценка (2.1) в случае α > 0 и λ > 0.
Рассмотрим случай −1 < α < 0 при произвольном λ ∈ R\{0}.
При −1 < α < 0, т. е. в случае 1 < α + 2 < 2, применяя известное неравен-

ство

ab ≤ ap

p
+

bq

q

(
a = |un|α+2, b = 1, p =

2

α + 2
> 1, q = − 2

α
> 1,

1

p
+

1

q
= 1

)
,

получим

2

∫

�τ

|un|α+2 dx ≤
∫

�τ

[
(α + 2)u2

n − α
]
dx = (α + 2)

∫

�τ

u2
n dx + |α|k̃τ.

В силу (2.8) и (2.9) из (2.7) следует, что

wn(τ) ≤ |λ|
∫

�τ

u2
n dx + 2

∫

Dτ

fnunt dxdt +
|λα|k̃τ
α + 2

. (2.14)

Из первого условия в (2.5) имеем

un(x, τ) =

τ∫

x/k̃

unt(x, t)dt, (x, τ) ∈ �τ .

Отсюда, применяя неравенство Коши — Буняковского, получим

u2
n(x, τ) ≤ τ

τ∫

x/k̃

u2
nt(x, t) dt,

и тем самым

∫

�τ

u2
n dx ≤ τ

∫

�τ

dx

τ∫

x/k̃

(
u2
nx + u2

nt

)
dt = τ

∫

Dτ

(
u2
nx + u2

nt

)
dxdt. (2.15)

Поскольку 2fnunt ≤ f2
n + u2

nt, в силу (2.15) из (2.14) имеем

wn(τ) ≤ |λ|τ
∫

Dτ

(
u2
nx + u2

nt

)
dxdt +

∫

Dτ

u2
nt dxdt +

∫

Dτ

f2
n dxdt +

|λα|k̃τ
2(α + 2)

.

С учетом вида функции wn из (2.10) отсюда следует, что

wn(τ) ≤ (|λ|τ + 1)

τ∫

0

wn(s) ds + ‖fn‖2
L2(Dτ ) +

|λα|k̃τ
2(α + 2)

,
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так что с учетом леммы Гронуолла

wn(τ) ≤
[
‖fn‖2

L2(DT ) +
|λα|k̃T
2(α + 2)

]
exp[|λ|T 2 + T ].

Аналогично тому, как из (2.11) получено (2.12), из последнего неравенства
имеем

|un(x, t)|2 ≤ k̃twn(t) ≤ k̃T

[
‖fn‖2

C(DT )
mesDT +

|λα|k̃T
2(α + 2)

]
exp[|λ|T 2 + T ]

≤ 1

2
k̃2T 2

[
T ‖fn‖2

C(DT )
+

|λα|
α + 2

]
exp[|λ|T 2 + T ].

Стало быть,

‖un‖C(DT ) ≤ k̃T

[√
T

2
‖fn‖C(DT ) +

√
|λα|

2(α + 2)

]
exp[2−1(|λ|T 2 + T )]. (2.16)

Переходя в неравенстве (2.16) к пределу при n → ∞, в силу (2.2), (2.4), (2.6)
получим

‖u‖C(DT ) ≤ k̃T

√
T

2
exp[2−1(|λ|T 2+T )]‖f‖C(DT )+k̃T

√
|λα|

2(α + 2)
exp[2−1(|λ|T 2+T )].

(2.17)
Этим оценка (2.1) доказана полностью.

Замечание 2.1. Из (2.13) и (2.17) следует, что в оценке (2.1) постоянные
c1 и c2 определяются формулами

c1 = k̃T 2

√
e

2
, c2 = 0 при α > 0, λ > 0, (2.18)

c1 = k̃T

√
T

2
exp[2−1(|λ|T 2 + T )],

c2 = k̃T

√
|λα|

2(α + 2)
exp[2−1(|λ|T 2 + T )] при − 1 < α < 0, λ ∈ R\{0}.

(2.19)

3. Эквивалентная редукция
задачи (1.1), (1.2) к нелинейному

интегральному уравнению типа Вольтерра

В новых независимых переменных ξ = 1
2 (t+x), η = 1

2 (t−x) область DT пе-

рейдет в треугольную областьET с вершинами в точкахO(0, 0), Q1

(
1

1+kT,
k

1+kT
)
,

Q2

(
1
2T,

1
2T

)
плоскости переменных ξ, η, а задача (1.1), (1.2) — в задачу

L̃λũ := ũξη + λ|ũ|αũ = f̃(ξ, η), (ξ, η) ∈ ET , (3.1λ)

ũ|γ1,T = 0, (ũξ − ũη)|γ2,T = 0 (3.2λ)

относительно новой неизвестной функции ũ(ξ, η) := u(ξ − η, ξ + η) с правой

частью f̃(ξ, η) := f(ξ − η, ξ + η). Здесь

γ1,T : η = kξ, 0 ≤ ξ ≤ ξT :=
1

1 + k
T, γ2,T : ξ = η, 0 ≤ η ≤ ηT :=

1

2
T, (3.3)
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0 < k :=
1 − k̃

1 + k̃
< 1. (3.4)

Замечание 3.1. В соответствии с определением 1.1 вводится понятие силь-
ного обобщенного решения ũ задачи (3.1λ), (3.2λ) класса C в области ET , т. е.

существует такая последовательность функций ũn ∈
◦

C2(ET , γ1,T , γ2,T ) := {w ∈
C2(ET ) : w|γ1,T = 0, (wξ − w̃η)|γ2,T = 0}, что

lim
n→∞

‖ũn − ũ‖C(ET ) = 0, lim
n→∞

‖L̃λũn − f̃‖C(ET ) = 0. (3.5)

Отметим, что если u является сильным обобщенным решением задачи (1.1),
(1.2) класса C в области DT в смысле определения 1.1, то ũ будет сильным
обобщенным решением задачи (3.1λ), (3.2λ) класса C в области ET в смысле
данного определения, и обратно.

Обозначим через GT треугольную область с вершинами в точках O(0, 0),
Q1

(
1

1+kT,
k

1+kT
)
, Q∗

1

(
k

1+kT,
1

1+kT
)
, симметричную относительно прямой ξ = η,

причем, как легко видеть, GT ∩ {η < ξ} = ET .

Продолжим функции ũn и f̃ четным образом относительно прямой ξ = η в
область GT , оставляя за ними прежние обозначения, т. е.

ũn(ξ, η) = ũn(η, ξ), f̃(ξ, η) = f̃(η, ξ), (ξ, η) ∈ GT . (3.6)

Замечание 3.2. Поскольку f̃ |ET
∈ C(ET ) и ũn|ET

∈
◦

C2(ET , γ1,T , γ2,T ), с

учетом (3.6) имеем

f̃ ∈ C(GT ), ũn ∈ C2(GT ), (3.7)

ũn|γ1,T = 0, ũn|γ∗

1,T
= 0, (3.8)

где γ∗
1,T := OQ∗

1 ∈ ∂ GT , т. е. γ∗
1,T : ξ = kη, 0 ≤ η ≤ 1

1+kT .

Замечание 3.3. Для продолженных в область GT функций ũn, f̃ предель-
ные равенства типа (3.5) остаются в силе, т. е.

lim
n→∞

‖ũn − ũ‖C(GT ) = 0, lim
n→∞

‖L̃λũn − f̃‖C(GT ) = 0. (3.9)

Рис. 1.

Если P0(ξ0, η0) ∈ ET , то обозна-
чим через P1M0P0N0 характеристи-
ческий относительно уравнения
(3.1λ) прямоугольник, вершины N0

и M0 которого лежат соответствен-
но на отрезках γ1,T и γ∗

1,T , т. е. в

силу (3.3) N0 := (ξ0, kξ0), M0 :=
(kη0, η0), P1 := (kη0, kξ0). Посколь-
ку P1 ∈ GT , аналогичным образом
построим характеристический пря-
моугольник P2M1P1N1, вершины N1

и M1 которого лежат соответствен-
но на отрезках γ1,T и γ∗

1,T . Про-
должая этот процесс, получим ха-
рактеристический прямоугольник
Pi+1MiPiNi, для которого Ni ∈ γ1,T ,
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Mi ∈ γ∗
1,T , причем Ni := (ξi, kξi), Mi := (kηi, ηi), Pi+1 := (kηi, kξi), если Pi :=

(ξi, ηi), i = 0, 1, . . . (рис. 1).
Легко видеть, что

P2m = (k2mξ0, k
2mη0), P2m+1 = (k2m+1η0, k

2m+1ξ0),

M2m = (k2m+1η0, k
2mη0), M2m+1 = (k2m+2ξ0, k

2m+1ξ0),

N2m = (k2mξ0, k
2m+1ξ0), N2m+1 = (k2m+1η0, k

2m+2η0),

(3.10)

где m = 0, 1, 2 . . . .
Как известно, для любой функции v класса C2 в замкнутом характери-

стическом прямоугольнике Pi+1MiPiNi справедливо следующее равенство (см.,
например, [13, с. 173]):

v(Pi) = v(Mi) + v(Ni) − v(Pi+1) +

∫

Pi+1MiPiNi

L̃0v dξ1dη1, i = 0, 1, . . . , (3.11)

где оператор L̃0 определен в (3.10).
Из (3.10) в силу (3.8) имеем ũn(Mi) = ũn(Ni) = 0, i = 0, 1, 2 . . . . Поэтому

из (3.11) при v = ũn получим

ũn(ξ0, η0) = ũn(P0) = ũn(M0) + ũn(N0) − ũn(P1) +

∫

P1M0P0N0

L̃0ũn dξ1dη1

= −ũn(P1) +

∫

P1M0P0N0

L̃0ũn dξ1dη1 = −ũn(M1) − ũn(N1) + ũn(P2)

−
∫

P2M1P1N1

L̃0ũn dξ1dη1 +

∫

P1M0P0N0

L̃0ũn dξ1dη1 = ũn(P2)

−
∫

P2M1P1N1

L̃0ũn dξ1dη1 +

∫

P1M0P0N0

L̃0ũn dξ1dη1 = · · · = (−1)mũn(Pm)

+

m−1∑

i=0

(−1)i
∫

Pi+1MiPiNi

L̃0ũn dξ1dη1, (ξ0, η0) ∈ ET . (3.12)

Так как точка Pm из (3.12) стремится к точке O(0, 0) при m → ∞, в силу
(3.8) имеем lim

m→∞
ũn(Pm) = 0. Отсюда, переходя в равенстве (3.12) к пределу

при m → ∞, для функции ũn ∈ C2(GT ) в области ET получим следующее
представление:

ũn(ξ0, η0) =
∞∑

i=0

(−1)i
∫

Pi+1MiPiNi

L̃0ũn dξ1dη1, (ξ0, η0) ∈ ET . (3.13)

Замечание 3.4. Поскольку L̃0ũn принадлежат C(ET ) и имеют место нера-
венства (3.4), а в силу (3.10)

mes Pi+1MiPiNi = k2i(ξ0 − kη0)(η0 − kξ0), (3.14)

ряд в правой части равенства (3.13) равномерно и абсолютно сходится.
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Легко видеть, что согласно (3.4) и (3.14)

∣∣∣∣∣

∞∑

i=0

(−1)i
∫

Pi+1MiPiNi

L̃0ũn dξ1dη1 −
∞∑

i=0

(−1)i
∫

Pi+1MiPiNi

f̃ dξ1dη1

∣∣∣∣∣

≤
∞∑

i=0

‖L̃0ũn − f̃‖C(GT ) mes Pi+1MiPiNi = ‖L̃0ũn − f̃‖C(GT )

×
∞∑

i=0

k2i(ξ0 − kη0)(η0 − kξ0) ≤
ξ0η0

1 − k2
‖L̃0ũn − f̃‖C(GT ). (3.15)

Замечание 3.5. В силу (3.5) при λ = 0 и (3.15), переходя в равенстве
(3.13) к пределу при n → ∞, получим следующее интегральное представление
для сильного обобщенного решения ũ задачи (3.10), (3.20) класса C в области
ET :

ũ(ξ0, η0) =

∞∑

i=0

(−1)i
∫

Pi+1MiPiNi

f̃ dξ1dη1, (ξ0, η0) ∈ ET . (3.16)

Замечание 3.6. Из приведенных выше рассуждений следует, что для лю-
бой f̃ ∈ C(ET ) линейная задача (3.10), (3.20) имеет единственное сильное обоб-
щенное решение ũ класса C в областиET , которое представимо в виде равномер-
но и абсолютно сходящегося ряда (3.16) и при f̃ ∈ C(ET ) является классическим

решением этой задачи, т. е. ũ ∈
◦

C2(ET , γ1,T , γ2,T ).

В соответствии с (3.16) введем в рассмотрение оператор L̃−1
0 : C(ET ) →

C(ET ), действующий по формуле

(L̃−1
0 f̃)(ξ, η) :=

∞∑

i=0

(−1)i
∫

Pi+1MiPiNi

f̃ dξ1dη1, (ξ, η) ∈ ET . (3.17)

Здесь в подынтегральном выражении согласно (3.6) под f̃ подразумевается пра-
вая часть уравнения (3.1λ), четным образом продолженная из области ET в

область GT относительно прямой ξ = η, причем очевидно, что f̃ ∈ C(ET ).

Замечание 3.7. Ввиду (3.17) и замечания 3.6 единственное сильное обоб-
щенное решение ũ задачи (3.10), (3.20) класса C в области ET представимо в

виде ũ = L̃−1
0 f̃ , причем в силу (3.4), (3.14) имеет место оценка

|ũ(ξ, η)| ≤
∞∑

i=0

∫

Pi+1MiPiNi

|f̃ | dξ1dη1 ≤ ξη‖f̃‖C(ET )

∞∑

i=0

k2i

≤ ξ2 + η2

2(1 − k2)
‖f̃‖C(ET ) ≤

T 2

1 − k2
‖f̃‖C(ET ),

откуда, в свою очередь, следует, что

∥∥L̃−1
0

∥∥
C(ET )→C(ET )

≤ T 2

1 − k2
. (3.18)



Задача Коши — Дарбу 1415

Лемма 3.1. Пусть α > 0. Функция ũ ∈ C(ET ) является сильным обоб-

щенным решением задачи (3.1λ), (3.2λ) класса C в области ET тогда и только

тогда, когда она является непрерывным решением следующего нелинейного ин-

тегрального уравнения типа Вольтерра:

ũ(ξ, η) + λ
(
L̃−1

0 |ũ|αũ
)
(ξ, η) =

(
L̃−1

0 f̃
)
(ξ, η), (ξ, η) ∈ ET . (3.19)

Доказательство. Действительно, пусть f̃ ∈ C(ET ) и ũ ∈ C(ET ) явля-
ется решением уравнения (3.19). Поскольку пространства C1(ET ) и C2(ET )
плотны в C(ET ) (см., например, [14, с. 37]), найдутся такие последовательно-

сти функций f̃n ∈ C1(ET ) и wn ∈ C2(ET ), что f̃n → f̃ и w̃n → ũ в пространстве

C(ET ) при n → ∞. Положим ũn := −λ
(
L̃−1

0 |wn|αwn

)
+ L̃−1

0 f̃n, n = 1, 2, . . . .

Так как |wn|αwn ∈ C1(ET ) при α > 0, в силу замечания 3.6 легко видеть, что

ũn ∈
◦

C2(ET , γ1,T , γ2,T ). С одной стороны, ввиду оценки (3.18) и равенства (3.19)

имеем ũn → −λ
(
L̃−1

0 |ũ|αũ
)

+ L̃−1
0 f̃ = ũ в пространстве C(ET ) при n → ∞, т. е.

ũn → ũ в C(ET ) при n → ∞. С другой стороны, L̃0ũn = −λ|wn|αwn + f̃n, а по-

скольку lim
n→∞

‖ũn−ũ‖C(ET ) = 0, lim
n→∞

‖wn−ũ‖C(ET ) = 0 и lim
n→∞

‖f̃n− f̃‖C(ET ) = 0,

с учетом (2.3) имеем L̃λũn = L̃0ũn + λ|ũn|αũn = −λ|wn|αwn + f̃n + λ|ũn|αũn =

−λ[|wn|αwn − |ũ|αũ] + λ[|ũn|αũn − |ũ|αũ] + f̃n → f̃ в пространстве C(ET ) при
n → ∞. Таким образом, функция ũ ∈ C(ET ) является сильным обобщенным
решением задачи (3.1λ), (3.2λ) класса C в области ET . Обратное очевидно.

4. Случай глобальной разрешимости
задачи (1.1), (1.2) в классе непрерывных функций

Лемма 4.1. Оператор L̃−1
0 , определенный по формуле (3.17), является ли-

нейным непрерывным оператором, действующим из пространства C(ET ) в про-

странство C1(ET ).

Доказательство. Сначала покажем, что при f̃ ∈ C(ET ) ряд из правой
части (3.17), формально продифференцированный по ξ и по η, равномерно схо-
дится на множестве ET . Действительно, как легко проверить,

∂

∂ξ

[
∞∑

i=0

(−1)i
∫

Pi+1MiPiNi

f̃ dξ1dη1

]

=

∞∑

n=0

[
k2n

∫

N2nP2n

f̃ dη1 + k2n+2

∫

P2n+2M2n+1

f̃ dη1 − k2n+1

∫

M2n+1N2n

f̃ dξ1

]
, (4.1)

∂

∂η

[
∞∑

i=0

(−1)i
∫

Pi+1MiPiNi

f̃ dξ1dη1

]

=

∞∑

n=0

[
k2n

∫

M2nP2n

f̃ dξ1 + k2n+2

∫

P2n+2N2n+1

f̃ dξ1 − k2n+1

∫

N2n+1M2n

f̃dη1

]
. (4.2)

В силу (3.10) имеют место равенства

|N2mP2m| = k2m(η − kξ), |P2m+2M2m+1| = k2m+1(ξ − kη),
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|M2m+1N2m| = k2m(1 − k2)ξ, |M2mP2m| = k2m(ξ − kη),

|P2m+2N2m+1| = k2m+1(η − kξ), |N2m+1M2m| = k2m(1 − k2)η.

Отсюда и из (3.4) следуют равномерная и абсолютная сходимость рядов (4.1),
(4.2) и оценка

max

{∥∥∥∥
∂

∂ξ

(
L̃−1

0 f̃
)∥∥∥∥

C(ET )

,

∥∥∥∥
∂

∂η

(
L̃−1

0 f̃
)∥∥∥∥

C(ET )

}
≤ 3

1 − k4
T ‖f̃‖C(ET ),

из которой ввиду (3.18) с учетом того, что ‖v‖C1 := max{‖v‖C , ‖vξ‖C , ‖vη‖C},
вытекает утверждение леммы 4.1.

Замечание 4.1. Поскольку пространство C1(ET ) компактно вложено в

C(ET ) (см., например, [15, с. 135]), в силу (3.18) и леммы 4.1 оператор L̃−1
0 :

C(ET ) → C(ET ) линеен и компактен.

Уравнение (3.19) перепишем в виде

v = Av := L̃−1
0 (−λ|v|αv + f̃), (4.3)

где оператор A : C(ET ) → C(ET ) непрерывен и компактен, поскольку нелиней-

ный оператор K : C(ET ) → C(ET ), действующий по формуле Kv = −λ|v|αv+ f̃ ,

при α > 0 ограничен и непрерывен, а линейный оператор L̃−1
0 : C(ET ) → C(ET )

в силу замечания 4.1 компактен. В тоже время согласно леммам 2.1 и 3.1, а
также равенствам (2.18) и (2.19) для любого параметра τ ∈ [0, 1] и для лю-
бого решения v ∈ C(ET ) уравнения v = τAv справедлива априорная оценка

‖v‖C(ET ) ≤ c1‖f̃‖C(ET ) + c2 с теми же неотрицательными постоянными c1 и c2,

что и в (2.1), не зависящими от v, τ и f̃ . Поэтому по теореме Лере — Шаудера
(см., например, [16, с. 375]) уравнение (4.3) при условиях леммы 2.1 в случае
α > 0, λ > 0 имеет хотя бы одно решение v ∈ C(ET ). Тем самым в силу
леммы 3.1 доказана следующая

Теорема 4.1. Пусть α > 0, λ > 0. Тогда задача (1.1), (1.2) глобально

разрешима в классе C в смысле определения 1.2, т. е. если f ∈ C(D∞), то для

любого T > 0 задача (1.1), (1.2) имеет сильное обобщенное решение класса C в

области DT .

5. Гладкость и единственность решения
задачи (1.1), (1.2). Существование

глобального классического решения в D∞

Из равенств (3.19), (4.1), (4.2) в силу лемм 3.1 и 4.1 непосредственно выте-
кает

Лемма 5.1. Пусть u является сильным обобщенным решением задачи (1.1),
(1.2) класса C в области DT в смысле определения 1.1. Тогда если α > 0 и

f ∈ C1(DT ), то u ∈ C2(DT ).

Лемма 5.2. При α > 0 задача (1.1), (1.2) не может иметь более одного

сильного обобщенного решения класса C в области DT .

Доказательство. Действительно, предположим, что задача (1.1), (1.2)
имеет два возможных различных сильных обобщенных решения u1 и u2 класса
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C в области DT . Согласно определению 1.1 существует такая последователь-

ность функций uin ∈
◦

C2(DT , γ̃1,T , γ̃2,T ), i = 1, 2, что

lim
n→∞

‖uin − ui‖C(DT ) = 0, lim
n→∞

‖Lλuin − f‖C(DT ) = 0, i = 1, 2. (5.1)

Положим ωn := u2n − u1n. Легко видеть, что функция ωn ∈
◦

C2(DT , γ̃1,T , γ̃2,T )
является классическим решением следующей задачи:

L0ωn + gnωn = fn, (5.2)

ωn|γ̃1,T = 0, ωnx|γ̃2,T = 0. (5.3)

Здесь

gn := λ(1 + α)

1∫

0

|u1n + t(u2n − u1n)|α dt, (5.4)

fn := Lλu2n − Lλu1n, (5.5)

где использовано очевидное равенство

ϕ(x2) − ϕ(x1) = (x2 − x1)

1∫

0

ϕ′[x1 + t(x2 − x1)] dt

для функции ϕ(x) := |x|αx при x2 = u2n, x1 = u1n, α > 0. В силу первого ра-
венства из (5.1) найдется такое число M := const > 0, не зависящее от индексов
i и n, что ‖uin‖C(DT ) ≤ M , откуда, в свою очередь, с учетом (5.4) следует, что

‖gn‖C(DT ) ≤ |λ|(1 + α)Mα ∀n. (5.6)

В силу (5.5) и второго равенства из (5.1)

lim
n→∞

‖fn‖C(DT ) = 0. (5.7)

Умножая обе части равенства (5.2) на ωnt и интегрируя по области Dτ , 0 < τ ≤
T , ввиду краевых условий (5.3) так же, как при получении неравенства (2.10)
из (2.4), (2.5), имеем

wn(τ) :=

∫

�τ

(
ω2
nx + ω2

nt

)
dx ≤ 2

∫

Dτ

(fn − gnωn)ωnt dxdt. (5.8)

В силу оценки (5.6) и неравенства Коши

2

∫

Dτ

(fn − gnωn)ωnt dxdt ≤
∫

Dτ

ω2
nt dxdt +

∫

Dτ

(fn − gnωn)2 dxdt

≤
∫

Dτ

ω2
nt dxdt + 2

∫

Dτ

f2
n dxdt + 2

∫

Dτ

g2
nω

2
n dxdt ≤

∫

Dτ

ω2
nt dxdt

+ 2

∫

Dτ

f2
n dxdt + 2λ2(1 + α)2M2α

∫

Dτ

ω2
n dxdt. (5.9)
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Согласно (5.3) и равенству ωn(x, t) =
t∫

x/k̃

ωnt(x, s) ds, (x, t) ∈ DT , стандарт-

ными рассуждениями приходим к неравенству (см., например, [17, с. 63])

∫

Dτ

ω2
n dxdt ≤ τ2

∫

Dτ

ω2
nt dxdt,

откуда с учетом (5.8) и (5.9) следует, что

wn(τ) ≤ [1 + 2λ2(1 + α)2M2ατ2]

∫

Dτ

ω2
nt dxdt + 2

∫

Dτ

f2
n dxdt

≤ [1 + 2λ2(1 + α)2M2αT 2]

τ∫

0

wn(s)ds + 2

∫

DT

f2
n dxdt.

Отсюда в силу леммы Гронуолла получаем, что

wn(τ) ≤ c‖fn‖2
L2(DT ), 0 < τ ≤ T, (5.10)

где c := 2 exp[1 + 2λ2(1 + α)2M2αT 2]T .

Проводя рассуждения, аналогичные тем, которые привели к неравенству
(2.12), а также учитывая очевидное неравенство ‖fn‖2

L2(DT ) ≤ ‖fn‖2
C(DT )

mesDT ,

в силу (5.10) при (x, t) ∈ DT имеем

|ωn(x, t)|2 ≤ k̃twn(t) ≤ k̃T cmesDT ‖fn‖2
C(DT )

=
c

2
k̃2T 3‖fn‖2

C(DT )
.

Отсюда следует, что

‖ωn‖C(DT ) ≤ T

√
cT

2
k̃‖fn‖C(DT ). (5.11)

Поскольку ωn := u2n − u1n, в силу первого равенства из (5.1) lim
n→∞

‖ωn‖C(DT ) =

‖u2 − u1‖C(DT ), тем самым, переходя в неравенстве (5.11) к пределу при n →
∞, ввиду (5.7) получим ‖u2 − u1‖C(DT ) = 0, т. е. u1 = u2, что и доказывает
лемму 5.1.

Теорема 5.1. Пусть α > 0 и λ > 0. Тогда для любого f ∈ C1(D∞)
задача (1.1), (1.2) имеет единственное глобальное классическое решение u ∈
◦

C2(D∞, γ̃1,∞, γ̃2,∞) в области D∞.

Доказательство. Если α > 0, λ > 0 и f ∈ C1(D∞), то согласно тео-
реме 4.1 и леммам 5.1 и 5.2 в области DT при T = n существует единственное

классическое решение un ∈
◦

C2(Dn, γ̃1,n, γ̃2,n) задачи (1.1), (1.2). Поскольку un+1

является также классическим решением задачи (1.1), (1.2) в области Dn, в силу
леммы 5.2 имеем un+1|Dn

= un. Поэтому функция u, построенная в области
D∞ по правилу: u(x, t) = un(x, t) при n = [t] + 1, где [t] — целая часть числа t,
а (x, t) ∈ D∞, будет единственным классическим решением задачи (1.1), (1.2) в

области D∞ класса
◦

C2(D∞, γ̃1,∞, γ̃2,∞). Теорема 5.1 доказана полностью.
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Рис. 2.

6. Случай отсутствия глобального
классического решения задачи (1.1), (1.2)

Рассмотрим случай, когда в уравнении (1.1) λ < 0, а α > 0.
При P0 := (x0, t0) ∈ DT введем в рассмотрение область DP0 := {(x, t) ∈

DT : k0x < t < t0 − |x − x0|}, которая ограничена сверху характеристическим
углом SP0 : t = t0 − |x− x0| с вершиной в точке P0, а снизу — отрезками γ̃1,T и
γ̃2,T носителей данных задачи (1.1), (1.2), где

k0 := 1/k̃ > 1. (6.1)

Лемма 6.1. Пусть f ∈ C(DT ) и u ∈ C2(DT ) — классическое решение

задачи (1.1), (1.2). Тогда если для некоторой точки P0 ∈ DT правая часть f
уравнения (1.1) удовлетворяет условию

f |DP0
= 0, (6.2)

то и решение u этой задачи удовлетворяет такому же условию

u|DP0
= 0. (6.3)

Доказательство. Положим DP0,τ := DP0∩{t < τ}, �P0,τ := DP0∩{t = τ},
0 < τ < t0. Тогда ∂DP0,τ = γ̃1,τ ∪ γ̃2,τ ∪ SP0,τ ∪ �P0,τ , где γ̃i,τ := ∂DP0,τ ∩ γ̃i,T ,
i = 1, 2, SP0,τ := ∂DP0,τ ∩ SP0 (рис. 2).

Пусть u ∈ C2(DT ) — классическое решение задачи (1.1), (1.2). Так же, как
и при получении (2.7), умножая обе части равенства (1.1) на ut и интегрируя
по области DP0,τ , 0 < τ < t0, с учетом (1.2) и (6.2) получим

0 =

∫

γ̃1,τ∪SP0,τ

ν−1
t

[
(uxνt − utνx)

2 + u2
t

(
ν2
t − ν2

x

)]
ds

+
2λ

α + 2

∫

SP0,τ∪�P0,τ

|u|α+2νt ds +

∫

�P0,τ

(
u2
x + u2

t

)
dx. (6.4)

В силу (1.2) и (6.1), принимая во внимание, что

(uxνt − utνx)|γ̃1,τ = 0,
(
ν2
t − ν2

x

)∣∣
γ̃1,τ

< 0, νt|γ̃1,τ < 0,
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(
ν2
t − ν2

x

)∣∣
SP0,τ

= 0, νt|SP0,τ
=

1√
2
> 0,

имеем ∫

γ̃1,τ∪SP0,τ

ν−1
t

[(
uxνt − utνx

)2
+ u2

t

(
ν2
t − ν2

x

)]
ds ≥ 0.

С учетом этого неравенства и νt|�P0,τ
= 1 из (6.4) получаем

w(τ) :=

∫

�P0,τ

(
u2
x + u2

t

)
dx ≤ M

∫

SP0,τ∪ �P0,τ

u2 ds, 0 < τ < t0. (6.5)

Здесь ввиду того, что u ∈ C2(DT ) и |νt|SP0,τ∪�P0,τ
≤ 1, в качестве неотрица-

тельной постоянной M , которая не зависит от параметра τ , можно взять

M :=
2|λ|
α + 2

‖u‖α
C(DT )

< +∞. (6.6)

В силу (1.2) имеем

u(x, t) =

t∫

k0x

ut(x, σ) dσ, (x, t) ∈ SP0,τ ∪ �P0,τ .

Отсюда стандартными рассуждениями получаем неравенство (см., например,
[17, с. 63]) ∫

SP0,τ∪�P0,τ

u2 ds ≤ 2t0

∫

DP0,τ

u2
t dxdt, 0 < τ < t0.

Из (6.5) с учетом последнего неравенства легко находим, что

w(τ) ≤ 2t0M

τ∫

0

w(σ) dσ, 0 < τ < t0.

Отсюда в силу (6.6) и леммы Гронуолла непосредственно следует, что w(τ) = 0,
0 < τ < t0, а тем самым ux = ut = 0 в области DP0 . Поэтому u|DP0

= const и,

приняв во внимание первое граничное условие из (1.2), окончательно получаем,
что справедливо (6.3). Лемма 6.1 доказана.

Обозначим через �T треугольную область с вершинами в точках O(0, 0),
K(T/k0, T ), K∗(−T/k0, T ), симметричную относительно прямой x = 0.

Пусть Gε := {(x, t) ∈ R
2 : t > |x| + ε} — угловая область с вершиной в

точке (0, ε) с характеристическими сторонами, где ε := const > 0. Положим
BT := �T \Gε, ε < T ≤ ∞. В силу (6.1) очевидно, что B∞ =

{
(x, t) ∈ R

2 :

k0|x| < t < |x| + ε, |x| < ε
k0−1

}
, причем

B∞ ⊂ �b := {(x, t) ∈ R
2 : 0 < t < b}, b :=

εk0

k0 − 1
. (6.7)

Легко видеть, что BT = Bb = B∞ при T ≥ b (рис. 3).
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Рис. 3.

Лемма 6.2. Пусть λ < 0,

α > 0, f ∈ C(DT ), T ≥ b, f ≥
0 и f |Bb

= 0. Тогда если u ∈
C2(DT ) — классическое решение

задачи (1.1), (1.2), то u|Db
≥ 0.

Доказательство. Снача-
ла покажем, что u|Bb

= 0. Дей-
ствительно, пусть P0 ∈ Bb. В си-
лу условия леммы справедливо
(6.2) и согласно лемме 6.1 имеет
место равенство (6.3). Продол-
жим функции u и f четным об-
разом относительно прямой x =
0 из области DT в область �T ,

оставляя за ними прежние обозначения. Легко проверить, что в силу (1.2)
продолженная функция u принадлежит классу C2(�T ), является классическим
решением уравнения (1.1) и удовлетворяет краевым условиям

u|OK = 0, u|OK∗ = 0. (6.8)

Еще раз продолжая функции u и f нулем за пределы �b в полосу �b и оставляя
за ними те же обозначения, с учетом (6.8) получим, что u ∈ C2(�b) является
классическим решением задачи Коши

utt − uxx = −λ|u|αu + f(x, t), u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0 (6.9)

в �b. Как известно, для решения u ∈ C2(�b) задачи (6.9) справедливо инте-
гральное представление (см., например, [13, с. 162])

u(x, t) = −λ

2

∫

�x,t

|u|αu dξdτ + f0(x, t), (x, t) ∈ �b. (6.10)

Здесь

f0(x, t) :=
1

2

∫

�x,t

f(ξ, τ) dξdτ, (x, t) ∈ �b, (6.11)

где �x,t := {(ξ, τ) ∈ R
2 : |ξ−x| < t, 0 < τ < t−|ξ−x|} — треугольник с вершиной

в точке (x, t), основанием которого является отрезок |ξ − x| < t, τ = 0 оси ξ в
плоскости переменных ξ и τ .

Пусть P0 ∈ Db. Рассмотрим интегральное уравнение

v(x, t) =

∫

�x,t

k(ξ, τ)v(ξ, τ) dξdτ + f0(x, t), (x, t) ∈ �P0 , (6.12)

относительно неизвестной функции v ∈ C(�P0). Здесь

k(ξ, τ) := −λ

2
|u(ξ, τ)|α, (ξ, τ) ∈ �P0 , (6.13)

где u — классическое решение задачи (1.1), (1.2), фигурирующее в лемме 6.2.
Поскольку k, f0 ∈ C(�P0), а оператор в правой части (6.12) является интеграль-
ным оператором типа Вольтерра (по переменной t), уравнение (6.12) однозначно
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разрешимо в пространстве C(�P0). При этом решение v уравнения (6.12) может
быть получено методом последовательных приближений Пикара:

v0 = 0, vm+1(x, t) =

∫

�x,t

k(ξ, τ)vm(ξ, τ) dξdτ + f0(x, t), m = 0, 1, 2, . . . . (6.14)

Действительно, пусть ωτ := �P0 ∩ {t = τ}, wm|�P0
:= vm+1 − vm, λm(t) :=

max
x∈ωt

|wm(x, t)|, m = 0, 1, 2, . . . . Очевидно, что w0|�P0
:= f0. Тогда если

(Bpϕ)(t) := δ

t∫

0

(t− τ)p−1ϕ(τ) dτ, 0 < t < t0, p > 0, δ := 2‖k‖C(�P0 ),

то, принимая во внимание равенство (см., например, [18, с. 206])

(
Bm

p ϕ
)
(t) =

[δ� (p)]m

� (mp)

t∫

0

(t− τ)mp−1ϕ(τ)dτ, t > 0, m = 1, 2, . . . ,

где � — гамма-функция, в силу (6.14) при (x, t) ∈ �P0 имеем

|wm(x, t)| =

∣∣∣∣
∫

�x,t

kwm−1 dξdτ

∣∣∣∣ ≤
t∫

0

dτ

∫

|ξ−x|≤t−τ

|k||wm−1| dξ

≤ ‖k‖C(�
P0 )

t∫

0

dτ

∫

|ξ−x|≤t−τ

λm−1(τ) dξ = 2‖k‖C(�P0 )

t∫

0

(t− τ)λm−1(τ) dτ

= (B2λm−1)(t).

Отсюда

λm(t) ≤ (B2λm−1)(t) ≤ · · · ≤
(
Bm

2 λ0

)
(t) =

[δ� (2)]m

� (2m)

t∫

0

(t− τ)2m−1λ0(τ) dτ

≤ δm

� (2m)

t∫

0

(t− τ)2m−1‖w0‖C(�P0 ) dτ ≤
(
δt20

)m

2m� (2m)
‖f0‖C(�P0 )

=

(
δt20

)m

(2m)!
‖f0‖C(�P0 )

и, следовательно,

‖wm‖C(�P0 ) = ‖λm‖C([0,t0]) ≤
(
δt20

)k

(2m)!
‖f0‖C(�P0 ).

Поэтому ряд v := lim
m→∞

vm = v0 +
∞∑

m=0
wm сходится в классе C(�P0) и его сумма

является решением уравнения (6.12). Аналогично доказывается единственность
решения уравнения (6.12) в пространстве C(�P0).

Согласно формулам (6.13), (6.11) и условиям леммы функции k и f0 неотри-
цательны. Поэтому последовательные приближения vm из (6.14) неотрицатель-
ны. Поскольку lim

m→∞
‖vm−v‖C(�P0 ) = 0, решение v неотрицательно в замкнутой
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области �P0 . Остается заметить, что в силу (6.10), (6.12) и (6.13) функция u
является решением уравнения (6.12), а в силу однозначной разрешимости этого
уравнения u = v ≥ 0 в �P0 . Таким образом, u(P0) ≥ 0 для любой точки P0 ∈ Db,
что и доказывает лемму 6.2.

Замечание 6.1. Поскольку T ≥ b и классическое решение u задачи (1.1),
(1.2) в области DT является также классическим решением этой задачи в обла-
сти Db, интегрированием по частям легко проверить, что справедливо следую-
щее интегральное равенство:

∫

Db

u�ϕdxdt = −λ

∫

Db

|u|αuϕdxdt +

∫

Db

fϕ dxdt (6.15)

для любой функции ϕ такой, что

ϕ ∈ C2(Db), ϕ|γ̃1,b
= 0, ϕx|γ̃2,b

= 0, ϕ|γ̃3,b
= 0, ϕt|γ̃3,b

= 0.

При λ < 0 в силу леммы 6.2 равенство (6.15) можно переписать в виде
∫

Db

|u|�ϕdxdt = |λ|
∫

Db

|u|pϕdxdt +

∫

Db

fϕ dxdt, p := α + 1 > 1. (6.16)

Воспользуемся методом пробных функций (см., например, [19, с. 10–12]).
Введем в рассмотрение функцию ϕ0 := ϕ0(x, t) такую, что

ϕ0 ∈ C2(D∞), ϕ0|DT=1 > 0, ϕ0|γ̃1,∞ = 0, ϕ0|t≥1 = 0, ϕ0
x|γ̃2,∞ = 0, (6.17)

и

κ0 :=

∫

DT=1

|�ϕ0|p′

|ϕ0|p′−1
dxdt < +∞, p′ =

α + 1

α
. (6.18)

Легко проверить, что в качестве функции ϕ0, удовлетворяющей услови-
ям (6.17) и (6.18), при достаточно большом натуральном l может быть взята
функция

ϕ0(x, t) =

{
[x(1 − t)(t− k0x)]l, (x, t) ∈ DT=1,

0, t ≥ 1.

Положим ϕb(x, t) := ϕ0(x/b, t/b). В силу (6.17) легко видеть, что

ϕb ∈ C2(Db), ϕb|Db
> 0, ϕb|γ̃1,b

= 0,
∂ϕb

∂x

∣∣∣∣
γ̃2,b

= 0, ϕb|γ̃3,b
= 0,

∂ϕb

∂t

∣∣∣∣
γ̃3,b

= 0.

(6.19)
Имеет место следующая теорема об отсутствии классического решения за-

дачи (1.1), (1.2) в области DT .

Теорема 6.1. Пусть λ < 0, α > 0, f = µg, где g ∈ C(DT ), g|Bb
= 0, g ≥ 0,

g 6≡ 0, T ≥ b и µ = const > 0, а число b определено в (6.7). Тогда найдется

такое положительное число µ0, что при µ > µ0 задача (1.1), (1.2) не имеет

классического решения в области DT .

Доказательство. Предположим, что в условиях теоремы существует клас-
сическое решение задачи (1.1), (1.2) в области DT . Тогда в силу лемм 6.1 и 6.2
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имеет место равенство (6.16), в котором ввиду (6.19) в качестве ϕ может быть
взята функция ϕ = ϕb, т. е.

∫

Db

|u|�ϕb dxdt = |λ|
∫

Db

|u|pϕb dxdt + µζε. (6.20)

Здесь в силу условий теоремы

ζε :=

∫

Db

gϕb dxdt > 0. (6.21)

Равенство (6.20) перепишем в виде

|λ|
∫

Db

|u|pϕb dxdt =

∫

Db

|u|�ϕb dxdt− µζε. (6.22)

Если в неравенстве Юнга с параметром ε1 > 0:

a1a2 ≤ ε1

p
ap1 +

1

p′εp
′−1

1

ap
′

2 ; a1, a2 ≥ 0,
1

p
+

1

p′
= 1, p > 1,

возьмем a1 = |u|ϕ
1
p

b , a2 = |�ϕb|

ϕ
1
p

b

, то с учетом того, что p′

p = p′ − 1, получим

|u�ϕb| = |u|ϕ
1
p

b

|�ϕb|
ϕ

1
p

b

≤ ε1

p
|u|pϕb +

1

p′εp
′−1

1

|�ϕb|p
′

ϕp′−1
b

.

Из (6.22) и последнего неравенства имеем
(
|λ| − ε1

p

) ∫

Db

|u|pϕb dxdt ≤
1

p′εp
′−1

1

∫

Db

|�ϕb|p
′

ϕp′−1
b

dxdt− µζε,

откуда при ε1 < |λ|p следует, что
∫

Db

|u|pϕb dxdt ≤
p

(|λ|p− ε1)p′ε
p′−1
1

∫

Db

|�ϕb|p
′

ϕp′−1
b

dxdt − pµ

|λ|p− ε1
ζε.

С учетом того, что p′ = p
p−1 , p = p′

p′−1 и min
0<ε1<|λ|p

p

(|λ|p−ε1)p′εp
′
−1

1

= 1
|λ|p′

, где

ε1 = |λ|, из последнего неравенства вытекает, что
∫

Db

|u|pϕb dxdt ≤
1

|λ|p′

∫

Db

|�ϕb|p
′

ϕp′−1
b

dxdt − µp′

|λ| ζε. (6.23)

Поскольку ϕb(x, t) := ϕ0(x/b, t/b), в силу (6.17), (6.18) после замены переменных
x = bx1, t = bt1, легко проверить, что

∫

Db

|�ϕb|p
′

ϕp′−1
b

dxdt =
1

b2(p′−1)

∫

DT=1

|�ϕ0|p′

|ϕ0|p′−1
dx1dt1 =

κ0

b2(p′−1)
< +∞. (6.24)

Отсюда с учетом (6.19) из (6.23) получим

0 ≤
∫

Db

|u|pϕb dxdt ≤
κ0

|λ|p′b2(p′−1)
− µp′

|λ| ζε. (6.25)
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Ввиду (6.21) и (6.24) если

µ > µ0 :=
κ0

p′|λ|p′−1b2(p′−1)ζε
,

то правая часть неравенства (6.25) отрицательна, в то время как левая часть
этого неравенства неотрицательна. Полученное противоречие доказывает тео-
рему 6.1.

Следствие 6.1. Пусть λ < 0, α > 0, g ∈ C(D∞), g ≥ 0, g 6≡ 0 и g|Bτ
=

0 для некоторого τ ≥ b. Тогда найдется такое положительное число µ0 =
µ0(λ, α, k̃, τ, ε, g), что при µ > µ0 и f = µg задача (1.1), (1.2) не имеет гло-

бального классического решения в области D∞.

Замечание 6.2. Как видно из доказательства, при выполнении условий
теоремы 6.1 если существует решение u ∈ C2(DT ) задачи (1.1), (1.2) в области
DT , то величина T заключена в интервале (0, b), т. е. 0 < T < b.

7. Локальная разрешимость
задачи (1.1), (1.2) в случае λ < 0 и α > 0

Как показано выше при α > 0, λ > 0, задача (1.1), (1.2) глобально, а тем
самым и локально разрешима. При нарушении условия λ > 0 в силу теоремы 6.1
задача (1.1), (1.2) не всегда глобально разрешима, хотя, как покажем ниже,
она остается локально разрешимой. Действительно, справедлива следующая
теорема о локальной разрешимости.

Теорема 7.1. Пусть λ < 0 и α > 0, f ∈ C(D∞), f 6≡ 0. Тогда найдется

такое положительное число T∗ := T∗(f), что при T ≤ T∗ задача (1.1), (1.2) в

области DT имеет хотя бы одно сильное обобщенное решение u класса C.

Доказательство. В разд. 4 задача (3.1λ), (3.2λ) в пространствеC(ET ) эк-
вивалентным образом была редуцирована к функциональному уравнению (4.3),
т. е. уравнению

v = Av := L̃−1
0 (−λ|v|αv + f̃), (7.1)

где оператор A : C(ET ) → C(ET ), как отмечалось там же, непрерывен и ком-
пактен. Поэтому для разрешимости уравнения (7.1) согласно теореме Шаудера
достаточно показать, что оператор A переводит некоторый шар BR := {w ∈
C(ET ) : ‖w‖C(ET ) ≤ R} радиуса R > 0, который является замкнутым и выпук-

лым множеством в банаховом пространстве C(GE), в себя. Покажем, что это
имеет место при достаточно малых T .

Действительно, в силу (3.18) и (7.1) при ‖v‖C(GT ) ≤ R имеем

‖Av‖C(ET ) ≤
∥∥L̃−1

0

∥∥
C(ET )→C(ET )

[
|λ|‖v‖α+1

C(ET )
+ ‖f̃‖C(ET )

]

≤ T 2

1 − k2
[|λ|Rα+1 + ‖f̃‖C(ET )], (7.2)

где k определено в (3.4).
Зафиксируем произвольным образом положительное число T1. Тогда в си-

лу оценки (7.2) при 0 < T ≤ T1 получим

‖Av‖C(ET ) ≤
T 2

1 − k2
[|λ|Rα+1 + ‖f̃‖C(ET1)].

Отсюда, в свою очередь, следует, что если T 2
∗ := min

{
T 2

1 ,
(1−k2)R

|λ|Rα+1+‖f̃‖
C(ET1

)

}
, то

‖Av‖C(ET ) ≤ R при ‖v‖C(ET ) ≤ R, 0 < T ≤ T∗. Этим теорема 7.1 доказана
полностью.
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