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ПРОСТРАНСТВАХ С МЕРОЙ
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Аннотация. Рассматриваются различные теоремы вложения для определенных
на метрическом пространстве классов функций соболевского типа с переменным
показателем суммируемости.
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В классическом определении пространств Соболева можно выделить два
основных условия принадлежности функции u пространствуW 1

p (G): во-первых,
существование обобщенных производных, что является характеристикой глад-
кости функции u, во-вторых, принадлежность модуля градиента функции u
пространству Лебега Lp(G).

Естественные обобщения пространств Соболева возникают при замене в ис-
ходном определении пространств Лебега другими классами функций, выбор ко-
торых диктуется спецификой рассматриваемой задачи. Хорошо известны раз-
личные применения весовых пространств Соболева, а в [1], к примеру, изуча-
ются соболевские классы функций с переменным показателем суммируемости и
их приложения к нелинейным дифференциальным уравнениям в частных про-
изводных с коэффициентами, имеющими переменные характеристики.

С другой стороны, в евклидовом случае для пространств Соболева W 1
p из-

вестны различные эквивалентные описания, не использующие в явном виде по-
нятия дифференциала и обобщенных производных и допускающие адекватную
формулировку в терминах метрики и меры. Это позволяет ввести аналоги собо-
левских классов функций на метрических пространствах, не имеющих линейной
структуры. Стандартный подход к определению таких классов заключается в
выделении некоторого «метрического аналога модуля градиента функции» и
предположении о его принадлежности соответствующему пространству Лебега
[2, 3]. Получаемые для таких функциональных пространств результаты, в част-
ности теоремы вложения, имеют весьма универсальный характер, поскольку их
доказательства используют минимальный набор исходных условий, основным
из которых является соотношение между метрикой и мерой. Результаты, полу-
ченные в метрическом случае, оказываются полезными при изучении класси-
ческих пространств Соболева в евклидовых областях с нерегулярной границей,
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при описании следов соболевских функций на фракталах и при решении ряда
других вопросов [4, 5].

Как и в евклидовом случае, замена пространства Лебега Lp, участвующе-
го в определении функционального класса соболевского типа, иным простран-
ством функций приводит к определению новых функциональных классов на
метрических пространствах. В данной работе изучаются некоторые свойства
классов функций соболевского типа с переменным показателем суммируемости
M1

p(x)(X, d, µ), определяемых на метрическом пространстве (X, d) с борелевской
мерой µ, удовлетворяющей условию удвоения. Характеристические свойства
таких функциональных пространств существенным образом зависят от метри-
ческих свойств показателя суммируемости p(x). В предположении непрерывно-
сти функции p(x) удается доказать теоремы вложения в пространства Лебега,
вполне аналогичные евклидовым результатам из [1], а также получить теоремы
вложения в пространства соболевского типа, определяемые гёльдеровыми мет-
риками. При более сильном предположении о липшицевости показателя сумми-
руемости p(x) удается уточнить полученные ранее результаты и доказать для
пространств M1

p(x)(X, d, µ) метрические аналоги теорем вложения, полученных
в евклидовом случае в [6].

1. Пространства Лебега с переменными
показателями суммируемости

Рассмотрим метрическое пространство (X, d) с конечным диаметром и ко-
нечную борелевскую меру µ с носителем в X. Фиксируем положительную из-
меримую функцию p : X → [1,∞) и положим p− = ess inf

x∈X
p(x), p+ = ess sup

x∈X
p(x).

При 1 < p(x) < ∞ сопряженный показатель p′(x) определим стандартным ра-
венством 1

p(x) + 1
p′(x) = 1.

На множестве измеримых функций f : X → R введем функционал

ρp(·)(f) =
∫
X

|f(x)|p(x) dµ.

Пространство Лебега с переменным показателем суммируемости Lp(·)(X,µ)
определим как класс всех таких функций f , что ρp(·)(λf) < ∞ при некотором
значении λ > 0.

В евклидовых пространствах такие классы функций введены достаточно
давно и хорошо изучены (см., к примеру, [1, 7]). Свойства функциональных
классов с переменными показателями суммируемости во многом похожи на
свойства пространств Лебега с постоянным показателями, однако некоторые
доказательства существенно отличаются от привычных. При этом доказатель-
ства основных структурных свойств для таких классов функций, определенных
на метрических пространствах с мерой, вполне аналогичны доказательствам со-
ответствующих утверждений в евклидовом случае [8, 9].

Для удобства приведем сводку основных определений и нужных нам ре-
зультатов, а также отметим основные идеи некоторых доказательств, конструк-
ция которых подходящим образом адаптирована для случая пространств с пе-
ременным показателем суммируемости. Более полные и строгие доказательства
можно найти, к примеру, в [1, 7–9].
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При p(x) ≥ 1 норма в пространстве Lp(·)(X,µ) вводится равенством

‖f‖p(·) = ‖f | Lp(·)(X,µ)‖ = inf
{
α > 0 | ρp(·)(f/α) =

∫
X

(
|f(x)|
α

)p(x)
dµ ≤ 1

}
.

Отметим, что при 0 < ‖f‖p(·) <∞ выполняется неравенство∫
X

(
|f(x)|
‖f‖p(·)

)p(x)
dµ ≤ 1, (1.1)

которое легко доказать, выбирая минимизирующую последовательность αk →
‖f‖p(·) и используя лемму Фату.

Первые два свойства введенной нормы:
1) ‖f‖p(·) ≥ 0 и ‖f‖p(·) = 0 ⇔ f(x) = 0 почти всюду;
2) ‖λf‖p(·) = |λ|‖f‖p(·),

очевидны, а неравенство треугольника
3) ‖f + g‖p(·) ≤ ‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)

следует из выпуклости функции tp при p ≥ 1, неравенства (1.1) и оценки∫
X

(
|f(x) + g(x)|

‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)

)p(x)
dµ ≤

∫
X

( ‖f‖p(·)
‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)

· |f(x)|
‖f‖p(·)

+
‖g‖p(·)

‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)
· |g(x)|
‖g‖p(·)

)p(x)
dµ ≤

‖f‖p(·)
‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)

∫
X

(
|f(x)|
‖f‖p(·)

)p(x)
dµ

+
‖g‖p(·)

‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)

∫
X

(
|g(x)|
‖g‖p(·)

)p(x)
dµ ≤ 1.

При p(x) = p = const введенная норма совпадает со стандартной нормой
в Lp. Норма в пространстве Lp(·)(X,µ) монотонна, т. е. из условия |f | ≤ |g|
почти всюду следует неравенство ‖f‖p(·) ≤ ‖g‖p(·). Функционал ρp(·)(f) также
монотонен, а функция α 7−→ ρp(·)(f/α) непрерывна и убывает.

Далее будем предполагать, что p+ < ∞. При условии ограниченности
функции p(x) можно получить дополнительные оценки, которые не выполня-
ются в общем случае. В частности, в соотношении (1.1) будет выполняться
равенство, т. е.

ρp(·)(f/‖f‖p(·)) =
∫
X

(
|f(x)|
‖f‖p(·)

)p(x)
dµ = 1. (1.2)

Предположим противное, пусть ρp(·)(f/‖f‖p(·)) = λ < 1. Тогда, выбирая α =
‖f‖p(·) · λ1/p+ , получим неравенство

∫
X

(
|f(x)|
α

)p(x)
dµ =

∫
X

(
|f(x)|
‖f‖p(·)

)p(x)
·
(

1
λ

)p(x)/p+
dµ ≤ 1

λ

∫
X

(
|f(x)|
‖f‖p(·)

)p(x)
dµ = 1,

которое противоречит определению нормы, так как α < ‖f‖p(·).



Функции соболевского типа 181

Если 0 < ‖f‖p(·) ≤ ∞, то

min
(

1
‖f‖p−p(·)

,
1

‖f‖p+p(·)

)
· ρp(·)(f) ≤

∫
X

(
|f(x)|
‖f‖p(·)

)p(x)
dµ

≤ max
(

1
‖f‖p−p(·)

,
1

‖f‖p+p(·)

)
· ρp(·)(f).

Учитывая (1.2), получаем

min
(
‖f‖p−p(·), ‖f‖

p+

p(·)
)
≤ ρp(·)(f) ≤ max

(
‖f‖p−p(·), ‖f‖

p+

p(·)
)
. (1.3)

Следствие 1.1. Из оценки (1.3) следует, что
1) условия ‖f‖p(·) ≤ 1 и ρp(·)(f) ≤ 1 эквивалентны;
2) ‖fn‖p(·) → 0 тогда и только тогда, когда ρp(·)(fn) → 0;
3) если ρp(·)(f) ≤ L <∞, то ‖f‖p(·) ≤ K = K(p(x), L) <∞.

Эти свойства позволяют при изучении ограниченности (непрерывности)
операторов в пространстве Lp(·)(X,µ) наряду с оценками нормы использовать
оценки функционала ρp(·)(∗).

Учитывая конечность меры µ, легко показать, что при 1 ≤ p(x) ≤ q(x) <∞
пространство Lq(·)(X,µ) непрерывно вложено в пространство Lp(·)(X,µ).

Пусть f ∈ Lq(·)(X,µ), ‖f‖q(·) ≤ 1 и E = {x ∈ X | |f(x)| ≤ 1}. Согласно
следствию 1.1 выполняется неравенство ρq(·)(f) ≤ 1, поэтому

ρp(·)(f) =
∫
E

|f(x)|p(x) dµ+
∫

X\E

|f(x)|p(x) dµ ≤ µ(E) +
∫

X\E

|f(x)|q(x) dµ

≤ µ(X) + ρq(·)(f) ≤ 1 + µ(X).

Из этого вытекает ограниченность оператора вложения, но несложно оценить
и его норму. Применяя предыдущую оценку к функции g(x) = f(x)/‖f‖q(·),
получаем ∫

X

(
|g(x)|

1 + µ(X)

)p(x)
dµ ≤ 1

1 + µ(X)
· ρp(·)(g) ≤ 1.

Стало быть,
‖f‖p(·) ≤ (1 + µ(X))‖f‖q(·).

В силу конечности меры µ пространство Lp(·)(X,µ) всегда непрерывно вло-
жено в пространство Лебега Lp−(X,µ) с постоянным показателем суммируемо-
сти. Поэтому из сходимости функций fn → f в пространстве Lp(·)(X,µ) следуют
сходимость в пространстве Lp−(X,µ) и сходимость почти всюду.

В различных вопросах оказываются полезными оценки типа неравенства
Чебышева.

Следствие 1.2. Пусть f ∈ Lp(·)(X,µ) и Eλ = {x ∈ X | |f(x)| ≥ λ}. Тогда
1) при λ ≥ 1

µ(Eλ) =
∫
Eλ

dµ ≤ 1
λp−

∫
Eλ

|f(x)|p(x) dµ ≤
ρp(·)(f)
λp−

;
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2) поскольку µ(Eλ) → 0 при λ → +∞, в силу абсолютной непрерывности
интеграла имеем∫

Eλ

λp(x) dµ ≤
∫
Eλ

|f(x)|p(x) dµ→ 0 при λ→ +∞.

Обозначим через P множество функций p : X → (1,∞), удовлетворяющих
условию

1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ <∞.

При p(x) ∈ P довольно просто доказывается аналог классического нера-
венства Гёльдера:∫

X

|f(x)g(x)| dµ ≤
(

1 +
1
p−

− 1
p+

)
‖f‖p(·) · ‖g‖p′(·). (1.4)

Используя числовое неравенство ab ≤ ap

p + bp
′

p′ и учитывая (1.2), получаем∫
X

|f(x)g(x)|
‖f‖p(·) · ‖g‖p′(·)

dµ

≤ ess sup
x∈X

1
p(x)

∫
X

(
|f(x)|
‖f‖p(·)

)p(x)
dµ+ ess sup

x∈X

1
p′(x)

∫
X

(
|f(x)|
‖f‖p′(·)

)p′(x)
dµ

= 1 +
1
p−

− 1
p+ .

Неравенство Гёльдера позволяет при p ∈ P стандартным образом определить
новую норму

|‖f‖|p(·) = sup
‖g‖p′(·)≤1

∫
X

|f(x)g(x)| dµ,

которая эквивалентна введенной ранее, т. е.

C1‖f‖p(·) ≤ |‖f‖|p(·) ≤ C2‖f‖p(·).
Новую норму удобно использовать, к примеру, при доказательстве полноты
пространства Lp(·)(X,µ).

Пусть p(x) ∈ P. Если последовательность {fn} фундаментальна в про-
странстве Lp(·)(X,µ), то для произвольного ε > 0 найдется такой номер n0,
что ∫

X

|fm(x)− fn(x)||g(x)| dµ < ε

для всех m,n ≥ n0 и всякой функции g такой, что ‖g‖p′(·) ≤ 1.
В силу непрерывности оператора вложения I : Lp(·)(X,µ) → Lp−(X,µ) по-

следовательность {fn} фундаментальна в полном пространстве Lp−(X,µ) и схо-
дится в нем к некоторой функции f . Учитывая лемму Фату и тот факт, что из
сходимости в пространстве Лебега следует сходимость почти всюду, получаем∫

X

|f(x)− fn(x)||g(x)| dµ ≤ sup
m

∫
X

|fm(x)− fn(x)||g(x)| dµ ≤ ε

для всех m,n ≥ n0 и всякой функции g такой, что ‖g‖p′(·) ≤ 1. Значит,

|‖f(x)− fn(x)‖|p(·) ≤ ε,

и последовательность сходится к функции f в пространстве Lp(·)(X,µ).
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2. Функции соболевского типа
на метрических пространствах

К настоящему времени на метрических пространствах с мерой введены раз-
личные классы функций, являющиеся в некотором смысле обобщением класси-
ческих пространств Соболева с первыми производными. В евклидовых обла-
стях G ⊂ Rn с регулярной границей эти функциональные классы совпадают с
пространствами Соболева W 1

p (G), однако в общем случае на метрических про-
странствах они могут существенно различаться между собой [3]. В данной рабо-
те будем рассматривать введенные Хайлашем [2] классы функций соболевского
типа M1

p (X, d, µ) и их обобщения на случай переменных показателей суммиру-
емости.

Функцию g : X → [0,∞) называют допустимой для µ-измеримой функции
u : X → R, если существует такое множество E ⊂ X, что µ(E) = 0 и неравенство

|u(x)− u(y)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y)) (2.1)

выполняется для всех точек x, y ∈ X \E. Для функции u обозначим через D(u)
множество всех допустимых функций и положим Dp(u) = D(u) ∩ Lp(X,µ).

Пространство соболевского типа M1
p (X, d, µ) определим условием

M1
p (X, d, µ) = {u ∈ Lp(X,µ) | Dp(u) 6= ∅},

а норму — равенством∥∥u |M1
p

∥∥ = ‖u | Lp‖+ inf
g∈Dp(u)

‖g | Lp‖. (2.2)

Пространство M1
p (X, d, µ) банахово [2]. Для произвольной евклидовой об-

ласти G ⊂ Rn пространство M1
p (B, | ∗ |,mn), рассматриваемое относительно

обычной евклидовой метрики | ∗ | и n-мерной меры Лебега mn, вложено в про-
странство Соболева W 1

p (G). В областях с достаточно гладкой границей, к при-
меру, липшицевой, пространства M1

p (B, | ∗ |,mn) и W 1
p (G) совпадают, а нормы

их эквивалентны [2].
Если в метрическом случае не предполагать никакой взаимосвязи между

метрикой d и мерой µ, то довольно сложно ожидать, что для функций из про-
странств M1

p (X, d, µ) удастся получить содержательные аналоги евклидовых ре-
зультатов, выполняющихся для функций из пространств Соболева. Достаточно
развитая теория пространств M1

p , включающая в себя различные теоремы вло-
жения, получается в случае, когда мера µ удовлетворяет простому геометриче-
скому «условию удвоения», согласно которому мера шара удвоенного радиуса
оценивается сверху через меру исходного шара, т. е.

µ(B(x, 2ρ)) ≤ Cdµ(B(x, ρ))

при всех x ∈ X и ρ > 0.
Из условия удвоения следует оценка снизу для меры шара через его радиус:

µ(B(x, ρ)) ≥ bρs, (2.3)

где s = log2 Cd. Меру µ, удовлетворяющую оценке (2.3), называют s-регулярной.
При этом показатель s играет роль «размерности» метрического пространства
(X, d) в аналогах классических соболевских теорем вложения, получаемых для
пространств M1

p .
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В случае меры, удовлетворяющей условию удвоения, свойства суммируе-
мых функций во многом похожи на соответствующие свойства, выполняющи-
еся в евклидовом случае относительно меры Лебега: максимальный оператор
Харди — Литтлвуда ограничен в пространствах Лебега Lp(X,µ) при p > 1, вер-
на теорема Лебега о дифференцировании интеграла, почти все точки области
определения локально суммируемой функции являются ее точками Лебега [10].

Всюду далее будем предполагать, что мера µ удовлетворяет условию удво-
ения, s-регулярна и s > 1.

Из всего многообразия результатов, связанных с функциональными клас-
сами соболевского типа, нас в первую очередь будут интересовать аналоги собо-
левских теорем вложения. Пока ограничимся формулировкой двух утвержде-
ний, результаты которых использованы в разд. 3.

Лемма 2.1. Пусть 1 < p <∞. Тогда оператор вложения I : M1
p (X, d, µ) →

Lq(X,µ) компактен при
1) 1 ≤ q < ps

s−p , если p < s;
2) 1 ≤ q <∞, если p = s;
3) 1 ≤ q ≤ ∞, если p > s.
Первые два пункта являются следствием результатов из [2, 3], доказатель-

ство третьего приведено в [11]. Утверждения леммы имеют весьма универсаль-
ный характер, они не зависят от конкретной природы метрического простран-
ства и полностью определяются показателем регулярности s, характеризующим
взаимосвязь меры и метрики.

Для произвольного значения γ ∈ (0, 1) в неравенстве (2.1) можно заменить
d(x, y) на (d(x, y))γ и ввести гёльдеровы классы Mγ

p (X, d, µ). Однако в данном
случае вместо рассмотрения гёльдеровых классов относительно исходной мет-
рики удобнее определить их как классы функций с «единичной» гладкостью
относительно гёльдеровой метрики, определяемой равенством

dγ(x, y) = (d(x, y))γ .

Для получения теоремы вложения пространства M1
p (X, dγ, µ) в пространства

Лебега достаточно пересчитать показатель регулярности меры µ относительно
гёльдеровой метрики dγ и воспользоваться леммой 2.1.

Следующее утверждение является внутренней теоремой вложения в шкале
пространств M1

p и показывает взаимосвязь между классами функций, опреде-
ляемыми различными метриками [11].

Лемма 2.2. Пусть 1 < p < ∞, 0 < γ < 1. Тогда оператор вложения
I : M1

p (X, d, µ) →M1
r (X, dγ , µ) компактен при

1) 1 ≤ r < ps
s−(1−γ)p , если (1− γ)p < s;

2) 1 ≤ r <∞, если (1− γ)p = s;
3) 1 ≤ r ≤ ∞, если (1− γ)p > s.
Заметим, что из п. 3 следует гёльдеровость функции, понимаемая в обыч-

ном смысле, т. е. |u(x)− u(y)| ≤ C(d(x, y))γ .
Поскольку при γ = 0 получаем тривиальную метрику d0(x, y) = 1 для

x 6= y, то M1
p (X, d0, µ) = Lp(µ). Непосредственно из формулировок видно, что

утверждение леммы 2.1 соответствует предельному случаю леммы 2.2. Оче-
видно, что пересчет показателя регулярности меры относительно метрики dγ и
лемма 2.2 позволяют получить условия вложения пространства M1

r1(X, dγ1 , µ)
в пространство M1

r2(X, dγ2 , µ) при γ2 < γ1.
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3. Функции соболевского типа
c переменным показателем суммируемости

Используя результаты разд. 2, определим классы функций соболевского
типа с переменным показателем суммируемости.

Для функции u : X → R обозначим через D(u) множество всех допустимых
функций, удовлетворяющих неравенству (2.1), и положим Dp(·)(u) = D(u) ∩
Lp(·)(X,µ).

При p(x) ∈ P пространство соболевского типа с переменным показателем
суммируемости M1

p(·)(X, d, µ) определим условием

M1
p(·)(X, d, µ) = {u ∈ Lp(·)(X,µ) | Dp(·)(u) 6= ∅},

а норму — равенством
‖u‖1,p(·) = ‖u |M1

p(·)‖ = ‖u‖p(·) + inf
g∈Dp(·)(u)

‖g‖p(·). (3.1)

Пространство M1
p(·)(X, d, µ) банахово. При учете полноты пространства Ле-

бега Lp(·)(X,µ) доказательство этого факта может быть получено практически
дословным повторением соответствующего доказательства из [2].

Отметим, что из непрерывности вложения пространства Лебега Lq(·)(X,µ)
в пространство Lp(·)(X,µ) при 1 < p(x) ≤ q(x) < ∞ непосредственно следует
непрерывность вложения пространства M1

q(·)(X, d, µ) в M1
p(·)(X, d, µ).

Пространства M1
p(·)(X, d, µ) можно считать естественным обобщением про-

странств Соболева с переменным показателем суммируемости, определенных в
областях евклидова пространства.

На евклидовом шаре B ⊂ Rn при достаточно регулярном показателе сум-
мируемости p(x) ∈ P максимальный оператор Харди — Литтлвуда ограничен
в пространстве Lp(·)(X,µ) [8, 9]. Если u ∈M1

p(·)(B, | ∗ |,mn), где | ∗ | — евклидова
метрика, mn — мера Лебега, то u ∈M1

p−(B, |∗|,mn), при этом, как уже отмечено
в разд. 2, u ∈M1

p−(B, | ∗ |,mn) = W 1
p−(B) [2]. Поэтому функция u имеет первые

обобщенные производные и согласно [2] из неравенства (2.1) следует оценка∣∣∣∣∫
B

∂u

∂xi
ϕdmn

∣∣∣∣ ≤ ∫
B

|ϕ|M(g) dmn,

выполняющаяся для произвольной функции ϕ ∈ C∞0 (B). Учитывая рефлек-
сивность пространства Lp(·)(X,µ), плотность пространства C∞0 (B) в простран-
стве Lp′(·)(X,µ) [1] и ограниченность максимального оператора, получаем ∂u

∂xi
∈

Lp(·)(X,µ). Следовательно, u ∈W 1
p(·)(B).

Если u ∈ W 1
p(·)(B), то u ∈ W 1

p−(B) и согласно [2] для почти всех точек
x, y ∈ B выполняется оценка

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|(M(|∇u|)(x) +M(|∇u|)(y)).
Поэтому из ограниченности максимального оператора в Lp(·)(X,µ) следует, что
u ∈M1

p(·)(B, | ∗ |,mn). Таким образом,

M1
p(·)(B, | ∗ |,mn) = W 1

p(·)(B).
В силу ограниченности диаметра множестваX и конечности меры µ липши-

цевы функции принадлежат пространству M1
p(·)(X, d, µ) при всех показателях

p ∈ P. Более того, небольшая модификация основанного на срезке функции
доказательства из [1] позволяет показать плотность липшицевых функций в
пространстве M1

p(·)(X, d, µ).
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Теорема 3.1. Пусть p(x) ∈ P и u ∈ M1
p(·)(X, d, µ). Тогда для произволь-

ного ε > 0 существует такая липшицева функция h, что
1) µ({x ∈ X | u(x) 6= h(x)}) < ε;
2) ‖u− h‖1,p(·) < ε.
Доказательство. Пусть u ∈ M1

p(·)(X, d, µ) и g ∈ Dp(·)(u). Рассмотрим
множества

Eu,λ = {x ∈ X | |u| ≥ λ}, Eg,λ = {x ∈ X | |g| ≥ λ},

Eλ = Eu,λ ∪ Eg,λ, Dλ = X \ Eλ.
Функция uλ = u|Dλ липшицева на множестве Dλ и может быть продолжена на
все X до липшицевой функции ū без увеличения постоянной Липшица [12], т. е.

|ū(x)− ū(x)| ≤ 2λ d(x, y).

Рассмотрим срезку функции ū, полагая

hλ =


λ, если ū ≥ λ,

ū, если |ū| < λ,

−λ, если ū ≤ −λ.

Функция hλ липшицева, |hλ| ≤ λ и hλ(x) = u(x) при x ∈ Dλ. Согласно след-
ствию 1.2 при λ→ +∞

µ(X \Dλ) = µ(Eλ) ≤ µ(Eu,λ) + µ(Eg,λ) → 0,

поэтому остается показать, что ‖u− hλ‖1,p(·) → 0.
Учитывая ограниченность показателя p(x), абсолютную непрерывность ин-

теграла и следствие 1.2, получаем

ρp(·)(u− hλ) ≤
∫
Eλ

|u(x)− hλ(x)|p(x) dµ

≤ C

(∫
Eλ

|u(x)|p(x) dµ+
∫

Eu,λ

λp(x) dµ+
∫

Eg,λ

λp(x) dµ

)
→ 0.

При этом ‖u− hλ‖p(·) → 0 согласно следствию 1.1.
Рассмотрим функцию v(x) = u(x) − hλ(x) и найдем для нее допустимую

функцию gλ. Если x, y ∈ Dλ, то

v(x)− v(y) = 0;

если x, y ∈ Eλ, то

|v(x)− v(y)| ≤ |u(x)− u(y)|+ |hλ(x)− hλ(y) ≤ d(x, y)(g(x) + g(y) + 2λ);

если x ∈ Dλ, y ∈ Eλ, то

|v(x)− v(y)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y) + 2λ) ≤ d(x, y)(g(y) + 3λ).

Таким образом, в качестве допустимой можно выбрать функцию

gλ(x) =
{

0, если x ∈ Dλ,

g(x) + 3λ, если x ∈ Eλ.
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Из следствия 1.2 получаем ‖gλ‖p(·) → 0, а значит, и ‖u − hλ‖1,p(·) → 0.
Следовательно, для произвольного ε > 0 можно так выбрать значение λ, что
будут выполняться все утверждения теоремы.

Далее нас в первую очередь будут интересовать теоремы вложения. В ев-
клидовом случае на шаре B ⊂ Rn при постоянном показателе суммируемости
p(x) ≡ p < n пространство Соболева W 1

p (B) непрерывно вложено в простран-
ство Лебега Lq(B), где q = pn

n−p . Хотелось бы иметь аналогичный результат и

в случае переменного показателе суммируемости, полагая q(x) = p(x)n
n−p(x) . Одна-

ко свойства функциональных пространств M1
p(·)(X, d, µ) существенным образом

зависят от свойств показателя p(x). В частности, в [1] построен пример, пока-
зывающий, что даже для ступенчатой функции p(x), принимающей всего два
различных значения на связных открытых подмножествах шара B, простран-
ство Соболева W 1

p(·)(B) может содержать функцию, которая не принадлежит
пространству Лебега Lq(·)(B).

При этом, предполагая непрерывность функции p(x) и используя резуль-
таты разд. 2, можно довольно просто получить аналоги теорем вложения, до-
казанных в [1].

Метрическое пространство (X, d) с заданной на нем мерой µ будем называть
локально s-регулярным, если сужение меры µ на всякий шар B ⊂ X оказывается
s-регулярной мерой.

При 1 < p(x) < s положим q(x) = p(x)s
s−p(x) .

Теорема 3.2. Пусть компактное метрическое пространство (X, d) с удо-
влетворяющей условию удвоения мерой µ локально s-регулярно, показатель
p(x) непрерывен и 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < s. Тогда для всякого ε ∈ (0, (s− 1)−1)
и произвольной функции r(x), удовлетворяющей оценке 1 ≤ r(x) ≤ q(x) − ε,
оператор вложения I : M1

p(·)(X, d, µ) → Lr(·)(X,µ) компактен.

Доказательство. Фиксируем ε > 0 и функцию r(x), удовлетворяющую
условию теоремы. Поскольку p+ < s, то |q(x)− q(y)| ≤ L|p(x)− p(y)|. Положим
ε1 = ε/2L. Непрерывная на компактном пространстве функция p(x) равномер-
но непрерывна. Поэтому множество X можно покрыть конечным семейством
шаров {Bk} таких, что |p(x)− p(y)| < ε1 для всех x, y ∈ Bk.

Положим p(k,−) = ess inf
x∈Bk

p(x) и qk = sp(k,−)
s−p(k,−)

, тогда r(x) ≤ q(x)−ε ≤ qk−ε/2
для всех x ∈ Bk.

Пространство M1
p(·)(Bk, d, µ) непрерывно вложено в M1

p(k,−)
(Bk, d, µ), кото-

рое, в свою очередь, согласно лемме 2.1 компактно вложено в Lω(Bk, µ) при
всех значениях ω, удовлетворяющих неравенству qk − ε/2 ≤ ω < qk. При этом
пространство Lω(Bk, µ) непрерывно вложено в Lr(·)(Bk, µ). Следовательно, опе-
ратор вложения I : M1

p(·)(Bk, d, µ) → Lr(·)(Bk, µ) компактен как композиция
компактного и непрерывных операторов.

Поскольку семейство шаров {Bk} конечно, пространство M1
p(·)(X, d, µ) вло-

жено в Lr(·)(X,µ) и из всякого ограниченного в M1
p(·)(X, d, µ) множества функ-

ций можно выбрать последовательность функций {un}, сужения которых на
каждом шаре Bk будут образовывать фундаментальную последовательность в
соответствующем пространстве Lr(·)(Bk, µ). Согласно следствию 1.1∫

Bk

|un(x)− um(x)|r(x) dµ→ 0 при n,m→∞,
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ρr(·)(un − um) =
∫
X

|un(x)− um(x)|r(x) dµ

≤
∑
k

∫
Bk

|un(x)− um(x)|r(x) dµ→ 0 при n,m→∞.

В силу этого же следствия 1.1 получаем ‖un − um‖X,r(·) → 0, т. е. после-
довательность функций {un} фундаментальна в пространстве Lr(·)(X,µ), что и
завершает доказательство компактности оператора вложения.

Как и при постоянном показателе суммируемости, можем в данном слу-
чае рассмотреть вложение в пространства соболевского типа, определяемые
гёльдеровой метрикой dγ . При 0 < γ < 1 и (1− γ)p(x) < s положим

qγ(x) =
p(x)s

s− (1− γ)p(x)
.

Теорема 3.3. Пусть компактное метрическое пространство (X, d) с удо-
влетворяющей условию удвоения мерой µ локально s-регулярно, 0 < γ < 1,
показатель p(x) непрерывен и 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < s/(1 − γ). Тогда для
всякого ε ∈

(
0, 1−γ

s−1+γ

)
и произвольной функции r(x), удовлетворяющей оцен-

ке 1 ≤ r(x) ≤ qγ(x) − ε, оператор вложения I : M1
p(·)(X, d, µ) → M1

r(·)(X, dγ , µ)
компактен.

С учетом леммы 2.2 доказательство данного утверждения практически ни-
чем не отличается от доказательства теоремы 3.2. Все изменения сводятся
к формальной замене q(x) на qγ(x), пространства Lr(·)(Bk, µ) пространством
M1

r(·)(Bk, dγµ) и проверке фундаментальности в пространстве Lr(·)(X,µ) после-
довательности допустимых функций {gγ,n} таких, что

|un(x)− un(y)| ≤ (d(x, y))γ(gγ,n(x) + gγ,n(y)).

Для функциональных классов соболевского типа размерность области опре-
деления (в нашем случае s — показатель регулярности меры µ) разделяет раз-
личные типы теорем вложения. При показателях суммируемости, меньших s,
получаем вложения в пространства Лебега, а при показателях, больших s, —
вложения в пространства непрерывных функций. При этом для переменных
показателей суммируемости рассматриваются две ситуации: либо p(x) ≤ s − ε
для всех x ∈ X, либо всюду p(x) ≥ s+ ε.

Теорема 3.4. Рассмотрим метрическое пространство (X, d) с удовлетворя-
ющей условию удвоения s-регулярной мерой µ. Если p(x) ∈P и s < p−, то для
всякой функции u ∈M1

p(·)(X, d, µ) существует эквивалентная ей функция ũ, удо-
влетворяющая условию Гёльдера |ũ(x)− ũ(y)| ≤ C(d(x, y))γ , где 0 < γ < 1− s

p−
.

При этом оператор вложения I : M1
p(·)(X, d, µ) → Cγ(X, d) компактен.

Пространство M1
p(·)(X, d, µ) непрерывно вложено в M1

p−(X, d, µ), которое
согласно п. 3 леммы 2.2 компактно вложено в M1

∞(X, dγ , µ). Следовательно,
существует такое множество E ⊂ X, что µ(X \E) = 0 и для всех точек x, y ∈ E
выполняется неравенство |u(x)− u(y)| ≤ C(d(x, y))γ . Функцию u|E можно про-
должить по непрерывности во все предельные точки множества E с сохранением
гёльдеровой оценки. Остается заметить, что множество E содержит все изоли-
рованные точки, поскольку из условия s-регулярности меры µ следует, что мера
изолированной точки должна быть положительной.
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В теореме 3.4 никак не используются локальные свойства функции p(x), а
единый для всего пространства показатель гёльдеровости γ определяется значе-
нием p−. При этом в окрестности конкретной точки показатель гёльдеровости
может быть большим.

4. Функции соболевского типа
с липшицевым показателем суммируемости

При изучении функциональных классов соболевского типа с постоянным
показателем суммируемости на метрических пространствах с мерой, удовлетво-
ряющей условию удвоения, важную роль играет ограниченность максимального
оператора Харди — Литтлвуда в пространствах Лебега при p > 1.

Для среднего значения функции f на множестве E ⊂ X будем использовать
обозначения

fE = −
∫
E

f dµ =
1

µ(E)

∫
E

f dµ,

а максимальный оператор определим равенством

M(f)(x) = sup
r>0

−
∫

B(x,r)

f dµ.

В случае переменного показателя суммируемости решение вопроса об огра-
ниченности максимального оператора существенно зависит от свойств функ-
ции p(x). Ограничимся рассмотрением липшицевых функций p(x), поскольку
именно для таких показателей суммируемости планируем получить теоремы
вложения. При p− > 1 выполнение для меры µ условия удвоения и липшице-
вость показателя суммируемости обеспечивают ограниченность максимального
оператора [8, 9], т. е.

‖M(f)‖p(·) ≤ C‖f‖p(·).

При изучении функций с «дробной гладкостью» удобно использовать «уточ-
ненные максимальные функции», полагая по определению при 0 < γ ≤ 1

f#
γ (x) = sup

r>0
r−γ −

∫
B(x,r)

|f − fB(x,r)| dµ.

В [13] показано, что для всех точек Лебега локально суммируемой функции
f : X → R выполняется оценка

|f(x)− f(y)| ≤ C(d(x, y))γ
(
f#
γ (x) + f#

γ (y)
)
. (4.1)

Оценка для приращения функции позволяет по аналогии с [13] получить
различные описания для пространств соболевского типа M1

p(·)(X, d, µ).

Лемма 4.1. Пусть мера µ удовлетворяет условию удвоения, а показатель
p(x) липшицев и 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞. Тогда для функции u ∈ Lp(·)(X,µ)
следующие условия эквивалентны:

1) u ∈ M1
p(·)(X, d, µ), т. е. существует такая функция g ∈ Lp(·)(X,µ), что

для почти всех x, y ∈ X

|u(x)− u(y)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y)); (4.2)
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2) существует такая функция h ∈ Lp(·)(X,µ), что неравенство Пуанкаре

−
∫

B(x,r)

|u− uB(x,r)| dµ ≤ r −
∫

B(x,r)

h dµ (4.3)

выполняется для произвольных x ∈ X и r > 0;
3) u#

1 ∈ Lp(·)(X,µ).
При этом∥∥u#

1

∥∥
p(·) ≤ C1 inf

h∈H(u)
‖h‖p(·) ≤ C2 inf

g∈Dp(·)(u)
‖g‖p(·) ≤ C3

∥∥u#
1

∥∥
p(·), (4.4)

где через H(u) обозначено семейство функций h, удовлетворяющих неравенству
Пуанкаре (4.3).

Неравенство (4.3) получается двукратным интегрированием неравенства
(4.2) по шару B(x, r), п. 3 является следствием неравенства Пуанкаре и ограни-
ченности максимального оператора, в свою очередь, п. 1 является следствием
п. 3 и оценки (4.1).

Нам понадобится оценка нормы характеристической функции шара в про-
странстве Lp(·)(X,µ).

Лемма 4.2. Пусть s-регулярная мера µ удовлетворяет условию удвоения,
а показатель p(x) ∈ P и липшицев. Тогда существует такая постоянная C0 <
∞, что для характеристической функции произвольного шара B(x, r) ⊂ X вы-
полняется оценка

‖χB(x,r)‖p(·) ≤ C0[µ(B(x, r))]1/p(x).

Положим p(y)− p(x) = �(x, y). Тогда∫
X

(
χB(x,r)

[µ(B(x, r))]1/p(x)

)p(y)
dµ(y) =

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

dµ(y)
[µ(B(x, r))]�(x,y)/p(x) .

Поскольку показатель суммируемости липшицев, для всех точек y ∈ B(x, r)
выполняется оценка

−Lr ≤ �(x, y) ≤ Lr,

а в силу s-регулярности меры

brs ≤ µ(B(x, r)) ≤ µ(X) <∞.

Учитывая конечность диаметра множества X и предел lim
r→+0

rr = 1, полу-
чаем

1
[µ(B(x, r))]�(x,y)/p(x) ≤ C <∞,

где постоянная C не зависит от точки x. Считая C ≥ 1, положим C0 = C1/p− .
Тогда∫

X

(
χB(x,r)

[C0µ(B(x, r))]1/p(x)

)p(y)
dµ(y)

=
1

Cµ(B(x, r))

∫
B(x,r)

dµ(y)
[µ(B(x, r))]�(x,y)/p(x) ≤ 1,



Функции соболевского типа 191

следовательно, ‖χB(x,r)‖p(·) ≤ C0[µ(B(x, r))]1/p(x).
Можно доказать теорему вложения для пространств соболевского типа с

липшицевым показателем суммируемости.
В данном случае будет удобнее рассматривать классы функций с полунор-

мой, которые определим условием

S1
p(·)(X, d, µ) = {u : X → R | u ∈ L1(X,µ), Dp(·)(u) 6= ∅},

а полунорму определим равенством∥∥u | S1
p(·)
∥∥ = inf

g∈Dp(·)(u)
‖g‖p(·).

При p(x) ∈ P пространства S1
p(·)(X, d, µ) и M1

p(·)(X, d, µ) совпадают как мно-
жества функций. Действительно, если функция u принадлежит пространству
S1
p(·)(X, d, µ), то, фиксируя точку y0 ∈ X, в которой |u(y0)| < ∞ и g(y0) < ∞,

приходим к неравенству

|u(x)| ≤ |u(y0)|+ diamX(g(x) + g(y0)),

интегрируя которое, с учетом конечности меры получаем u ∈ Lp(·)(X,µ).
Из леммы 4.1 следует, что пространство S1

p(·)(X, d, µ) допускает описание в
терминах выполнения неравенства Пуанкаре и в терминах уточненных макси-
мальных функций, при этом соответствующие нормировки оказываются экви-
валентными (4.4).

Как и в разд. 3, при 0 < γ < 1 рассмотрим гёльдеровы метрики dγ и
определяемые ими полунормированные пространства S1

p(·)(X, dγ , µ). Следую-
щее утверждение является внутренней теоремой вложения в шкале таких про-
странств.

Теорема 4.3. Пусть (X, d) — метрическое пространство с s-регулярной
мерой µ, удовлетворяющей условию удвоения, 0 < γ < 1, а показатель p(x)
липшицев и 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < s/(1 − γ). Тогда пространство S1

p(·)(X, d, µ)

непрерывно вложено в пространство S1
q(·)(X, dγ , µ), где q(x) = sp(x)

s−(1−γ)p(x) .

Доказательство. Согласно неравенству (4.1) для доказательства при-
надлежности функции u пространству S1

q(·)(X, dγ , µ) достаточно показать, что
u#
γ ∈ Lq(·)(X,µ). Для постоянной функции результат очевиден, поскольку
u#
γ (x) ≡ 0, если же функция u отлична от постоянной, то u#

γ (x) > 0 для всех
x ∈ X.

Положим u#
γ (x) = λ и рассмотрим такой шар B(x, r), что

r−γ −
∫

B(x,r)

|u− uB(x,r)| dµ ≥
λ

2
.

Тогда
λ

2
rγ−1 ≤ r−1 −

∫
B(x,r)

|u− uB(x,r)| dµ ≤ u#
1 (x).
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С другой стороны, используя неравенство Пуанкаре (4.3), неравенство Гёльдера
(1.4), лемму 4.2 и s-регулярность меры, получаем

λ

2
≤ r−γ −

∫
B(x,r)

|u− uB(x,r)| dµ ≤ r1−γ
1

µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

h dµ

≤ Cr1−γ
1

µ(B(x, r))
‖h‖p(·) · ‖χB(x,r)‖p′(·) ≤ C1r

1−γ [µ(B(x, r)]−1/p(x)‖h‖p(·)

≤ C2‖h‖p(·)r−s/q(x).

Следовательно,

r1−γ ≥
(

C3λ

‖h‖p(·)

) (1−γ)q(x)
s

=
(

C3λ

‖h‖p(·)

) q(x)
p(x)−1

,

λ

2

(
C3λ

‖h‖p(·)

) q(x)
p(x)−1

≤ λ

2
rγ−1 ≤ u#

1 (x).

Последняя оценка эквивалентна неравенству[
u#
γ (x)

]q(x) = λq(x) ≤ C4‖h‖(q(x)−p(x))p(·)
[
u#

1 (x)
]p(x)

.

Учитывая соотношение (4.4), выберем такую функцию h, что ее норма оцени-
вается через норму уточненной максимальной функции u#

1 . Используя ограни-
ченность показателя q(x) и неравенство (1.1), получаем

∫
X

(
u#
γ (x)∥∥u#
1

∥∥
p(·)

)q(x)
dµ ≤

∫
X

C4‖h‖(q(x)−p(x))p(·)
[
u#

1 (x)
]p(x)∥∥u#

1

∥∥q(x)
p(·)

dµ

≤ C5

∫
X

(
u#

1∥∥u#
1

∥∥
p(·)

)p(x)
dµ ≤ C5.

Непосредственно из определения нормы вытекает оценка, доказывающая
непрерывность оператора вложения:∥∥u#

γ

∥∥
q(·) ≤ C

∥∥u#
1

∥∥
p(·) ≤ C0

∥∥u | S1
p(·)
∥∥,

где C = C
1/q−
5 .

Теорема 4.4. Пусть (X, d) — метрическое пространство с s-регулярной
мерой µ, удовлетворяющей условию удвоения, а показатель p(x) липшицев и
1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < s. Тогда существует такая постоянная C < ∞, что для
всякой функции u ∈ S1

p(·)(X, d, µ)

‖u− uX | Lq(·)‖ ≤ C
∥∥u | S1

p(·)
∥∥,

где q(x) = sp(x)
s−p(x) .

Доказательство. Несколько модифицируем доказательство теоремы 4.3.
Положим u#

1 (x) = λ и рассмотрим удовлетворяющую неравенству Пуанкаре
(4.3) функцию h, норма которой допускает двустороннюю оценку через норму
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уточненной максимальной функции u#
1 . Существование такой функции явля-

ется следствием соотношения (4.4). Для постоянной функции утверждение тео-
ремы очевидно, поэтому можно считать, что u 6= const. Тогда u#

1 (x) > 0 всюду
и u#

1 (x) <∞ почти всюду. Пусть точка x ∈ X является точкой Лебега функции
u и u#

1 (x) <∞. Поскольку мера µ удовлетворяет условию удвоения, таковыми
являются почти все точки множества X. Положим rk = diam X

2k , тогда

|u(x)− uX | = lim
k→∞

|uX − uB(x,rk)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(uB(x,rk) − uB(x,rk+1))

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=0

µ(B(x, rk))
µ(B(x, rk+1))

−
∫

B(x,rk)

|u− uB(x,rk)| dµ ≤ Cd

∞∑
k=0

−
∫

B(x,rk)

|u− uB(x,rk)| dµ.
(4.5)

Возможны два случая: 1)
(‖h‖p(·)

λ

)p(x)/s ≥ diamX; 2)
(‖h‖p(·)

λ

)p(x)/s
< diamX.

В первом случае получаем

|u(x)− uX | ≤ Cd

∞∑
k=0

rk

(
r−1
k −

∫
B(x,rk)

|u− uB(x,rk)| dµ
)

≤ C1λ · diamX ≤ C1‖h‖p(x)/sp(·) λ(1−p(x)/s) = C1‖h‖(1−p(x)/q(x))p(·) u#
1 (x)p(x)/q(x).

(4.6)

Во втором случае разобьем в оценке (4.5) сумму на две части:

|u(x)− uX | ≤ Cd

(
n0∑
k=0

−
∫

B(x,rk)

|u− uB(x,rk)| dµ+
∞∑

n0+1

−
∫

B(x,rk)

|u− uB(x,rk)| dµ

)
,

где n0 таково, что rn0 ≤
(‖h‖p(·)

λ

)p(x)/s
< 2rn0 .

Используя неравенство Пуанкаре, неравенство Гёльдера, лемму 4.2 и учи-
тывая s-регулярность меры µ, получаем

−
∫

B(x,r)

|u− uB(x,r)| dµ ≤
r

µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

h dµ

≤ C1
r

µ(B(x, r))
‖h‖p(·) · ‖χB(x,r)‖p′(·) ≤ C2r[µ(B(x, r)]−1/p(x)‖h‖p(·)

≤ C3‖h‖p(·)r−s/q(x).

Для первой суммы имеем
n0∑
k=0

−
∫

B(x,rk)

|u− uB(x,rk)| dµ ≤ C3‖h‖p(·)
n0∑
k=0

r−s/q(x)k ≤ C4‖h‖p(·) r−s/q(x)n0

≤ C5‖h‖p(·)
(‖h‖p(·)

λ

)−p(x)/q(x)
= C5‖h‖(1−p(x)/q(x))p(·) u#

1 (x)p(x)/q(x). (4.7)

Оценка для второй суммы получается аналогично неравенству (4.6):
∞∑

n0+1

−
∫

B(x,rk)

|u− uB(x,rk)| dµ ≤
∞∑

k=n0+1

rk

(
r−1
k −

∫
B(x,rk)

|u− uB(x,rk)| dµ
)

≤ C6λ · rn0 ≤ C7‖h‖p(x)/sp(·) λ(1−p(x)/s) = C7‖h‖(1−p(x)/q(x))p(·) u#
1 (x)p(x)/q(x). (4.8)
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Согласно оценкам (4.6)–(4.8) получаем

|u(x)− uX |q(x) ≤ C0‖h‖(q(x)−p(x))p(·)
[
u#

1 (x)
]p(x)

.

Утверждение теоремы следует из последнего неравенства и практически
дословного повторения завершающей части доказательства теоремы 4.3. Таким
образом,

‖u− uX | Lq(·)‖ ≤ C
∥∥u | S1

p(·)
∥∥.

Утверждение теоремы 4.4 вполне аналогично классическому результату о
непрерывном вложении пространств Соболева в пространства Лебега. Наличие
леммы 4.2 и ограниченность максимального оператора позволяют при доказа-
тельстве теорем 4.3 и 4.4 использовать методы, аналогичные ранее применяв-
шимся для случая постоянного показателя суммируемости в [14]. В свою оче-
редь, в доказательстве леммы 4.2 используется липшицевость функции p(x).
Возможно, утверждения теорем 4.3 и 4.4 остаются верными и при более слабых
условиях на показатель суммируемости, но это требует специального изучения.
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8. Harjulehto P., Hästö P., Pere M. Variable exponent Lebesgue spaces on metric spaces: The
Hardy–Littlewood maximal operator // Real Anal. Exch.. 2004/2005. V. 30, N 1. P. 87–104.
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