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СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ

НЕСАМОСОПРЯЖЕННОГО

ОПЕРАТОРА ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

С НЕГЛАДКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Д. М. Поляков

Аннотация. Методом подобных операторов изучаются спектральные свойства диф-
ференциального оператора четвертого порядка с двумя видами классических кра-
евых условий. Получена асимптотика спектра и оценки спектральных разложений
рассматриваемого оператора. Построена полугруппа операторов, генератором ко-
торой является взятый со знаком минус дифференциальный оператор.

Ключевые слова: дифференциальный оператор четвертого порядка, спектр опе-
ратора, метод подобных операторов.

Введение

Пусть L2[a,b] — гильбертово пространство суммируемых с квадратом на
[a,b] комплекснозначных функций со скалярным произведением

(x, y) =
b∫

a

x(τ)y(τ) dτ, x, y ∈ L2[a,b].

Через W 4
2 [a,b] обозначим пространство Соболева {y : [a,b] → C : y имеет три

непрерывные производные, y′′′ абсолютно непрерывна и yIV ∈ L2[a,b]}.
В работе будем рассматривать операторы Li : D(Li) ⊂ L2[a,b] → L2[a,b],

i = 1, 2, которые определяются следующим дифференциальным выражением:

l(y) = yIV − a(t)y′′ − b(t)y, где a, b ∈ L2[a,b].

Область определения оператора L1 задается краевыми условиями
(bc)1: y(0) = y(1) = 0, y′′(0) = y′′(1) = 0;

а L2 — краевыми условиями
(bc)2: y(−1) = y(1) = 0, y′(−1) = y′(1) = 0.
Таким образом, D(Li) =

{
y ∈ W 4

2 [a,b] : y удовлетворяет условию (bc)i
}
,

i = 1, 2. Отметим, что a = 0, b = 1 для оператора L1 и a = −1, b = 1 для
оператора L2. Оператор L0i : D(L0i) = D(Li) ⊂ L2[a,b] → L2[a,b], L0iy = yIV,
i = 1, 2, будет называться свободным оператором. При изучении оператора Li
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он будет играть роль невозмущенного оператора, а оператор B : D(B) = D(Li) ⊂
L2[a,b] → L2[a,b], By = a(t)y′′ + b(t)y, — роль возмущения. Оператор L0i,
i = 1, 2, является самосопряженным положительно определенным оператором
с компактной резольвентой.

Опишем спектры σ(L0i) и собственные функции для L0i, i = 1, 2:
(bc)1 σ(L01) = {λ1, λ2, . . . }, λn = π4n4, n ∈ N, и соответствующая нормиро-

ванная собственная функция имеет вид en(t) =
√

2 sinπnt.
(bc)2 σ(L02) = {λ1, λ2, . . . }, λn = µ4

n, µn = −π
4 + πn, или µn = π

4 + πn,
n ∈ N, для нечетного и четного n соответственно. Нормированные собственные
функции имеют вид (см. [1])

en(t) =
1
αn

(cosµn ch(µnt)− chµn cos(µnt)) для нечетного n,

en(t) =
1
βn

(sinµn sh(µnt)− shµn sin(µnt)) для четного n,

где

αn =
((

sh 2µn
2µn

+ 1
)

cos2 µn −
2
µn

(chµn sinµn + shµn cosµn) cosµn chµn

+
(

1 +
sin 2µn

2µn

)
ch2 µn

) 1
2

= eµn
(

1
4

+ e−4µn
(

1
4µn

+
1
4

)
+

1
4µne2µn

+ e−2µn
) 1

2

= eµn
(

1
4

+ o(e−2µn)
) 1

2

,

βn =
((

sh 2µn
2µn

− 1
)

sin2 µn −
2
µn

(chµn sinµn − shµn cosµn) sinµn shµn

+
(

1− sin 2µn
2µn

)
sh2 µn)

1
2 = eµn

(
1
4

+ e−4µn
(

1
4µn

+
1
4

)
− 1

4µne2µn
− e−2µn

) 1
2

= eµn
(

1
4

+ o(e−2µn)
) 1

2

.

Замечание 1. Для собственных значений и собственных функций свобод-
ных операторов L0i, i = 1, 2, будем использовать одни и те же обозначения: λn
и en соответственно.

Собственное подпространство, отвечающее собственному значению λn, n ∈
N, одномерно. Проекторы Рисса Pn, n ∈ N, построенные по одноточечным мно-
жествам {λn}, для любого x ∈ L2[a,b] имеют вид Pnx = (x, en)en, n ∈ N.

Интерес к изучению операторов L1 и L2 связан с тем, что оператор L1 c
краевыми условиями (bc)1 описывает модель балки или пластины с шарнир-
ным соединением, а оператор L2 с условиями (bc)2 — с жестко закрепленными
концами (см. [2]). Кроме того, оператор с краевыми условиями (bc)2 возникает
при визуализации аттракторов для математической модели движения водных
растворов полимеров (см. [1]). Отметим, что некоторые упругие системы и
фазовые состояния сегнетоэлектрических кристаллов моделируются решения-
ми соответствующего нелинейного дифференциального уравнения четвертого
порядка (см. [3, 4]), линеаризация которого приводит к рассмотрению изучае-
мых здесь дифференциальных операторов L1, L2. Самосопряженные диффе-
ренциальные операторы четвертого порядка с гладкими коэффициентами a, b
и близкими краевыми условиями исследовались в работах [5–7].
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В теории возмущенных линейных операторов при изучении дифференци-
альных операторов, определяемых краевыми условиями на конечном проме-
жутке, используются разнообразные методы. Так, в [8] операторы Шрёдингера
и Дирака изучались с помощью резольвентных методов (см. [8–10]). Данные
методы позволяют вычислять первое приближение собственных значений воз-
мущенного оператора и его проекторов.

Отметим, что в монографии М. А. Наймарка [11] приведена асимптоти-
ка собственных значений для дифференциального оператора n-го порядка с
регулярными краевыми условиями в пространстве непрерывных функций и в
пространстве вектор-функций.

В [12] получены результаты о равносходимости спектральных разложе-
ний возмущения, подчиненного дробной степени невозмущенного оператора, и
асимптотические оценки равносходимости спектральных разложений. Однако
результаты указанной монографии могут быть применены только в том случае,
если a — ограниченная функция. В этом случае в оценках теоремы 3 отсут-
ствует множитель (lnn)

1
2 . Но такая же оценка получается применением метода

этой статьи.
В данной работе получены вторые приближения собственных значений, а

также оценки для спектральных проекторов. В отличие от [9, теорема V.4.15]
функция a не предполагается ограниченной. Исследование оператора Li, i =
1, 2, проводится с помощью метода подобных операторов (см. [13–18]). Метод
возник при создании аналога замены Крылова — Боголюбова для нелинейных
уравнений в банаховом пространстве (см. [13–17]). Он тесно соприкасается с
методом Фридрихса (см. [10]), который относится к возмущенным операторам
с непрерывным спектром. При создании метода подобных операторов исполь-
зовались методы гармонического анализа. Здесь применяется вариант метода
подобных операторов, развиваемый в [18]. Применение такого варианта прове-
дено автором в [19] для случая, когда функция a непрерывно дифференциру-
ема. Суть этого метода заключается в преобразовании подобия исследуемого
оператора Li, i = 1, 2, в оператор, спектральные свойства которого близки к
спектральным свойствам невозмущенного оператора L0i, i = 1, 2. А именно,
доказывается подобие оператора Li, i = 1, 2, оператору блочно-диагонального
вида в базисе из собственных векторов оператора L0i, i = 1, 2 (аналог теоре-
мы Жордана для линейного оператора в конечномерном пространстве). Таким
образом, существенно упрощается изучение оператора Li, i = 1, 2.

Основными результатами статьи являются теоремы 1–3 и 7. Отметим так-
же теорему 6, в которой доказано подобие исследуемых операторов соответ-
ствующим операторам, имеющим те же собственные значения (кроме конечно-
го числа), что и невозмущенные операторы. Эта теорема служит основой для
получения асимптотики собственных значений рассматриваемых операторов и
доказательства равносходимости спектральных разложений.

Теорема 1. Дифференциальные операторы Li, i = 1, 2, являются опера-
торами с компактной резольвентой, и их спектр представим в виде σ(Li) =
σ̃m ∪ {λ̃n, n ≥ m + 1} для некоторого m ∈ N, где σ̃m — конечное множество с
числом точек, не превосходящим m. Все собственные значения λ̃m+1, λ̃m+2, . . .
оператора L1 являются простыми и допускают следующую асимптотику:

λ̃n = (πn)4 + (πn)2
1∫

0

a(t) dt− (πn)2
1∫

0

a(t) cos 2πnt dt− n2
∞∑
l=1,
l 6=n

anlalnl2

l4 − n4 + ζnn
2,
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n ≥ m+1, где anl =
1∫
0
a(t) cosπ(l−n)t dt−

1∫
0
a(t) cosπ(l+n)t dt, n, l ≥ 1, и (ζn) —

суммируемая последовательность.
Для оператора L2 асимптотика собственных значений для нечетных n ∈ N

имеет вид

λ̃n =
(
− π

4
+πn

)4

−
(
− π

4
+πn

)2
 1

2e−π
2 +2πn

1∫
−1

a(t)(e(−π
2 +2πn)t+e(π2−2πn)t) dt

−
1∫

−1

a(t) dt− 1
2

1∫
−1

a(t) cos
(
− π

2
+ 2πn

)
t dt


−
(
− π

4
+ πn

)2 ∞∑
l=1,
l 6=n

anlaln(−π
4 + πl)2

λl − λn
+ γnn

2, n ≥ m+ 1,

где λn =
(
− π

4 + πn
)4. Для четных n

λ̃n =
(
π

4
+ πn

)4

−
(
π

4
+ πn

)2
 1

2eπ
2 +2πn

1∫
−1

a(t)(e(π2 +2πn)t + e−(π2 +2πn)t) dt

−
1∫

−1

a(t) dt− 1
2

1∫
−1

a(t) cos
(
π

2
+ 2πn

)
t dt


−
(
π

4
+ πn

)2 ∞∑
l=1,
l 6=n

anlaln(π4 + πl)2

λl − λn
+ γnn

2, n ≥ m+ 1,

где anl =
1∫
−1

a(t)en(t)el(t) dt, n, l ≥ 1, λn =
(
π
4 + πn

)4, (γn) — суммируемая

последовательность.
В следующей теореме символ P̃n, n ≥ m+1 (число m ∈ N взято из условий

теоремы 1), обозначает проектор Рисса, построенный по одноточечному мно-
жеству {λ̃n} из спектра σ(Li) оператора Li, i = 1, 2. Если � — произвольное
подмножество из N, то P̃ (�) =

∑
k∈�

P̃k — проектор Рисса, построенный по мно-

жеству {λ̃k, k ∈ �}, и полагается P (�) =
∑
k∈�

Pk. Через P̃(m) будет обозначаться

проектор Рисса, построенный для оператора Li, i = 1, 2, по спектральному мно-
жеству σ̃m, и через P(m) — проектор P1 + · · · + Pm. Отметим, что следующие
теоремы справедливы для обоих операторов L1, L2.

Теорема 2. Система проекторов Рисса P̃n, n ∈ N, обладает следующим
свойством:

‖P̃ (�)− P (�)‖2 ≤
M̃(ln k(�))

1
2

k(�)
,

где k(�) = min
k∈�

k и M̃ > 0 — некоторая постоянная, не зависящая от k(�).

Из этой теоремы следует безусловная базисность собственных и присоеди-
ненных функций рассматриваемых операторов. Отметим, что такие оценки не
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могут быть получены на основе резольвентного метода исследования, использу-
емого в [8–10], из-за проблем, связанных с выбором контуров интегрирования.

Непосредственно из теоремы 2 следует

Теорема 3. Имеют место следующие оценки равносходимости спектраль-
ных разложений операторов Li и L0i, i = 1, 2:∥∥∥∥∥P̃(m) +

n∑
k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk

∥∥∥∥∥
2

≤ M̃(lnn)
1
2

n
, n ≥ m+ 1,

где M̃ > 0 — константа из теоремы 2.
В теореме 7 доказано, что дифференциальный оператор −Li, i = 1, 2, явля-

ется секториальным и генерирует аналитическую полугруппу операторов. Бо-
лее того, эта полугруппа подобна полугруппе вида T(m)(t)

⊕
T (m)(t), действу-

ющей в L2[a,b] = H(m)
⊕
H (m), где H(m) = ImP(m), H (m) = Im(I − P(m)),

причем T (m)(t) допускает представление вида: T (m)(t)x =
∞∑

k=m+1
eλ̃kt(x, ek)ek,

для любого x ∈ L2[a,b].

1. Построение допустимой тройки

Согласно схеме метода подобных операторов (см. [16, 18]) первым шагом
к его применению является построение допустимой тройки. Данный раздел
посвящен построению допустимой тройки для таких абстрактных операторов,
которые по своим свойствам наиболее близки к изучаемым дифференциальным
операторам Li, i = 1, 2. Затем в разд. 2 она будет применена для исследования
операторов Li, i = 1, 2.

Пусть X — комплексное банахово пространство, EndX — банахова алгеб-
ра линейных ограниченных операторов, действующих в X , с операцией умно-
жения ограниченных операторов и с нормой ‖T‖ = sup

‖x‖≤1
‖Tx‖. Единицей ал-

гебры служит тождественный оператор I. Этот символ используется для обо-
значения тождественного оператора в любом из банаховых пространств. Для
линейного замкнутого оператора A : D(A) ⊂ X → X символом LA(X ) обо-
значим банахово пространство операторов, действующих в X и подчиненных
оператору A. Таким образом, линейный оператор X : D(X) ⊂ X → X при-
надлежит LA(X ), если D(X) ⊇ D(A) и конечна величина ‖X‖A = inf{C > 0 :
‖Xx‖ ≤ C(‖x‖+ ‖Ax‖), x ∈ D(A)}, принимаемая за норму в LA(X ).

Приведем коротко основные понятия и утверждения метода подобных опе-
раторов (см. [16–18]).

Определение 1. Два линейных оператора Ai : D(Ai) ⊂ X → X , i = 1, 2,
называются подобными, если существует непрерывно обратимый оператор U ∈
EndX такой, что UD(A2) = D(A1) и A1Ux = UA2x, x ∈ D(A2). Оператор U
называется оператором преобразования оператора A1 в A2.

Определение 2. Пусть U — линейное подпространство из LA(X ) и J :
U → U, � : U → EndX , являются трансформаторами (т. е. линейными опе-
раторами в пространстве линейных операторов). Тройку (U, J, � ) назовем до-
пустимой тройкой для (невозмущенного) оператора A : D(A) ⊂ X → X ,
а U — пространством допустимых возмущений, если выполнены следующие
условия:
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1) U — банахово пространство (со своей нормой ‖ · ‖∗), непрерывно вложен-
ное в LA(X );

2) J и � — непрерывные трансформаторы, причем J — проектор;
3) (�X)D(A) ⊂ D(A), более того, A(�X)− (�X)A = X − JX, X ∈ U;
4) X�Y, (�X)Y ∈ U для любых X,Y ∈ U и существует постоянная γ > 0

такая, что

‖�‖ ≤ γ, max{‖X�Y ‖∗, ‖(�X)Y ‖∗} ≤ γ‖X‖∗‖Y ‖∗;

5) для любых X ∈ U и ε > 0 существует λε ∈ ρ(A) такое, что

‖X(A− λεI)−1‖ < ε.

Подобные операторы обладают рядом совпадающих спектральных свойств
(см. [18, лемма 1]). Далее используется

Теорема 4 [16, 18]. Пусть (U, J, � ) — допустимая для оператора A : D(A) ⊂
X →X тройка и B — некоторый оператор из пространства допустимых для A
возмущений U. Тогда если выполнено неравенство ‖J‖‖B‖∗‖�‖ < 1

4 , то оператор
A−B подобен оператору A−JX∗, где X∗ ∈ U является решением (нелинейного)
уравнения

X = B�X − (�X)(JB)− (�X)J(B�X) +B = �(X). (1)

Решение уравнения (1) можно найти методом простых итераций, полагая X0 =
0, X1 = B и т. д. (оператор � : U → U является сжимающим в шаре {X ∈
U : ‖X − B‖ ≤ 3‖B‖}). Преобразование подобия оператора A − B в оператор
A− JX∗ осуществляет оператор I + �X∗ ∈ EndX .

В нашем случае в качестве пространства X выступает комплексное гиль-
бертово пространство H . Пусть S2(H ) — идеал операторов Гильберта —
Шмидта (см. [20]) из алгебры EndH . Напомним, что оператор X ∈ EndH
называется оператором Гильберта — Шмидта, если для некоторого ортонор-

мированного базиса f1, f2, . . . выполнено неравенство
∞∑
j=1

‖Xfj‖2 < ∞. Ес-

ли ввести матрицу (xkj) оператора X ∈ EndH в ортонормированном базисе
f1, f2, . . . : xkj = (Xfj , fk), k, j ≥ 1, то это неравенство можно записать в виде
∞∑

k,j=1
|xkj |2 <∞. Пусть A : D(A) ⊂H →H — нормальный оператор (см. [9]) с

компактной резольвентой R(·, A) : ρ(A) → EndH , спектр σ(A) которого обра-
зует последовательность простых собственных значений (λn) со свойством

|λk − λj | ≥
1
c
|k4 − j4|, |λk| ≤ ck4, k, j ≥ 1, k 6= j, (2)

где c > 0 — некоторая константа. При этом λn > 0, n ∈ N, и 0 /∈ σ(A). Пусть
(en) — ортонормированный базис, составленный из собственных векторов.

Пусть Pn — ортогональный проектор, построенный по одноточечному мно-
жеству {λn} ⊂ σ(A), n ≥ 1, и, следовательно, APn = λnPn. Этот проектор
имеет вид Pnx = (x, en)en, n ∈ N.

Введем в рассмотрение самосопряженный оператор A
1
2 : D(A

1
2 ) ⊂H →H

вида

A
1
2x =

∞∑
n=1

λ
1
2
nPnx
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с областью определения D(A
1
2 ) =

{
x ∈H :

∞∑
n=1

|λn|‖Pnx‖2 <∞
}

.

Банахово пространство допустимых возмущений U будет состоять из опе-
раторов X ∈ LA(H ), представимых в виде

X = X0A
1
2 , X0 ∈ S2(H ).

Возьмем в качестве нормы оператора X в U величину ‖X‖∗ = ‖X0‖2.
Далее, следуя приведенной в [16, гл. 2; 18, § 2] схеме, построим трансфор-

маторы J, � : LA(H ) → LA(H ). Вначале эти трансформаторы определим на
алгебре S2(H ).

Трансформаторы J и � на любом операторе X ∈ S2(H ) определим равен-
ствами

JX =
∞∑
n=1

PnXPn, �X =
∞∑

k,j=1,
k 6=j

PkXPj
λk − λj

=
∞∑
k=1

Pk

∞∑
j=1,
j 6=k

XPj
λk − λj

. (3)

Корректность определения JX, �X и их ограниченность установлены в следу-
ющей лемме.

Лемма 1. Трансформаторы J, � : S2(H ) → S2(H ) корректно определе-
ны, ограничены и обладают свойствами:

1) J — проектор, ‖J‖ = 1,
2) имеет место оценка ‖�‖ ≤ 1

inf
k 6=j

|λk−λj | ≤
c
15 , где c определяется в (2).

Доказательство леммы легко провести, используя (2) и лемму 2 из [18].

Продолжения трансформаторов J и � на пространства LA(H ) и U, обозна-
чаемые теми же символами, будут задаваться следующим образом. Положим

JX = J(XA−1)A, �X = (�XA−1)A, X ∈ LA(H ).

JX = J(XA−
1
2 )A

1
2 , �X = (�XA−

1
2 )A

1
2 , X ∈ U. (4)

Лемма 2. Каждый оператор �X, X ∈ U, допускает расширение на все
пространство H до оператора (обозначаемого тем же символом �X), принад-
лежащего S2(H ), причем

‖�X‖2 ≤
c

3
2

3
‖X‖∗, X ∈ U, (5)

где постоянная c > 0 определяется из (2).
Доказательство. Используя оценки (2), легко установить, что �X, X ∈

U, является оператором Гильберта — Шмидта и справедлива оценка (5). Сле-
довательно, оператор �X допускает ограниченное расширение на H . Лемма
доказана. �

Замечание 2. Учитывая лемму 2, трансформатор � , определенный в фор-
муле (4), будем рассматривать как линейный оператор из U со значениями в
S2(H ) и обозначать тем же символом. При этом из леммы 2 следует, что

‖�‖ ≤ c
3
2

3 .

Для каждого m ∈ N определим трансформаторы Jm : U → U, �m : U →
S2(H ), полагая

JmX = JX − J(P(m)XP(m)) + P(m)XP(m), X ∈ U, (6)



172 Д. М. Поляков

�mX = �X − P(m)(�X)P(m), X ∈ U, (7)

где P(m) =
∑
k≤m

Pk. Отметим также, что J1X = JX и �1X = �X, X ∈ U.

Используя определения трансформаторов Jm и �m, лемму 2 и замечание 2,
непосредственной проверкой легко установить справедливость следующей лем-
мы.

Лемма 3. Каждый из трансформаторов Jm, �m, m ∈ N, допускает огра-
ниченное расширение на LA(H ) (следовательно, и на пространство U). Также
имеют место оценки

‖Jm‖ = 1, ‖�m‖ ≤
c

3
2

m
,

где c > 0 — величина из (2).

Замечание 3. Отметим, что непосредственно из равенств (6), (7) следует,
что оператор �X (соответственно JX), X ∈ U, отличается от оператора �mX
(JmX) на оператор конечного ранга P(m)(�X)P(m) (P(m)(JX)P(m)). Поэтому в
дальнейшем будем осуществлять проверку всех необходимых свойств для опе-
ратора �X (соответственно JX).

Покажем, что построенная тройка (U, Jm, �m) допустима.

Лемма 4. (U, Jm, �m) — допустимая тройка для оператора A, причем для
величины γ = γm из определения допустимой тройки справедлива оценка γm ≤
c

3
2

m , где c > 0 — константа из (2).

Доказательство. Проверим все свойства допустимой тройки. Первые
два свойства следуют из представления пространства допустимых возмущений,
леммы 1 и формул (6), (7). Докажем свойство 3, т. е. (�mX)D(A) ⊂ D(A) для
любого X ∈ U. Согласно замечанию 3 вместо �mX можно рассмотреть �X.
Оператор X представим в виде X = X0A

1
2 , где X0 ∈ S2(H ). Через

(
x0
kj

)
обозначим матрицу оператора X0 в базисе (en). Возьмем произвольный вектор

x ∈ D(A), тогда x = A−1y, где y ∈H , y =
∞∑
j=1

αjej . Имеют место равенства

(�X)A−1y = (�X)

( ∞∑
j=1

αj
λj

ej

)
=

∞∑
j=1

αj
λj

(�X)ej

=
∞∑
j=1

αj
λj

( ∞∑
k=1,
k 6=j

x0
kjλ

1
2
j

λk − λj
ek

)
=

∞∑
k=1

βkek,

где βk =
∞∑
j=1,
j 6=k

αjx
0
kjλ

− 1
2

j

λk−λj , k ≥ 1. Из (2) с учетом неравенства sup
k≥1,
k 6=j

k2

(k−j)2j2 ≤ 4
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вытекает, что

∞∑
k=1

|λk|2|βk|2 ≤ c3
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1,
j 6=k

k4x0
kjαj

(k4 − j4)j2

∣∣∣∣∣
2

≤ c3
∞∑
k=1

( ∞∑
j=1,
j 6=k

∣∣x0
kj

∣∣2k8

(k2 + j2)2(k + j)2(k − j)2j4

)
‖y‖2

≤ c3
∞∑
j=1

1
j2

( ∞∑
k=1,
k 6=j

k2|x0
kj |2

(k − j)2j2

)
‖y‖2 ≤ 2c3π2‖X0‖22‖y‖2

3
.

Таким образом, (�X)A−1x ∈ D(A), а из полученных оценок следует ограни-
ченность оператора A(�X)A−1. Следовательно, (�X)D(A) ⊂ D(A), и, зна-
чит, (�mX)D(A) ⊂ D(A). Осталось установить равенство матриц операторов
A(�mX)− (�mX)A и X − JX. При k 6= j имеем(
λkxkj(1− δkj)

λk − λj

)
−
(
xkj(1− δkj)λj

λk − λj

)
=
(
xkj(λk − λj)(1− δkj)

λk − λj

)
= xkj − δkjxkj .

Получаем, что третье свойство допустимой тройки выполнено.
Проверим свойство 4. Возьмем X,Y ∈ U и запишем их в виде X = X0A

1
2 ,

Y = Y0A
1
2 . Пусть

(
x0
nj

)
,
(
y0
nj

)
— матрицы операторов X0 и Y0 в базисе (en) со-

ответственно. Тогда матрица
(
z0
nj

)
оператора Z0, где X�mY = X0A

1
2 �mY0A

1
2 =

Z0A
1
2 , будет иметь вид

z0
nj =

∞∑
k=m+1,
k 6=j

x0
nkλ

1
2
k y

0
kj

λk − λj
, n ≥ 1, j ≥ m+ 1, z0

nj = 0, j ≤ m.

Докажем, что оператор Z0 является оператором Гильберта — Шмидта. Имеют
место оценки

‖Z0‖2∗ =
∞∑
n=1

∞∑
j=1

∣∣z0
nj

∣∣2 = c3
∞∑
n=1

∞∑
j=m+1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=m+1,
k 6=j

x0
nkk

2y0
kj

k4 − j4

∣∣∣∣∣
2

≤ c3
∞∑

j=m+1

∞∑
n=1

( ∞∑
k=m+1,
k 6=j

|x0
nk|2

)( ∞∑
k=m+1,
k 6=j

k4|y0
kj |2

(k4 − j4)2

)

≤ c3‖X‖2∗
∞∑

j=m+1

∞∑
k=m+1,
k 6=j

|y0
kj |2

(k2 − j2)2
≤ c3‖X‖2∗‖Y ‖2∗

m2 ,

где c — величина из (2). Точно такую же оценку имеем и для ‖(�mX)Y ‖∗.
Таким образом, X�mY ∈ U и ‖X�mY ‖∗ ≤ c

3
2

m ‖X‖∗‖Y ‖∗. Непосредственным

вычислением легко установить, что ‖�m‖ ≤ c
3
2

m .
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Проверим последнее свойство допустимой тройки. Пусть X = X0A
1
2 —

произвольный оператор из U и ε > 0. В качестве λε возьмем число −cn, n ∈ N,
где c > 0 — величина из (2), а n ∈ N таково, что 1

2c
− 1

2n−
1
2 ‖X0‖2 < ε. Тогда

‖X(A− λεI)−1‖ ≤ ‖X0‖2‖A
1
2 (A− λεI)−1‖ = ‖X0‖2 max

k≥1

∣∣λ 1
2
k

∣∣
|λk − λε|

≤ ‖X0‖2
c

1
2

max
k≥1

k2

|k4 + n|
≤ ‖X0‖2

2c 1
2n

1
2
< ε.

Итак, (U, Jm, �m) — допустимая тройка. Лемма доказана. �

2. Предварительное преобразование подобия

Вернемся к рассмотрению исследуемого оператора Li, i = 1, 2, определен-
ного во введении. Применим абстрактную схему, описанную в разд. 1, для
исследования спектральных свойств оператора Li, i = 1, 2. В качестве опе-
ратора A будет выступать свободный оператор L0i, i = 1, 2. Операторы L0i,
i = 1, 2, нормальны с компактной резольвентой и простыми собственными зна-
чениями, удовлетворяющими (2), где c = π4, для оператора L01, и c =

( 5π
4

)4
для оператора L02. Всюду в дальнейшем H = L2[0, 1] для оператора L1 и
H = L2[−1, 1] для оператора L2 (см. введение). Отметим, что все вычисления
будем проводить для оператора L1 в пространстве L2[0, 1]. Для оператора L2
они осуществляются таким же образом.

Оператор возмущения B, описанный во введении, принадлежит простран-
ству LL0i(H ), i = 1, 2. Следовательно, корректно определены операторы JB,
�B, JmB, �mB, заданные формулами (3), (6), (7), для оператора B. Так как
оператор B не принадлежит построенному в разд. 1 пространству допустимых
возмущений U, в данном случае необходимо сделать предварительное преобра-
зование подобия (см. [18, § 2]) оператора Li в оператор L̃i = L0i − B̃, i = 1, 2,
где B̃ уже входит в U. Этот факт будет установлен в настоящем разделе.

Сначала рассмотрим оператор B. Запишем его в виде B = B1 + B2, где
B1y = ay′′, B2y = by, y ∈ D(L0i), a, b ∈ H . Возмущение B представимо в
виде B =

(
BL

− 1
2

0i
)
L

1
2
0i =

(
B1L

− 1
2

0i
)
L

1
2
0i +

(
B2L

− 1
2

0i
)
L

1
2
0i, i = 1, 2. Так как функ-

ция a принадлежит H , справедливо представление a(t) =
∞∑
k=1

akek(t), при этом

‖a‖2l2 =
∞∑
k=1

|ak|2. Найдем оценки для матричных коэффициентов apj и bpj опе-

раторов B1 и B2 соответственно.
Для коэффициентов apj справедлива оценка

|apj | ≤ π2j2
√

2(|a|p−j||+ |ap+j |), p 6= j, p, j ≥ 1, (8)

вытекающая из следующих неравенств:

|apj | =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

a(t)e′′j (t)ep(t) dt

∣∣∣∣∣∣ = π2j2
√

2

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

∞∑
k=1

ak cosπktej(t)ep(t) dt

∣∣∣∣∣∣
≤ π2j2

√
2
∞∑
k=1

|ak|

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

cosπkt cosπt(p− j) dt−
1∫

0

cosπkt cosπt(p+ j) dt

∣∣∣∣∣∣
≤ π2j2

√
2(|a|p−j||+ |ap+j |).
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Так как оператор B2 является оператором умножения на функцию b ∈H , для
него, очевидно, имеет место оценка

|bpj | ≤
√

2(|b|p−j||+ |bp+j |), p 6= j, p, j ≥ 1. (9)

В случае, когда B — возмущение оператора L02, справедливы оценки

|apj | ≤
M1j2

p+ j
, |bpj | ≤

M2

p+ j
, (10)

где M1 = 25π2‖a‖l2
4 и M2 = 4‖b‖l2 , p 6= j, p, j ≥ 1.

Докажем несколько технических лемм.

Лемма 5. Для каждого m ∈ N оператор �mB является оператором Гиль-
берта — Шмидта, причем lim

m→∞
‖�mB‖22 = 0.

Доказательство. Сначала докажем, что оператор �B является операто-
ром Гильберта — Шмидта. Согласно оценкам (8) и (9) имеют место следующие
неравенства:

∞∑
p,j=1

|(�Bej , ep)|2 =
∞∑

p,j=1

|(�B1ej , ep) + (�B2ej , ep)|2 ≤ 2
∞∑

p,j=1,
p6=j

∣∣∣∣ apj
λp − λj

∣∣∣∣2

+ 2
∞∑

p,j=1,
p6=j

∣∣∣∣ bpj
λp − λj

∣∣∣∣2 ≤ 8
π4

( ∞∑
p=1

1
p2

∞∑
j=1,
j 6=p

|a|p−j||2

(p− j)2
+

∞∑
p=1

1
p2

∞∑
j=1,
j 6=p

|ap+j |2

(p− j)2

)

+
8
π8

( ∞∑
p=1

1
p6

∞∑
j=1,
j 6=p

|b|p−j||2

(p− j)2
+

∞∑
p=1

1
p6

∞∑
j=1,
j 6=p

|bp+j |2

(p− j)2

)
<∞.

Следовательно, �B ∈ S2(H ). Таким образом, согласно замечанию 3 операторы
�mB,m ∈ N, и, следовательно, операторы �mB1 и �mB2 являются операторами
Гильберта — Шмидта. Ясно, что

‖�mB‖22 =
∑

max{p,j}≥m+1,
p6=j

|apj |2

|λp − λj |2
+

∑
max{p,j}≥m+1,

p6=j

|bpj |2

|λp − λj |2
→ 0 при m→∞

(как остаток сходящегося ряда). Аналогичное доказательство проводится и в
случае рассмотрения B как возмущения оператора L02. В этом случае исполь-
зуются оценки (10). Лемма доказана. �

Лемма 6. Оператор JmB принадлежит пространству допустимых возму-
щений U, если B рассматривается как возмущение оператора L02.

Доказательство. Согласно замечанию 3 все оценки достаточно осуще-
ствить для оператора JB. Представим его в виде JB =

(
JBL

− 1
2

02
)
L

1
2
02 = BJL

1
2
02.

Докажем, что оператор BJ принадлежит S2(H ). Используя неравенства (10),
получим следующие оценки:

∞∑
j=1

∣∣(JBL− 1
2

02 ej , ej
)∣∣2 =

∞∑
j=1

∣∣∣∣ajj + bjj
j2

∣∣∣∣2 ≤ M2

2

∞∑
j=1

1
j2

+
M2

1

2

∞∑
j=1

1
j6

<∞.

Таким образом, BJ ∈ S2(H ). Следовательно, операторы JmB, m ∈ N, принад-
лежат U. Лемма доказана. �
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Лемма 7. Операторы B�mB, (�mB)JmB принадлежат пространству до-
пустимых возмущений U.

Доказательство. Вначале рассмотрим оператор L1 = L01−B и докажем,
что B�B ∈ U (согласно замечанию 3). Для доказательства этого факта устано-
вим, что он представим в виде B�B = B�BL

− 1
2

01 L
1
2
01 = B0L

1
2
01, где B0 ∈ S2(H ).

Оператор B0 также представим в виде

B0 = B1�B1L
− 1

2
01 +B1�B2L

− 1
2

01 +B2�B1L
− 1

2
01 +B2�B2L

− 1
2

01 .

Докажем, что
∞∑

p,j=1

∣∣(B1�B1L
− 1

2
01 ej , ep

)∣∣2 <∞, т. е. установим, что B1�B1L
− 1

2
01 ∈

S2(H ). Согласно неравенству (8) получим

∞∑
p,j=1

∣∣(B1�B1L
− 1

2
01 ej , ep

)∣∣2 =
∞∑

p,j=1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1,
k 6=j

apkakj

(λk − λj)λ
1
2
j

∣∣∣∣2

≤ 16
π4

∞∑
j=1

∞∑
p=1

( ∞∑
k=1,
k 6=j

|a|p−k|||a|k−j||
|k2 − j2|

)2

+
16
π4

∞∑
j=1

∞∑
p=1

( ∞∑
k=1,
k 6=j

|a|p−k|||ak+j |
|k2 − j2|

)2

+
16
π4

∞∑
j=1

∞∑
p=1

( ∞∑
k=1,
k 6=j

|ap+k||a|k−j||
|k2 − j2|

)2

+
16
π4

∞∑
j=1

∞∑
p=1

( ∞∑
k=1,
k 6=j

|ap+k||ak+j |
|k2 − j2|

)2

.

Оценим первое слагаемое, обозначаемое далее через γ1. Аналогично той же по-
стоянной оцениваются остальные слагаемые. Рассмотрим последовательности
fj : N → R+ = [0,∞), j ≥ 1, вида fj(k) = |a|k−j||

|k2−j2| , если k 6= j, и 0, если k = j.
Найдем соответствующую оценку для нормы этих последовательностей в l1:

‖fj‖l1 =
∞∑

k=1,
k 6=j

|fj(k)| =
∞∑

k=1,
k 6=j

|a|k−j||
|k2 − j2|

≤ ‖a‖l2
j

(
2
∞∑
k=1

1
k2

) 1
2

=
‖a‖l2π
j
√

3
, j ≥ 1.

Ввиду того, что последовательности p 7→ |a|p−k|| : N → R+, k ≥ 1, обозначаемые
далее через ãk, принадлежат l2, справедливы следующие неравенства:∥∥∥∥∥

∞∑
k=1

ãkfj(k)

∥∥∥∥∥
l2

≤
∞∑
k=1

‖ãk‖l2 |fj(k)| ≤ ‖a‖l2
∞∑
k=1

|fj(k)| ≤
‖a‖2l2π
j
√

3
.

Следовательно,

γ1 =
16
π4

∞∑
j=1

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ãkfj(k)

∥∥∥∥∥
2

l2

≤
16‖a‖4l2

3π2

∞∑
j=1

1
j2

=
8‖a‖4l2

9
.

Таким образом, оператор B1�B1L
− 1

2
01 принадлежит S2(H ). Так как B2 —

оператор умножения на функцию b изH , то B2�B2L
− 1

2
01 , B2�B1L

− 1
2

01 , B1�B2L
− 1

2
01

также принадлежат S2(H ). Следовательно, B�B принадлежит U, поэтому
B�mB ∈ U.
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Прямое вычисление показывает, что аналогичное утверждение справедливо
для случая, когда B — возмущение оператора L02.

Осталось доказать, что (�mB)JmB ∈ U. Согласно лемме 5 оператор �mB

принадлежит S2(H ). Представим оператор JmB в виде JmB =
(
JmBL

− 1
2

01
)
L

1
2
01.

Легко доказать, что оператор (JmB)L−
1
2

01 ограничен. Таким образом, оператор
(�mB)(JmB)L−

1
2

01 принадлежит S2(H ) как произведение ограниченного опера-
тора на оператор Гильберта — Шмидта. Следовательно, (�mB)JmB ∈ U. Для
случая, когда B — возмущение оператора L02, этот факт непосредственно сле-
дует из лемм 5 и 6. Лемма доказана. �

Лемма 8. Существует m ∈ N такое, что операторы B, JmB, �mB удовле-
творяют следующим условиям для i = 1, 2:

(a) �mB ∈ EndH и ‖�mB‖2 < 1;
(b) (�mB)D(L0i) ⊂ D(L0i);
(c) B�mB, (�mB)JmB ∈ U, где U — пространство допустимых возмущений;
(d) L0i(�mB)x− (�mB)L0ix = Bx− (JmB)x, x ∈ D(L0i);
(e) для любого ε > 0 существует λε ∈ ρ(L0i) такое, что ‖B(L0i−λεI)−1‖ < ε.
Доказательство. Из леммы 5 следует, что �mB ∈ S2(H ) ⊂ EndH ,

причем из равенства (7) вытекает, что ‖�mB‖2 < 1 для достаточно большого
m ∈ N. Таким образом, выполнено условие (a).

Установим свойство (b) для оператора �B (см. замечание 3). Проводя
оценки, как при доказательстве свойства 3 леммы 4, и используя неравенства
(8)–(10), получим, что (�mB)D(L0i) ⊂ D(L0i), i = 1, 2.

Свойство (с) выполнено в силу леммы 7.
Для доказательства свойства (d) необходимо провести рассуждения, как

при доказательстве свойства 4 леммы 4. Кроме того, из равенств (6), (7) следует,
что для x ∈ D(L0i), i = 1, 2, справедливы равенства

L0i(�mB)x = L0i�Bx− L0iP(m)(�B)P(m) = L0i�Bx− P(m)(L0i�B)P(m)

= (B − JB)x+ (�B)L0ix− P(m)(B − JB)P(m)x− P(m)(�B)L0iP(m)x

= (B − JmB)x+ (�mB)L0ix.

Таким образом, выполнено свойство (d).
Установим свойство (e) для оператора L01. Для произвольного ε > 0 выбе-

рем n ∈ N так, что (
‖a‖2l2

3
+

2‖b‖2l2
945

) 1
2 3

3
4

π
√

2n 1
4
< ε, (11)

и в качестве λε возьмем число −π4n. Непосредственным вычислением легко
установить, что оператор BL

− 3
4

01 ограничен и справедлива оценка
∥∥BL− 3

4
01

∥∥2
2 ≤

8
(‖a‖2

l2
3 + 2‖b‖2

l2
945

)
. Тогда для n ∈ N, удовлетворяющего (11), справедливы нера-

венства

‖B(L01 − λεI)−1‖ ≤
∥∥BL− 3

4
01

∥∥
2 max
k≥1

λ
3
4
k

|λk − λε|

≤
(
‖a‖2l2

3
+

2‖b‖2l2
945

) 1
2 2
√

2
π

max
k≥1

k3

k4 + n
≤
(
‖a‖2l2

3
+

2‖b‖2l2
945

) 1
2 3

3
4

π
√

2n 1
4
< ε.

Итак, установлено свойство (e) для L01. Рассуждая аналогично, получим свой-
ство (e) для случая, когда B — возмущение оператора L02. Лемма доказана. �
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Теорема 5. Если число m ∈ N таково, что

‖�mB‖2 < 1, (12)

то оператор Li = L0i −B подобен оператору L̃i = L0i − B̃, i = 1, 2, где

B̃ = JmB1 + (I + �mB)−1(B1�mB1 − (�mB1)JmB1) + C̃. (13)

Оператор C̃ определяется формулой C̃ = JmB2+(I+�mB)−1(B1�mB2+B2�mB1
+B2�mB2 − (�mB1)JmB2 − (�mB2)JmB1 − (�mB2)JmB2), причем имеет место
равенство

(L0i −B)(I + �mB) = (I + �mB)(L0i − B̃), i = 1, 2. (14)

Оператор B̃ из (14) представим в виде

B̃ = JB1 +B1�B1 − (�B1)JB1 + C ∈ U, (15)

где C = C0L
1
2
0i, C0 принадлежит S1(H ) — идеалу ядерных операторов (см. [20]).

Доказательство. Существование числа m ∈ N, для которого справед-
лива оценка (12), доказано в лемме 5. Согласно лемме 8 и теореме 2 из [18]
оператор Li = L0i − B подобен оператору L̃i = L0i − B̃, i = 1, 2, а также спра-
ведливы равенства (13), (14). Оператор C из (15) имеет вид

C = −(I + �mB)−1(�mB)(B1�mB1 − (�mB1)JmB1) + C1 + C̃,

где оператор C1 = B1�mB1 − B1�B1 − (�mB1)JmB1 + (�B1)JB1 + JmB1 − JB1
имеет конечный ранг и, следовательно, принадлежит S1(H ).

Из леммы 7 следует, что операторы (�mB)JmB и B�mB принадлежат U.
Следовательно, C̃ ∈ U и B1�mB1, (�mB1)JmB1 ∈ U. Таким образом, оператор C

представим в виде C = C0L
1
2
0i, i = 1, 2, где C0 принадлежит S1(H ) (как сумма

оператора конечного ранга, оператора из U и произведения двух операторов
Гильберта — Шмидта, см. [20]). Таким образом, B̃ ∈ U. Теорема доказана. �

3. Доказательство основных результатов

Теорема 5 позволяет свести изучение операторов Li, i = 1, 2, к операторам
L̃i, i = 1, 2. Исследование операторов L̃i, i = 1, 2, будем осуществлять методом
подобных операторов с использованием теоремы 4.

В качестве невозмущенного оператора при изучении оператора L̃1 будем
использовать нормальный оператор L′01 = L01 − JB + P(m)(JB)P(m) (согласно
равенству (6)) с собственными значениями λn при n ≤ m и

λ′n = (πn)4 + (πn)2
1∫

0

a(t) dt, n ≥ m+ 1, m ∈ N. (16)

Непосредственно из определения операторов JB и P(m)(JB)P(m) следует, что
собственные функции оператора L01 являются собственными функциями опе-
ратора L′01. Поскольку собственные функции образуют ортонормированный
базис, оператор L′01 нормален. Отметим, что его собственные значения λ′n для
достаточно большого n удовлетворяют оценкам (2) с константой c = 2π4.
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При изучении оператора L̃2 в качестве невозмущенного оператора будет
выступать L02, который в дальнейшем будет обозначаться символом L′02.

В условиях следующей теоремы число m ∈ N выбирается таким, что одно-
временно выполнены условия

‖�mB‖2 < 1,
c

3
2 ‖B‖∗
m

<
1
4
. (17)

Отметим, что для исследования оператора L̃1 необходимо потребовать допол-

нительное условие m ≥

√
2

1∫
0
|a(t)|dt

2π8−1 . Оно гарантирует выполнение неравенств
|λ′n−λ′j | ≥ 1

2π4 |n4−j4| и |λ′n| ≤ 2π4n4, где λ′n — собственные значения оператора
L′01 (см. (16)).

Замечание 4. Формулы для проекторов Jm, m ∈ N, остаются без изме-
нения ввиду того, что у операторов L′01 и L01 совпадают собственные векторы.
Однако трансформатор �m, m ∈ N, который строится по L01, будет отличаться
от трансформатора, который строится по L′01. Будем дальше его обозначать
через � ′m. Для единообразия тем же символом � ′m обозначим трансформатор
�m для оператора L′02.

Следующая теорема является одним из основных результатов статьи.

Теорема 6. Пусть число m ∈ N таково, что выполнены условия (17). Тогда
оператор Li = L0i −B подобен оператору вида

L′0i − JmX∗ = L′0i − P(m)X∗P(m) −
∑

j≥m+1

PjX∗Pj , i = 1, 2. (18)

Оператор X∗ ∈ U — решение уравнения

X = B̃� ′mX − (� ′mX)(JmB̃)− (� ′mX)Jm(B̃� ′mX) + B̃, (19)

рассматриваемого в U. Оператор I + � ′mX∗ обратим, и преобразование подобия
оператора Li = L0i −B в оператор L′0i − JmX∗, i = 1, 2, осуществляет оператор
вида

Um = (I + �mB)(I + � ′mX∗) = I + Vm, (20)

где Vm ∈ S2(H ).

Доказательство. Из оценки (12) (см. первое условие (17)) следует, что
оператор I + �mB обратим. Из теоремы 5 (ее условия выполнены в силу обоих
условий из (17)) вытекает подобие оператора Li = L0i−B оператору вида L̃i =
L′0i−B̃, i = 1, 2, где B̃ определен равенством (13). Поскольку B̃ принадлежит U,
в силу теоремы 2 из [18], оператор L̃i = L′0i−B̃ (а следовательно, и Li = L0i−B)
подобен оператору L′0i − JmX∗, i = 1, 2, вида (18), где X∗ ∈ U — решение
уравнения (19). Ясно, что оператор преобразования Li в оператор L′0i − JmX∗,
i = 1, 2, совпадает с оператором Um из (20). Поскольку �mB, � ′mX∗ ∈ S2(H ),
оператор Vm из (20) принадлежит S2(H ). Теорема доказана. �

Приступим к доказательству основных результатов.
Доказательство теоремы 1. Теорема 6 позволяет установить асимп-

тотику собственных значений оператора Li, i = 1, 2. А именно, из равенства
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σ(Li) = σ(L′0i − JmX∗) будет следовать, что спектр оператора Li, i = 1, 2, пред-
ставим в виде

σ(Li) = σ(L′0i − JmX∗) = σ(A(m)) ∪
( ⋃
j≥m+1

σ(Aj)
)
, i = 1, 2, (21)

где A(m) = (L′0i − JmX∗|H(m)) — сужение оператора L′0i − JmX∗, i = 1, 2, на
подпространство H(m) = ImP(m), P(m) =

∑
j≤m

Pj ; Aj = (L′0i − JmX∗|Hj) —

сужение оператора L′0i − JmX∗, i = 1, 2, на подпространство Hj = ImPj , j ≥
m + 1. Из представления (21) следует (ввиду того, что dimH(m) = m), что
множество σ(A(m)) = σ(m) конечно. Подпространства Hj = ImPj , j ≥ m + 1,
инвариантны относительно L′0i − JmX∗, i = 1, 2. Таким образом, операторы
A(m), Aj , j ≥ m+ 1, корректно определены.

Легко установить, что операторы Li = L0i − B, i = 1, 2, являются опе-
раторами с компактной резольвентой. Подпространства H(k), k ≥ m + 1, од-
номерны, и, следовательно, каждый из операторов Ak, k ≥ m + 1, является
скалярным, т. е. оператором умножения на число, причем это число опре-
деляется как λ′n − (X∗en, en). Поскольку каждый из операторов Li подобен
соответствующему оператору L̃i, i = 1, 2, все дальнейшие вычисления будем
проводить с L̃i, i = 1, 2. Так как X∗ удовлетворяет (19), согласно равенству
((�mX)(JmX)en, en) = 0 получаем

(X∗en, en) = (B̃� ′mX∗en, en) + (B̃en, en).

В силу представления (13) и замечания 3 имеют место равенства

(B̃en, en) = (JB1en, en) + (B1�B1en, en)− ((�B1)JB1en, en) + (Cen, en)
= (B1en, en) + (B1�B1en, en) + (Cen, en).

Величины (B1en, en) при n ≥ m+ 1 имеют вид

(B1en, en) = (πn)2

−
1∫

0

a(t) dt+
1∫

0

a(t) cos 2πnt dt

.
Величина (B1�B1en, en) представима в виде (B1�B1en, en) = n2

∞∑
l=1,
l 6=n

anlalnl
2

λl−λn , где

anl — матрица оператора B1, и anl =
1∫
0
a(t) cosπ(n− l)t dt−

1∫
0
a(t) cosπ(n+ l)t dt,

n ≥ m+ 1.
Используя теорему 5, получим, что остаток будет представлен в виде ζnn2,

где (ζn) — суммируемая последовательность, т. е.
∞∑

n=m+1
|ζn| < ∞. Таким об-

разом, при n ≥ m + 1 асимптотика собственных значений для оператора L1
принимает вид из формулировки теоремы 1. Для оператора L2 соответствую-
щая асимптотика получается аналогично. Теорема 1 доказана. �

Следствие 1. Операторы Li = L0i−B, i = 1, 2, спектральны по Данфорду
(см. [10]).

Далее будем рассматривать спектральные проекторы, которые описаны во
введении. Отметим, что справедливо разложение единицы

I =
∑

k≥m+1

Pk + P(m), I =
∑

k≥m+1

P̃k + P̃(m),
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где проектор P̃(m) имеет вид P̃(m) = (I + Vm)P(m)(I + Vm)−1.

Доказательство теоремы 2. Из теоремы 6 следует, что оператор L1
подобен оператору L′01−JmX∗ (см. формулу (18)) и оператором преобразования
является Um вида (20). Оператор Vm из (20) имеет вид Vm = �mB + � ′mX∗ +
(�mB)(� ′mX∗). Из равенства L01−B = (I+Vm)(L′01−JmX∗)(I+Vm)−1 и леммы 1
из [18] вытекает, что спектральные проекторы P̃ (�), P (�) подобны и, более
того, оператор P̃ (�) допускает представление P̃ (�) = (I + Vm)P (�)(I + Vm)−1.
Следовательно, оператор P̃ (�)− P (�) представим в виде

P̃ (�)−P (�) = (I+Vm)P (�)(I+Vm)−1−P (�) = (VmP (�)−P (�)Vm)(I+Vm)−1.

Оценим величины ‖� ′mX∗P (�)‖2, ‖P (�)� ′mX∗‖2, ‖�mBP (�)‖2, ‖P (�)�mB‖2.
Согласно оценкам |λ′n − λ′j | ≥ 1

2π4 |n4 − j4| и |λ′n| ≤ 2π4n4 легко установить,
что ‖� ′mX∗P (�)‖2 ≤ 2

√
2π6

2k(�)−1‖�
′
mX0‖2, где X0 ∈ S2(H ) в представлении X∗ =

X0L
1
2
01. Аналогично получается оценка ‖P (�)� ′mX∗‖2 ≤ 2

√
2π6

2k(�)−1‖�
′
mX0‖2. Оста-

лось установить оценку на ‖�mBP (�)‖2. Так как оператор B2 есть оператор
умножения на функцию b из H , достаточно рассмотреть операторы �mB1P (�)
и P (�)�mB1. Таким образом, используя неравенство (8), непосредственным
вычислением получим

‖�mB1P (�)‖22 =
∞∑

p=1,
p6=j, j≥k(�)

∣∣∣∣ apj
λ′p − λ′j

∣∣∣∣2 ≤ 16π12
∞∑

p=1,
p6=j, j≥k(�)

|a|p−j||2

(p2 − j2)2

+ 16π12
∞∑

p=1,
p6=j, j≥k(�)

|ap+j |2

(p2 − j2)2
≤ 32π12‖a‖2l2

(
k(�)−1∑
p=1

1
(p+ k(�))2(k(�)− p)

+
∞∑

p=k(�)+1

1
(p+ k(�))2(p− k(�))

)
≤

π12‖a‖2l2c1
k2(�)

ln
(

(k(�)− 1)(2k(�) + 1)
k(�) + 1

)
,

где c1 > 0 — некоторая константа. Следовательно, справедлива оценка

‖�mB1P (�)‖2 ≤
π6√c3‖a‖l2

k(�)

(
ln
(

(k(�)− 1)(2k(�) + 1)
k(�) + 1

)) 1
2

.

Аналогичная оценка справедлива для нормы ‖P (�)�mB1‖2. Используя полу-
ченные оценки, неравенство (12), а также представление оператора Vm, имеем

‖P̃ (�)− P (�)‖2 ≤ ‖VmP (�)‖2 + ‖P (�)Vm‖2 ≤ ‖�mB1P (�)‖2
+ ‖� ′mX∗P (�)‖2 + ‖P (�)�mB1‖2 + ‖P (�)� ′mX∗‖2 + ‖� ′mX∗P (�)‖2

+ ‖P (�)�mB1‖2 ≤
3π6√c3‖a‖l2

k(�)

(
ln
(

(k(�)− 1)(2k(�) + 1)
k(�) + 1

)) 1
2

+
6
√

2π6

2k(�)− 1
‖�mX0‖2 ≤

M̃(ln k(�))
1
2

k(�)
,

где M̃ > 0 — некоторая константа, не зависящая от k(�).
Аналогично рассуждая, можно получить такие же оценки и для оператора

L2. Теорема 2 доказана. �
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Следствие 2. В условиях теоремы 2 справедлива оценка

‖P̃n − Pn‖2 ≤
M3

n
, n ∈ N,

где M3 > 0 — некоторая константа. В этом случае � — одноточечное множество
{n} и суммирования по j не производится.

Следствие 3. Если выполнены условия теоремы 2, то верна оценка
∞∑

n=m+1

‖P̃n − Pn‖22 <
M2

3

m2 .

Доказательство теоремы 3. Из формул разложения единицы и теоре-
мы 2 имеем∥∥∥∥∥P̃(m) +

n∑
k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥P̃(m) +
∞∑

k=m+1

P̃k −
∞∑

k=n+1

P̃k − P(m) −
∞∑

k=m+1

Pk +
∞∑

k=n+1

Pk

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥I −
∞∑

k=n+1

P̃k − I +
∞∑

k=n+1

Pk

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

P̃k −
∞∑

k=n+1

Pk

∥∥∥∥∥
2

≤ M̃(lnn)
1
2

n
.

Теорема 3 доказана. �

Следствие 4. Имеет место равномерная сходимость спектральных разло-
жений операторов Li = L0i −B и L0i, i = 1, 2:

lim
n→∞

∥∥∥∥∥P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk

∥∥∥∥∥
2

= 0.

4. Построение аналитической полугруппы операторов

В этом разделе полученные теоремы о спектральных свойствах дифферен-
циального оператора Li = L0i−B, i = 1, 2 (особенно теорема 6), будут использо-
ваны для доказательства секториальности оператора −Li = −L0i + B, i = 1, 2,
и построения аналитической полугруппы, генератором которой он является.

Определение 3 [21]. Будем называть линейный оператор A : D(A ) ⊂
X →X в банаховом пространстве X секториальным оператором, если он за-
мкнут и плотно определен и, кроме того, для некоторого ϕ ∈

(
π
2 , π

)
, некоторого

M ≥ 1 и некоторого вещественного a сектор Sa,ϕ = {λ ∈ C : |arg (λ−a)| < ϕ, λ 6=
a} лежит в резольвентном множестве оператора A и ‖(λ −A )−1‖ ≤ M

|λ−a| для
всех λ ∈ Sa,ϕ.

Отметим, что в следующей теореме и ее доказательстве используются обо-
значения теоремы 6.

Теорема 7. Дифференциальный оператор −Li = −L0i+B, i = 1, 2, секто-
риален и генерирует аналитическую полугруппу операторов T : R+ → EndH .
При этом справедливо представление вида T (t) = UmT̃ (t)U−1

m , где Um = (I +
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�mB)(I + � ′mX∗), и T̃ : R+ → EndH — полугруппа, генератором которой явля-
ется оператор −L′0i + JmX∗. Натуральное число m выбирается таким образом,
чтобы имело место утверждение теоремы 6.

Доказательство теоремы будет проводиться для обоих операторов Li,
i = 1, 2. По теореме 6 оператор Li (следовательно, и оператор −Li) подо-
бен оператору L′0i − JmX∗ (соответственно оператору −L′0i + JmX∗), где X∗ =
X0L

1
2
0i, X0 ∈ S2(H ). Стало быть,
(1) σ(−Li) = σ(−L′0i + JmX∗) = σm ∪

( ⋃
j≥m+1

σj
)
, где σm — конечное мно-

жество;
(2) R(λ,−Li) = UmR(λ,−L′0i+JmX∗)U−1

m , где Um — оператор преобразова-
ния, и λ ∈ ρ(−Li) = ρ(−L′0i + JmX∗), λ /∈ σ(−Li).

Для оценки резольвенты оператора −L′0i + JmX∗ рассмотрим равенства

− L′0i + JmX∗ − λI = (I + JmX∗(−L′0i − λI)−1)(−L′0i − λI)

=
(
I + JmX0L

1
2
0i(−L

′
0i − λI)−1)(−L′0i − λI).

Укажем сектор, для которого спектр оператора −L′0i + JmX∗ лежит в нем и
оператор I + JmX0L

1
2
0i(−L′0i − λI)−1 обратим. Согласно (1) спектр операто-

ра −L′0i + JmX∗ состоит из объединения конечного множества и множества
σj , j ≥ m+1, где σj = {−λ̃j}. Все собственные значения оператора −L′0i+JmX∗
лежат в секторе γ = γ0 + 2‖X0‖22, где γ0 — сектор с вершиной в нуле и аргу-
мент удовлетворяет условию 3π

4 ≤ arg z ≤ 5π
4 . Для любого λ из γ оператор

I + JmX0L
1
2
0i(−L′0i − λI)−1 обратим и справедлива оценка

∥∥JmX0L
1
2
0i(−L′0i −

λI)−1
∥∥ ≤ 1

2 . Непосредственным вычислением устанавливается следующая оцен-
ка на резольвенту: ‖R(λ,−L′0i + JmX∗)‖ ≤ 2

|π4+λ| ≤
2

|λ−2‖X0‖22|
.

Следовательно, оператор −L′0i+JmX∗ (соответственно и оператор −Li) сек-
ториален. Тогда согласно теореме II.4.6 из [22] оператор −Li является генерато-
ром аналитической полугруппы T (t) = UmT̃ (t)U−1

m (в силу подобия операторов
−Li и −L′0i + JmX∗), где T̃ (t) = 1

2πi

∫
�

eλtR(λ,−L′0i + JmX∗) dλ.

Рассмотрим ортогональное разложение H = H(m) ⊕ H (m), где H(m) =
ImP(m), H (m) = Im

( ∑
k≥m+1

Pk
)
. Соответственно оператор −L′0i + JmX∗ допус-

кает разложение −L′0i+JmX∗ = (−Ã(m)+P(m)|H(m))⊕Ã(m), где Ã(m) — сужение
оператора L′0i − JmX∗ на H(m) и Ã(m) — сужение оператора −L′0i + JmX∗ на
H (m). Тогда согласно [22] полугруппа T (t) подобна полугруппе Tm(t)⊕T (m)(t),
причем T (m)(t) допускает представление вида

T (m)(t)x =
∞∑

k=m+1

eλ̃kt(x, ek)ek, x ∈H .

Теорема доказана. �
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