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О РАСПОЛОЖЕНИИ СПЕКТРА ЗАДАЧИ ТРИКОМИ

Ю. К. Сабитова

Аннотация. Для уравнения смешанного типа с двумя спектральными парамет-
рами λ1 и λ2 изучается однородная задача Трикоми и приводятся условия отно-
сительно этих параметров, при которых исследуемая задача имеет только нулевое
решение. Отсюда получены множества на комплексной плоскости, где не лежат
точки спектра задачи Трикоми.

Ключевые слова: уравнения смешанного типа, задача Трикоми, теоремы един-
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§ 1. Введение

Рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu = sgn y|y|nuxx + uyy − λ|y|nu = 0, (1)

где n = const ≥ 0,

λ =
{
λ1 = µ2

1, y > 0,
λ2 = µ2

2, y < 0,

λ1, λ2 — заданные числовые, вообще говоря, комплексные параметры, в области
D, ограниченной гладкой кривой � , лежащей в полуплоскости y > 0 с концами
в точках A(0, 0) и B(l, 0), l > 0, а при y < 0 — характеристиками

AC : x− 2
n+ 2

(−y)
n+2

2 = 0, CB : x+
2

n+ 2
(−y)

n+2
2 = l (2)

уравнения (1), и следующую задачу Трикоми (задачу Т).

Задача T. Найти в области D функцию u(x, y), удовлетворяющую усло-
виям

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−), (3)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−, (4)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ � , (5)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ AC, (6)

где ϕ,ψ — заданные достаточно гладкие функции, при этом ϕ(A) = ψ(A),

D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований р Поволжье а (проект 14–01–97003).
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Первые фундаментальные результаты по задаче Т принадлежат Трикоми
[1]. Он впервые установил знакоопределенность интеграла

1∫
0

u(x, 0− 0)uy(x, 0− 0) dx ≥ 0 (7)

для уравнения (1) при n = 1, λ = 0, т. е. для уравнения

yuxx + uyy = 0, (8)

и на основе этого доказал теорему единственности решения задачи Т для урав-
нения (8) без каких-либо геометрических ограничений на кривую � .

Впоследствии Ф. И. Франкль [2] показал, что проблема истечения сверхзву-
ковой струи из сосуда с плоскими стенками (внутри сосуда скорость дозвуковая)
на плоскости годографа сводится к задаче Т для уравнения Чаплыгина

K(y)uxx + uyy = 0, (9)

где K(0) = 0, K ′(y) > 0, K(y) — достаточно гладкая функция, и доказал един-
ственность решения этой задачи методом энергетических оценок при условии

F (y) = 2
(
K(y)
K ′(y)

)′
+ 1 ≥ 0 при y < 0.

Проттер [3] обобщил отмеченный выше результат Ф. И. Франкля. Един-
ственность решения задачи Т для уравнения Чаплыгина им доказана в следу-
ющих случаях:

1) гладкая кривая � произвольна, но гиперболическая часть области D
ограничивается тем, что F (y) > y0, где y0 < 0;

2) на гиперболическую часть области D нет ограничений и функция F (y)
может принимать любые конечные значения при y < 0, но кривая � не должна
простираться слишком далеко в направлении оси x = 0;

3) функция K(y) имеет непрерывную производную третьего порядка, удо-
влетворяющую неравенству K ′′′(y) < 0 всякий раз, когда F (y) < 0 при y < 0.

В дальнейшем этот метод получил развитие в работах Ю. М. Березанского
[4, гл. VI, § 3, гл. IV], В. П. Михайлова [5], А. М. Нахушева [6] для более общих
уравнений смешанного типа.

Начало другому направлению исследований задачи Т принадлежит
А. В. Бицадзе [7, 8], где он впервые сформулировал принцип экстремума для
уравнения Лаврентьева

uxx + (sgn y)uyy = 0 (10)

и доказал теоремы единственности и существования решения задачи Т для
уравнения (10). Затем этот принцип был установлен в [9, 10] для уравнения
(8), а для уравнения (9) — в [11–14] при достаточно жестких ограничениях на
функцию K(y) или при малости длины l линии изменения типа уравнения (9).

В работе К. Б. Сабитова [15] доказана единственность решения задачи Т
для уравнения (9) без указанных выше ограничений на кривую � , функцию
F (y) и длину l.

В [5] для уравнения Чаплыгина со спектральным параметром

K(y)uxx + uyy − λu = 0
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при достаточно больших λ > 0 доказана единственность сильных решений обоб-
щенной задачи Т при некоторых ограничениях на подход кривой � в точках A
и B.

В конце 1970-х гг. появились работы, где ставились задачи о существовании
собственных значений однородной задачи Т и расположении точек спектра этой
задачи на комплексной плоскости (λ).

В 1977 г. Т. Ш. Кальменов [16] на основе принципа экстремума и теории
положительных решений операторных уравнений М. А. Красносельского [17,
c. 68] доказал существование хотя бы одного собственного значения однородной
задачи Т для оператора Лаврентьева — Бицадзе, определяемого левой частью
уравнения (10). В 1981 г. аналогичный результат был получен в [18] для опе-
ратора Трикоми.

Параллельно этим работам велись исследования в направлении получения
теорем единственности решения задачи Т для уравнений с одним спектральным
параметром λ:

uxx + (sgn y)uyy − λu = 0, (11)

(sgn y)uxx + uyy − λu = 0, (12)

(sgn y)|yn|uxx + uyy − λu = 0, n > 0. (13)

С. М. Пономарев [19–22] показал единственность решения задачи Т для
уравнения (1) при n = 0 и λ1 = |λ2|, т. е. для уравнения (11), а также когда
λ1 = λ2 = λ = α+ iβ, где α > 0 и |β| ≤ 2α

√
2, в случае уравнения (12).

Е. И. Моисеев [23–29] впервые для уравнения (1) при n = 0 с комплекс-
ным параметром λ1 = λ2 = µ2 доказал единственность решения задачи Т
при | argµ| ≤ arctg k0, где 1/

√
2 < k0 < 1 является корнем уравнения 2k =

2k2 − 1 + 2k
√

2k2 − 1, путем установления знакоопределенности выражения

Re
1∫

0

exp(−2ax)ū
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

dx, |a| ≥ | Imµ|, (14)

т. е. в угле | arg λ| = 2| argµ| ≤ 2 arctg k0 ≈ 800 комплексной плоскости (λ) он
показал отсутствие точек спектра задачи Т для уравнения (12).

В [26–29] рассмотрена задача Т для уравнения (13) и доказана единствен-
ность решения этой задачи в случае, когда параметр λ принадлежит сектору

| arg λ| ≤ πm

m+ 2
.

В [30] показано, что существует достаточно большое числоM > 0 такое, что
если |µ| ≥ M , то при | Imµ| ≤ Reµ−M имеет место единственность решения
задачи Т для уравнения (12).

Отметим также работы [31–33], посвященные исследованию задачи Т для
уравнений (1) и (13). В [31] получена оценка решения задачи Т для уравнения
(1) при n > 0 через граничные функции, из которой следует единственность
решения, когда λ1 > 0 и λ2 = −λ1. Шнайдер [32] изучил задачу Т для уравнения
(13) при n > 2 и λ < 0 и при 0 < n ≤ 2 и 0 < −λ < n(n+ 2)/8.

Е. И. Моисеев [33] доказал единственность решения задачи Т для уравнения
(1) при λ1 = µ2, λ2 = −λ1 = −µ2, µ — комплексное число, удовлетворяющее
условиям

Reµ > 0, | Imµ| ≤ C,
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где постоянная C зависит от размеров области D+.
Знакоопределенность выражения (7) можно установить по-разному: исхо-

дя из представления решения уравнения в области гиперболичности [1] или
методом интегральных тождеств [2]. Если для данного уравнения не удается
прямо доказать знакоопределенность (7), то следует искать такое преобразова-
ние уравнения, что для нового уравнения устанавливается знак выражения (7).
Реализуя указанный прием для уравнения (1) при n = 0, К. Б. Сабитов [34]
показал, что решение задачи Т единственно при всех действительных λ1 и λ2,
удовлетворяющих неравенствам λ1 > −λ2 − p и λ1 > −p, где p = 2/(9mes D+),
mes D+ — мера области D+, а в случае комплексных λ1 = α1+iβ1, λ2 = α2+iβ2
при условии, что α1 > −p и (α2 − α1 − p)2 + β2

2 < 4(α1 + p)2.
В данной работе, объединяя уравнения (11)–(13) в одно уравнение (1) с

двумя параметрами λ1 и λ2, единым подходом на основании неотрицательности
выражений (7) и (14) получаем теоремы единственности решения задачи Т,
из которых найдены множества на комплексной плоскости (λ), не содержащие
точек спектра задачи Т для уравнений (11)–(13).

Прежде чем сформулировать основные утверждения, уточним класс реше-
ний уравнения (1).

Определение 1. Регулярным решением уравнения (1) в области D будем
называть функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям (3), (4) и, кроме того,
u(x, y) имеющую непрерывные производные ux и uy вD+, за исключением точек
A и B, где они могут иметь особенности порядка меньше единицы.

Утверждение 1. Если в классе регулярных решений уравнения (1) при
n = 0 существует решение задачи (3)–(6), то оно единственно при всех λ1 и λ2,
удовлетворяющих неравенству

2 Reλ1 + Reλ2 > |λ2| − 2p, (15)

где p = 2/(9mesD+), mesD+ — мера области D+.

Утверждение 2. Если в классе регулярных решений уравнения (1) при
n > 0 существует решение задачи (3)–(6), то оно единственно при всех λ1 и λ2,
удовлетворяющих неравенству

2 Reλ1 + Reλ2 > |λ2| − 2p1, (16)

где p1 = 1/CD+ , CD+ — положительная постоянная, зависящая только от диа-
метра области D+ по направлению оси абсцисс.

Если λ1 = λ2 = λ, то из неравенства (15) получим множество

|λ| < 3Re |λ|+ p,

которое представляет внутренность правой ветви гиперболы с центром в точ-
ке (−3p/4, 0) и полуосями a = p/4, b = p/

√
2, где отсутствуют точки спектра

задачи Т для уравнения (12).
Когда λ2 = −λ1, λ1 = λ, из неравенства (15) имеем

|λ| < Re |λ|+ 2p,

что определяет внутренность параболы вдоль вещественной оси с центром в
точке (−p, 0), на котором нет точек спектра задачи Т для уравнения (11).

На основании неравенства (16) аналогичные множества получим в случае
уравнения (1) при всех n > 0 когда λ1 = λ2 = λ и λ1 = λ и λ2 = −λ.
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§ 2. Теоремы единственности решения
задачи Т для уравнения смешанного типа

с оператором Лаврентьева — Бицадзе

2.1. Случай n = 0, λ1 и λ2 — действительные числа. Пусть в уравне-
нии (1) n = 0, в этом случае оно примет вид

Lu = (sgn y)uxx + uyy − λu = 0. (17)

В области D− для уравнения (17) рассмотрим задачи Дарбу, решения ко-
торых в [35] построены в явном виде. Из этих формул при условии u|AC = 0
найдем равенства, связывающие функции τ(x) = u(x, 0) и ν(x) = uy(x, 0):

ν(x) = τ ′(x) + µ2

x∫
0

J1[µ2(x− t)]
x− t

τ(t) dt, 0 < x < l, (18)

τ(x) =
x∫

0

J0[µ2(x− t)]ν(t) dt, 0 ≤ x ≤ l, (19)

где Jq(·) — функция Бесселя первого рода порядка q, в равенствах (18) и (19)
q = 1 и q = 0 соответственно.

Лемма 1. Если u|AC = 0 и λ2 ≥ 0, то для любого регулярного решения
уравнения (17) при любом x ∈ [0, l] имеет место неравенство

J =
x∫

0

u(t, 0)uy(t, 0) dt =
x∫

0

τ(t)ν(t) dt ≥ 0. (20)

Доказательство. Знакоопределенность интеграла J в [34] установлена с
помощью равенства (18). Неравенство (20) можно доказать также исходя из ра-
венства (19). Заменим функцию Бесселя J0(z) ее интегральным представлением
[36, с. 92]

Jq(z) =
2

√
π�
(
q + 1

2

)(z
2

)q 1∫
0

(1− ξ2)q−
1
2 cos(zξ) dξ

=
1√
π

(
z

2

)q 1∫
−1

eizξ(1− ξ2)q−
1
2 dξ, (21)

где � (·) — гамма-функция, Re q > −1/2. Действительно, на основании (19) и
(21) при q = 0 имеем

J =
x∫

0

ν(t)
t∫

0

J0[µ2(t− s)]ν(s) dsdt

=
2
π

x∫
0

ν(t)
t∫

0

 1∫
0

(1− ξ2)−
1
2 cos[µ2(t− s)ξ] dξ

ν(s) dsdt
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=
2
π

1∫
0

(1− ξ2)−
1
2 dξ

x∫
0

ν(t)
t∫

0

ν(s) cos[µ2(t− s)ξ] dsdt

=
2
π

1∫
0

(1− ξ2)−
1
2
[
�2
ν(x, ξ) + F 2

ν (x, ξ)
]
dξ ≥ 0, (22)

где

�ν(t, ξ) =
t∫

0

ν(s) cos(µ2sξ) ds, Fν(t, ξ) =
t∫

0

ν(s) sin(µ2sξ) ds.

Лемма 2. Если u|� = 0, то справедлива оценка∫∫
D+

u2 dxdy ≤ 9 mesD+

2

∫∫
D+

|∇u|2 dxdy. (23)

Доказательство. Действительно, область D+ отобразим симметрично
относительно оси y = 0 и полученную область обозначим через D∗

+. На эту
область функцию u(x, y) продолжим четным образом. Тогда получим функ-

цию ũ(x, y) ∈
◦
W 1

2(Q), где Q = D+ ∪D∗
+ ∪AB. Используя неравенство [37, с. 83]

‖u‖2,� ≤ β
n+2
n (mes�)

1
n ‖∇u‖2,�,

где β =
( 3

2

)α, α = n
n+2 , n — размерность области �, имеем∫∫

Q

ũ2 dxdy ≤ 9mesQ
4

∫∫
Q

|∇ũ|2 dxdy.

Отсюда следует справедливость оценки (23).

Лемма 3. Если u|AC = 0 и λ2 < 0, то для любого регулярного решения
u(x, y) уравнения (17) при любом x ∈ [0, l] имеет место неравенство

Ja =
x∫

0

e−2atu(t, 0)uy(t, 0) dt ≥ 0,

где a = const ≥ α.
Доказательство. При λ2 < 0 в формулах (18) и (19) надо учесть, что

µ2 =
√
λ2 = i

√
|λ2| = iα, α =

√
|λ2| > 0 и J1[µ2(x− t)] = iI1[α(x− t)], J0[µ2(x−

t)] = I0[α(x− t)], где Iq(·) — модифицированная функция Бесселя первого рода.
На основании (19) аналогично (22) преобразуем интеграл

Ja =
x∫

0

e−2atν(t)
t∫

0

I0[α(t− s)]ν(s) dsdt. (24)

В (24) заменим функцию I0(z) в силу формулы [36, с. 93]

Iq(z) =
1

√
π�
(
q + 1

2

)(z
2

)q 1∫
−1

e−zt(1− t2)q−
1
2 dt, (25)
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где Re q > −1/2, ее интегральным представлением. Тогда соотношение (24) на
основании (25) при q = 0 примет вид

Ja =
1
π

x∫
0

e−2atν(t)
t∫

0

ν(s)ds
1∫

−1

(1− ξ2)−
1
2 e−α(t−s)ξ dξdt

=
1
π

1∫
−1

(1− ξ2)−
1
2 dξ

x∫
0

e−2atν(t)
t∫

0

e−α(t−s)ξν(s) dsdt

=
1
π

1∫
−1

(1− ξ2)−
1
2 dξ

x∫
0

e−2t(a+αξ)ν(t)eαtξ
t∫

0

eαsξν(s) dsdt

=
1
2π

1∫
−1

(1− ξ2)−
1
2 dξ

x∫
0

e−2t(a+αξ) d

dt
F 2(t, ξ) dt

=
1
2π

1∫
−1

(1−ξ2)− 1
2

F 2(x, ξ)e−2x(a+αξ)+2(a+αξ)
x∫

0

F 2(t, ξ)e−2t(a+αξ) dt

 dξ ≥ 0,

так как a+ αξ ≥ a− α ≥ 0; здесь F (t, ξ) =
t∫
0
eαsξν(s) ds.

Теорема 1. Если в классе регулярных решений уравнения (17) в области
D существует решение задачи T, то оно единственно при всех λ1 и λ2, удовле-
творяющих одному из следующих условий:

1) λ2 ≥ 0 и λ1 > −p = −2/(9mesD+), где mesD+ — мера области D+;
2) λ2 < 0 и λ1 > −λ2 − p.
Доказательство. 1. Пусть u(x, y) — решение однородной задачи T из

класса регулярных решений уравнения (17). Отойдем от границы области D+
внутрь области на расстояние ε > 0 от кривой � и на расстояние δ > 0 от
отрезка AB и образовавшуюся таким образом подобласть обозначим через Dε,δ

+ .
Рассмотрим интеграл ∫∫

Dε,δ
+

u(uxx + uyy − λ1u) dxdy = 0.

Интегрируя его по частям, переходя к пределу при ε → 0, δ → 0 и учитывая,
что u|� = 0, получим∫∫

D+

(
u2
x + u2

y + λ1u
2) dxdy +

1∫
0

τ(x)ν(x) dx = 0. (26)

Отсюда в силу леммы 1 при λ2 ≥ 0 и λ1 ≥ 0 следует, что u(x, y) ≡ 0 в D+. Тогда
ввиду единственности решения задачи Коши или задач Дарбу для уравнения
(17) в области D− имеем u(x, y) ≡ 0 и в D−.

Если λ2 ≥ 0 и λ1 < 0, то из равенства (26) вытекает, что∫∫
D+

(
u2
x + u2

y

)
dxdy ≤ (−λ1)

∫∫
D+

u2 dxdy. (27)
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Тогда из (27) и (23) получим∫∫
D+

(
u2
x + u2

y

)
dxdy ≤ −λ1

p

∫∫
D+

(
u2
x + u2

y

)
dxdy.

Отсюда при −p < λ1 < 0 и λ2 ≥ 0 следует, что u(x, y) ≡ 0 в D.
2. Введем в рассмотрение функцию ω(x, y) = e−axu(x, y), где u(x, y) — ре-

шение однородной задачи T для уравнения (17), a = α =
√
|λ2|. Рассмотрим

интеграл ∫∫
Dε,δ

+

ω[ωxx + ωyy + 2aωx + (a2 − λ1)ω] dxdy = 0.

Интегрируя его по частям и перейдя к пределу при ε→ 0 и δ → 0, получим∫∫
D+

[
ω2
x + ω2

y − (a2 − λ1)ω
]
dxdy +

l∫
0

e−2atu(t, 0)uy(t, 0) dt = 0. (28)

Отсюда в силу леммы 3 при λ2 < 0 и λ1 ≥ −λ2 сразу же вытекает единствен-
ность решения задачи T для уравнения (17). Пусть −λ2 > λ1 > −λ2 − p. Тогда
из равенства (28) и леммы 2 имеем∫∫
D+

(
ω2
x+ω2

y

)
dxdy ≤ −(λ1+λ2)

∫∫
D+

ω2 dxdy ≤ −λ1 + λ2

p

∫∫
D+

(
ω2
x+ω2

y

)
dxdy. (29)

Из неравенства (29) также следует единственность решения задачи T для урав-
нения (17), так как λ1 + λ2 + p > 0.

2.2. Случай n = 0, λ1 и λ2 — комплексные числа. Пусть λ1 и λ2
являются комплексными числами: λ1 = λ11 + iλ12, λ2 = λ21 + iλ22, µ1 = µ11 +
iµ12, µ2 = µ21 + iµ22, λij , µij ∈ R, i, j = 1, 2. Тогда u(x, y) = u1(x, y) + iu2(x, y),
ū(x, y) = u1(x, y)− iu2(x, y).

Лемма 4. Если u|AC = 0, то для любого регулярного решения u(x, y) урав-
нения (17) при любом x ∈ [0, l] имеет место неравенство

Re Ja = Re
x∫

0

e−2atū(t, 0)uy(t, 0) dt ≥ 0, a = const ≥ |µ22|.

Доказательство. На основании (19) и (21) вычислим интеграл

Ja =
x∫

0

e−2atν(t)τ̄(t) dt =
x∫

0

e−2atν(t)
t∫

0

J0[µ̄2(t− s)]ν̄(s) dsdt

=
1
π

x∫
0

e−2atν(t)
t∫

0

ν̄(s) ds
1∫

−1

(1− ξ2)−
1
2 eiµ̄2(t−s)ξ dξdt

=
1
π

1∫
−1

(1− ξ2)−
1
2 dξ

x∫
0

e−2at

t∫
0

ν(t)ν̄(s)e(µ22+iµ21)(t−s)ξ dsdt. (30)
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Предварительно найдем

Re[ν(t)ν̄(s)eiµ21(t−s)ξ]
= Re[(ν1(t)ν1(s) + ν2(t)ν2(s)) + i(ν2(t)ν1(s)− ν1(t)ν2(s))]

× [cosµ21(t− s)ξ + i sinµ21(t− s)ξ]
= [ν1(t)ν1(s) + ν2(t)ν2(s)] cosµ21(t− s)ξ − [ν2(t)ν1(s)− ν1(t)ν2(s)] sinµ21(t− s)ξ

= [ν1(t)ν1(s) + ν2(t)ν2(s)][cosµ21tξ cosµ21sξ + sinµ21tξ sinµ21sξ]
− [ν2(t)ν1(s)− ν1(t)ν2(s)][sinµ21tξ cosµ21sξ − cosµ21tξ sinµ21sξ]

= ν1(t)ν1(s) cosµ21tξ cosµ21sξ + ν2(t)ν2(s) co sµ21tξ cosµ21sξ

+ ν1(t)ν1(s) sinµ21tξ sinµ21sξ + ν2(t)ν2(s) sinµ21tξ sinµ21sξ

− ν2(t)ν1(s) sinµ21tξ cosµ21sξ + ν1(t)ν2(s) sinµ21tξ cosµ21sξ

+ ν2(t)ν1(s) cosµ21tξ sinµ21sξ − ν1(t)ν2(s) cosµ21tξ sinµ21sξ

= [ν1(t) cosµ21tξ − ν2(t) sinµ21tξ][ν1(s) cosµ21sξ − ν2(s) sinµ21sξ]
+ [ν1(t) sinµ21tξ + ν2(t) cosµ21tξ][ν1(s) sinµ21sξ + ν2(s) cosµ21sξ]. (31)

Введем в рассмотрение вспомогательные функции:

P1(t, ξ) = [ν1(t) cosµ21tξ − ν2(t) sinµ21tξ]e−µ22tξ,

P2(t, ξ) = [ν1(t) sinµ21tξ + ν2(t) cosµ21tξ]e−µ22tξ,

Fi(t, ξ) =
t∫

0

Pi(s, ξ) ds, i = 1, 2.

Тогда на основании (30) и (31) имеем

Re Ja =
1
π

1∫
−1

(1− ξ2)−
1
2

x∫
0

e−2t(a−µ22ξ)

×

P1(t, ξ)
t∫

0

P1(s, ξ) ds+ P2(t, ξ)
t∫

0

P2(s, ξ) ds

 dtdξ
=

1
2π

1∫
−1

(1− ξ2)−
1
2

x∫
0

e−2t(a−µ22ξ) d

dt

[
F 2

1 (t, ξ) + F 2
2 (t, ξ)

]
dtdξ

=
1
2π

1∫
−1

(1− ξ2)−
1
2

[F 2
1 (x, ξ) + F 2

2 (x, ξ)
]
e−2x(a−µ22ξ)

+ 2(a− µ22ξ)
x∫

0

[
F 2

1 (t, ξ) + F 2
2 (t, ξ)

]
e−2t(a−µ22ξ) dt

 dξ ≥ 0.

Теорема 2. Если в классе регулярных решений уравнения (17) существу-
ет решение задачи T, то оно единственно при всех λ1 и λ2, удовлетворяющих
неравенству

Reλ1 > | Imµ2|2 − p.
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Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1 введем функ-
цию ω(x, y) = e−axu(x, y), где a = |µ22| = | Imµ2|, которая в области D+ явля-
ется решением уравнения

Mω = ωxx + ωyy + 2aωx + (a2 − λ1)ω = 0.

Рассмотрим тождество

ωMω = (ωωx)x + (ωωy)y − ωxωx − ωyωy + 2aωωx + (a2 − λ1)|ω|2 = 0

и проинтегрируем его по области Dε,δ
+ . У полученного равенства выделим ре-

альную часть∫∫
Dε,δ

+

[(
1
2
∂

∂x
|ω|2 + a|ω|2

)
x

+
1
2

(
∂

∂y
|ω|2

)
y

]
dxdy

−
∫∫
Dε,δ

+

[|∇ω|2 − Re(a2 − λ1)|ω|2] dxdy = 0.

Применяя здесь формулу Грина, переходя к пределу при ε → 0, δ → 0 и учи-
тывая граничное условие ω|� = 0, получим

∫∫
D+

|∇ω|2 dxdy+(Reλ1−a2)
∫∫
D+

| ω|2 dxdy+Re
l∫

0

e−2at ū(t, 0)uy(t, 0) dt = 0. (32)

В силу леммы 4 при Reλ1 ≥ | Imµ2|2 из равенства (32) следует единственность
решения задачи T для уравнения (17) в области D.

Если Reλ1 < | Imµ2|2, то из равенства (32) на основании леммы 2 имеем∫∫
D+

|∇ω|2 dxdy ≤ −(Reλ1 − a2)
∫∫
D+

|ω|2 dxdy ≤ −Reλ1 − a2

p

∫∫
D+

|∇ω|2 dxdy.

Отсюда также вытекает, что u(x, y) ≡ 0 в D.
Таким образом, если в уравнении (17) λ1 и λ2 вещественные, то из теоремы 1

следует, что при λ1 > −p и λ1 + λ2 > −p однородная задача T может иметь не
более одного решения. Если λ2 = λ1, то при всех λ = λ1 = λ2 > −p/2 имеет
место единственность решения задачи T для уравнения (12). Если λ2 = −λ1,
то при всех λ1 > −p справедлива теорема о единственности решения задачи T
для уравнения (11).

Когда λ1 и λ2 — комплексные параметры, в силу теоремы 2 получим условие

Reλ1 > | Imµ2|2 − p, (33)

обеспечивающее единственность решения задачи T для уравнения (17). По-
скольку λ2 = λ21 + iλ22 = µ2

2 = (µ21 + iµ22)2, отсюда найдем

µ2
21 =

√
λ2

21 + λ2
22 + λ21

2
=
|λ2|+ Reλ2

2
,

µ2
22 =

√
λ2

21 + λ2
22 − λ21

2
=
|λ2| − Reλ2

2
.
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Тогда неравенство (33) равносильно следующему:

2 Reλ1 + Reλ2 > |λ2| − 2p. (34)

Если теперь λ1 = λ2 = λ, то из (34) получим

|λ| < 3 Reλ+ 2p. (35)

Соотношение (35) равносильно неравенствам

Reλ > −2
3
p,

(
Reλ+ 3

4p
)2

(p/4)2
− (Imλ)2

(p/
√

2)2
> 1. (36)

Геометрическое место точек λ, удовлетворяющих условиям (36), представляет
собой внутренность правой ветви гиперболы с центром в точке (−3p/4, 0) и
полуосями a = p/4, b = p/

√
2.

Когда λ1 = λ, λ2 = −λ, из неравенства (34) имеем

|λ| < Reλ+ 2p,

что, в свою очередь, равносильно неравенству

(Imλ)2 < 4p(Reλ+ p). (37)

Множество точек λ, удовлетворяющих условию (37), есть внутренность парабо-
лы вдоль вещественной оси с центром в точке λ = −p.

§ 3. Теоремы единственности решения задачи Т
для уравнения с обобщенным оператором Трикоми

3.1. Случай n > 0, λ1 и λ2 — действительные числа. В этом пункте
рассмотрим задачу (3)–(6) для уравнения (1) при всех n > 0.

Предварительно для уравнения (1) в области D− рассмотрим задачу Дарбу
с данными uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < l, u|AC ≡ 0, решение которой построено в
[38, 39]. Отсюда найдем соотношение, связывающее функции τ(x) и ν(x):

τ(x) = k1

x∫
0

(x− t)−2βJ−β [
√
λ2(x− t)]ν(t) dt, (38)

где

k1 =
� (β)(2− 4β)2β

2� (1− β)� (2β)
, β =

n

2(n+ 2)
∈
(

0,
1
2

)
,

J−β(z) = � (1− β)
(
z

2

)β

J−β(z),

J−β(z) — функция Бесселя первого рода.

Лемма 5. Если u|AC = 0 и λ2 ≥ 0, то для любого регулярного решения
u(x, y) уравнения (1) при любом x ∈ [0, l] имеет место неравенство

J =
x∫

0

u(t, 0)uy(t, 0) dt =
x∫

0

τ(t)ν(t) dt ≥ 0. (39)
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Доказательство. На основании (38) и (21) преобразуем интеграл

J = k1

x∫
0

ν(t)
t∫

0

(t− s)−2βJ−β [
√
λ2(t− s)]ν(s) dsdt

= k1k2

x∫
0

ν(t)
t∫

0

(t− s)−2β

1∫
−1

(1− ξ2)−
1
2−β cos[

√
λ2(t− s)ξ] dξdsdt

= k1k2

1∫
0

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

x∫
0

ν(t)
t∫

0

(t− s)−2β cos[
√
λ2(t− s)ξ] dsdt, (40)

где

k2 =
� (1− β)

√
π�
( 1

2 − β
) .

С учетом формулы из [1, c. 385]

+∞∫
0

tα−1 cos kt dt =
� (α)
kα

cos
απ

2
, k > 0, 0 < α < 1,

функцию (t− s)−2β по аналогии c тем, как сделал Трикоми, представим в сле-
дующем виде:

(t− s)−2β =
1

� (2β) cosπβ

+∞∫
0

η2β−1 cos η(t− s) dη. (41)

Подставляя (41) в (40), имеем

J =
k1k2

� (2β) cosπβ

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

+∞∫
0

η2β−1 dη

×
x∫

0

ν(t)
t∫

0

ν(s) cos η(t− s) cos[
√
λ2(t− s)ξ] dsdt

= k3

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

+∞∫
0

η2β−1 dη

x∫
0

4∑
i=1

Qi(t, ξ, η)
t∫

0

Qi(s, ξ, η) dsdt, (42)

где
Q1(t, ξ, η) = ν(t) cosλ2tξ cos ηt, Q2(t, ξ, η) = ν(t) sinλ2tξ cos ηt,

Q3(t, ξ, η) = ν(t) cosλ2tξ sin ηt, Q4(t, ξ, η) = ν(t) sinλ2tξ sin ηt,

k3 =
k1k2

� (2β) cosπβ
.

Вводя новые функции

�i(t, ξ, η) =
t∫

0

Qi(s, ξ, η) ds, (43)
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равенство (42) можно записать в виде

J = k3

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

+∞∫
0

η2β−1 dη

x∫
0

4∑
i=1

�i(t, ξ, η)�′it(t, ξ, η) dt

=
k3

2

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

+∞∫
0

η2β−1 dη

x∫
0

d

dt

(
4∑

i=1

�2
i (t, ξ, η)

)
dt

=
k3

2

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

η∫
0

η2β−1
4∑

i=1

�2
i (x, ξ, η) dη ≥ 0.

Лемма 6. Если u|� = 0, то справедлива оценка∫∫
D+

ynu2(x, y) dxdy ≤ CD+

∫∫
D+

(
ynu2

x + u2
y

)
dxdy, (44)

где положительная постоянная CD+ зависит только от диаметра области D+ по
направлению оси абсцисс.

Доказательство. Введем в рассмотрение прямоугольник � = {(x, y) |
a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ c}, где a = min

D+

x, b = max
D+

x, c = max
D+

y, который содержит

область D+. Функцию u(x, y) продолжим нулем за кривой � . Справедливо
равенство

y
n
2 u =

x∫
a

y
n
2 ut(t, y) dt.

Отсюда на основании неравенства Коши — Буняковского имеем

ynu2 ≤ (x− a)
x∫

a

ynu2
t (t, y) dt ≤ (x− a)

b∫
a

ynu2
x(x, y) dx.

Интегрируя данное неравенство по x от a до b, получим

b∫
a

ynu2(x, y) dx ≤ (b− a)2

2

b∫
a

ynu2
x(x, y) dx. (45)

Снова интегрируя по y от 0 до c неравенство (45), имеем∫∫
�

ynu2 dxdy ≤ (b− a)2

2

∫∫
�

ynu2
x dxdy ≤

(b− a)2

2

∫∫
�

(
ynu2

x + u2
y

)
dxdy.

Отсюда следует оценка (44).

Лемма 7. Если u|AC = 0 и λ2 < 0, то для любого регулярного решения
уравнения (1) при любом x ∈ [0, l] имеет место неравенство

Ja =
x∫

0

e−2atu(t, 0)uy(t, 0) dt ≥ 0 (46)
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при a = const ≥ α.

Доказательство. Пусть в уравнении (1) λ2 < 0. В этом случае в формуле
(38) надо учесть, что µ2 =

√
λ2 = i

√
|λ2| = iα, α =

√
|λ2| > 0, и в силу формулы

(25) имеем

J−β [
√
λ2(x− t)] = J−β [iα(x− t)]

= � (1− β)
(
iα(x− t)

2

)β

J−β [iα(x− t)] = � (1− β)
(
iα(x− t)

2

)β

i−βI−β [α(x− t)]

= � (1− β)
(
α(x− t)

2

)β 1
√
π�
( 1

2 − β
)(α(x− t)

2

)−β
×

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 e−α(x−t)ξ dξ

=
� (1− β)

√
π�
( 1

2 − β
) 1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 e−α(x−t)ξ dξ. (47)

На основании формул (38) и (47) преобразуем интеграл в правой части доказы-
ваемого неравенства (46):

Ja = k1

x∫
0

e−2atν(t)
t∫

0

(t− s)−2βJ−β [
√
λ2(t− s)]ν(s) dsdt

= k1k2

x∫
0

e−2atν(t)
t∫

0

(t− s)−2βν(s)
1∫

−1

(1− ξ2)−β−
1
2 e−α(t−s)ξ dξdt

= k1k2

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

x∫
0

e−2atν(t)
t∫

0

ν(s)(t− s)−2βe−α(t−s)ξ dsdt. (48)

В (48) функцию (t− s)−2β по формуле (41) заменим ее интегральным представ-
лением. Тогда получим

Ja = k3

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

+∞∫
0

η2β−1 dη

x∫
0

e−2t(a+αξ)ν(t)eαtξ

×
t∫

0

ν(s)eαsξ cos η(t− s) dsdt =
k3

2

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

×
+∞∫
0

η2β−1 dη

x∫
0

e−2t(a+αξ) d

dt

[
M2

1 (t, ξ, η) +M2
2 (t, ξ, η)

]
dt

=
k3

2

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

+∞∫
0

η2β−1

[M2
1 (x, ξ, η) +M2

2 (x, ξ, η)
]
e−2x(a+αξ)

+ 2(a+ αξ)
x∫

0

[
M2

1 (t, ξ, η) +M2
2 (t, ξ, η)

]
e−2t(a+αξ)dt

 dη ≥ 0,



206 Ю. К. Сабитова

где

M1(t, ξ, η) =
t∫

0

ν(s)eαsξ cos ηs ds, M2(t, ξ, η) =
t∫

0

ν(s)eαsξ sin ηs ds.

Теорема 3. Если в классе регулярных решений уравнения (1) в области
D существует решение задачи T, то оно единственно при всех λ1 и λ2, удовле-
творяющих одному из следующих условий:

1) λ2 ≥ 0 и λ1 > −p1 = −1/CD+ , где CD+ — положительная постоянная из
леммы 6;

2) λ2 < 0 и λ1 > −λ2 − p1.
Доказательство. 1. Пусть u(x, y) — решение однородной задачи T из

класса регулярных решений уравнения (1). Рассмотрим интеграл∫∫
Dε,δ

+

u(ynuxx + uyy − λ1y
nu) dxdy = 0.

Интегрируя его по частям, переходя к пределу при ε → 0 и δ → 0 и учитывая
граничное условие u|� = 0, получим

∫∫
D+

(
ynu2

x + u2
y + λ1y

nu2) dxdy +
l∫

0

u(x, 0)uy(x, 0) dx = 0. (49)

В силу (49) и леммы 4 при λ2 ≥ 0 и λ1 ≥ 0 получим, что u(x, y) ≡ 0 в D. Если
λ2 ≥ 0 и λ1 < 0, то из (49) имеем∫∫

D+

(
ynu2

x + u2
y

)
dxdy ≤ (−λ1)

∫∫
D+

ynu2 dxdy. (50)

Тогда из оценок (50) и (44) следует, что∫∫
D+

(
ynu2

x + u2
y

)
dxdy ≤ −λ1CD+

∫∫
D+

(
ynu2

x + u2
y

)
dxdy.

Из последнего неравенства при λ1 > −p1 вытекает, что u(x, y) ≡ 0 в D.
2. Аналогично теореме 2 рассмотрим функцию ω(x, y) = exp(−ax)u(x, y),

где u(x, y) — решение однородной задачи Т для уравнения (1), a = α =
√
|λ2|,

и интеграл ∫∫
Dε,δ

+

ω[ynωxx + ωyy + 2aynωx + (a2 − λ1)ynω] dxdy = 0.

Интегрируя по частям и переходя к пределу при ε→ 0 и δ → 0, получим

∫∫
D+

[
ynω2

x + ω2
y − (a2 − λ1)ynω2] dxdy +

l∫
0

e−2axu(x, 0)uy(x, 0) dx = 0. (51)
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Из равенства (51) в силу леммы 5 при λ2 < 0 и λ1 ≥ −λ2 следует, что u(x, y) ≡ 0
в D. Если −λ2 > λ1 > −λ2 − p1, то из (51) имеем∫∫

D+

(
ynω2

x + ω2
y

)
dxdy ≤ −(λ1 + λ2)

∫∫
D+

ynω2 dxdy

≤ −λ1 + λ2

p1

∫∫
D+

(
ynω2

x + ω2
y

)
dxdy.

Отсюда при λ1 +λ2 + p1 > 0 вытекает также единственность решения задачи Т
для уравнения (1).

3.2. Случай n > 0, λ1 и λ2 — комплексные числа.

Лемма 8. Если u|AC = 0, то для любого регулярного решения u(x, y) урав-
нения (1) при любом x ∈ [0, l] имеет место неравенство

Re Ja = Re
x∫

0

e−2atū(t, 0)uy(t, 0) dt ≥ 0,

когда a = const ≥ |µ22|.
Доказательство. Используя формулы (38), (21) и (41), преобразуем ин-

теграл Ja:

Ja = k1

x∫
0

e−2atν(t)
t∫

0

(t− s)−2βJ−β [µ̄2(t− s)]ν̄(s) dsdt

= k1k2

x∫
0

e−2atν(t)
t∫

0

(t− s)−2β ν̄(s)
1∫

−1

(1− ξ2)−β−
1
2 eiµ̄2(t−s)ξ dξdt

= k1k2

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2

x∫
0

e−2atν(t)
t∫

0

(t− s)−2βν(s)e(µ22+iµ21)(t−s)ξ dsdt

= k3

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

+∞∫
0

η2β−1 dη

x∫
0

e−2t(a−µ22ξ)ν(t)e−µ22tξ

×
t∫

0

ν̄(s)e−µ22sξ cos η(t− s)eiµ21(t−s)ξ dsdt. (52)

Аналогично доказательству леммы 4 выделим вещественную часть равен-
ства (52). На основании (31) введем вспомогательные функции

N1(t, ξ, η) =
t∫

0

P1(s, ξ) cos ηs ds, N2(t, ξ, η) =
t∫

0

P1(s, ξ) sin ηs ds,

N3(t, ξ, η) =
t∫

0

P2(s, ξ) cos ηs ds, N4(t, ξ, η) =
t∫

0

P2(s, ξ) sin ηs ds,
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где Pi(t, ξ) определены выше в лемме 4. Тогда имеем

Re Ja =
k3

2

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

+∞∫
0

η2β−1 dη

x∫
0

e−2t(a−µ22ξ) d

dt

4∑
i=1

N2
i (t, ξ, η) dt

=
k3

2

1∫
−1

(1− ξ2)−β−
1
2 dξ

∞∫
0

η2β−1

e−2x(a−µ22ξ)
4∑

i=1

N2
i (x, ξ, η)

+ 2(a− µ22ξ)
x∫

0

e−2t(a−µ22ξ)
4∑

i=1

N2
i (t, ξ, η) dt

 dη ≥ 0.

Теорема 4. Если в классе регулярных решений уравнения (1) в области
D существует решение задачи T, то оно единственно при всех λ1 и λ2, удовле-
творяющих неравенству

Reλ1 > | Imµ2|2 − p1. (53)

Доказательство. Аналогично теореме 3 рассмотрим функцию ω(x, y) =
exp(−ax)u(x, y), где a = |µ22| = | Imµ2|, которая в D+ является решением эл-
липтического уравнения

Nω = ynωxx + ωyy + 2aynωx + (a2 − λ1)ynω = 0.

Рассмотрим тождество

ωNω = (ωynωx)x + (ωωy)y − ynωxωx − ωyωy + 2aynωωx + (a2 − λ1)yn|ω|2 = 0

и интегрируем его по области Dε,δ
+ . Из данного интеграла найдем вещественную

часть∫∫
Dε,δ

+

[
yn
(

1
2
∂

∂x
|ω|2 + a|ω|2

)
x

+
(

1
2
∂

∂y
|ω|2

)
y

]
dxdy

−
∫∫
Dε,δ

+

[
ynω2

x + ω2
y − Re(a2 − λ1)yn|ω|2

]
dxdy = 0. (54)

Применяя формулу Грина к первому интегралу равенства (54) и переходя к
пределу при ε→ 0, δ → 0, получим∫∫

D+

(
ynω2

x + ω2
y

)
dxdy + Re(a2 − λ1)

∫∫
D+

yn|ω|2 dxdy

+ Re
l∫

0

e−2axū(x, 0)uy(x, 0) dx = 0. (55)

В силу равенства (55) и леммы 8 при Reλ1 ≥ | Imµ2|2 следует, что u(x, y) ≡
0 в D. Если −p1 < Reλ1 − |µ2|2 < 0, то из равенства (55) и леммы 6 имеем∫∫

D+

(
ynω2

x + ω2
y

)
dxdy ≤ −(Reλ1 − a2)

∫∫
D+

yn|ω|2 dxdy

≤ −Reλ2
1 − a2

p1

∫∫
D+

(
ynω2

x + ω2
y

)
dxdy.
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Отсюда следует, что u(x, y) ≡ 0 в D.
Таким образом, когда в уравнении (1) λ1 и λ2 — комплексные параметры,

на основании теоремы 4 неравенство (53) является достаточным условием един-
ственности решения задачи Т для уравнения (1). Если λ1 = λ2 = λ, то условие
(53) равносильно неравенству

|λ| < 3Reλ+ 2p1,

которое, в свою очередь, равносильно системе неравенств

Reλ > −2
3
p1,

(
Reλ+ 3

4p1
)2

(p1/4)2
− (Imλ)2

(p1/
√

2)2
> 1.

Если λ1 = λ, λ2 = −λ1 = −λ, то условие (53) равносильно неравенству

|λ| < Reλ+ 2p1

или системе неравенств

Reλ > −2p1, (Imλ)2 < 4p1(Reλ+ p1),

что представляет собой внутренность параболы с вершиной в точке (−p1, 0)
вдоль положительной оси комплексной плоскости (λ).
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