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ПРИБЛИЖЕНИЕ ПОЛИНОМАМИ

ПО МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМ СИСТЕМАМ

В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ Lp

С. С. Волосивец

Аннотация. Изучаются наилучшие приближения полиномами по мультиплика-
тивным системам в пространствах Lp с весами Макенхаупта. С помощью аналогов
неравенств Джексона и Бернштейна получены прямая и обратная теоремы при-
ближения в терминах K-функционала и обратная теорема типа М. Ф. Тимана —
О. В. Бесова. В случае степенного веса дается критерий принадлежности функции
весовому пространству Lp в терминах коэффициентов Фурье по мультипликатив-
ным системам.

Ключевые слова: мультипликативная система, весовое пространство Lp,K-функ-
ционал, неравенство Джексона, неравенство Бернштейна, обобщенно монотонная
последовательность.

1. Введение

Пусть P = {pj}∞j=1 ⊂ N, причем 2 ≤ pj ≤ N для всех j ∈ N. По определению
Z(pj) = {0, 1, . . . , pj − 1}, m0 = 1 и mn = p1 . . . pn для n ∈ N. Каждое число
x ∈ [0, 1) имеет разложение

x =
∞∑
j=1

xjm
−1
j , xj ∈ Z(pj). (1)

Это разложение единственно, если для x = k/mn, 0 < k < mn, берем разло-
жение с конечным числом xj 6= 0. Каждое число k ∈ Z+ может быть записано
единственным образом в виде

k =
∞∑
j=1

kjmj−1, kj ∈ Z(pj). (2)

Если x и y представлены в виде (1), то по определению

x⊕ y = z =
∞∑
j=1

zjm
−1
J , zj ∈ Z(pj), zj = xj + yj (mod p)j .

Аналогично определяется x 	 y. Для данного x ∈ [0, 1) с разложением (1) и
k ∈ Z+ с разложением (2) полагаем

χk(x) = exp

(
2πi

( ∞∑
j=1

xjkj/pj

))
.
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Система {χk}∞k=0, называемая мультипликативной, является ортонормирован-
ной и полной в L1[0, 1] (см. [1, § 1.5]), причем при k < mn функции χk(x) по-
стоянны на Inj := [(j − 1)/mn, j/mn), n ∈ Z+, 1 ≤ j ≤ mn. Множество всех Inj
обозначим через �. Введем коэффициенты Фурье по системе {χk}∞k=0 формулой

f̂(n) =
1∫

0

f(t)χk(t) dt, n ∈ Z+,

и частичные суммы Фурье равенством

Sn(f)(x) =
n−1∑
k=0

f̂(k)χk(x), n ∈ N.

Пусть 1 < p < ∞. Положительная измеримая на [0, 1) (т. е. весовая)
функция w(x) принадлежит классу Макенхаупта Ap [2], если(

|I|−1
∫
I

w(x) dx
)(

|I|−1
∫
I

w−1/(p−1)(x) dx
)p−1

≤ C <∞ (3)

для всех I ∈ � (|I| означает меру Лебега множества I).
Через Lpw[0, 1), где 1 ≤ p < ∞ и w(x) — весовая функция, обозначим бана-

хово пространство измеримых на [0, 1) функций с конечной нормой

‖f‖p,w =

 1∫
0

|f(x)|pw(x) dx

1/p

.

Как обычно,

En(f)p,w = inf

{∥∥∥∥∥f −
n−1∑
k=0

akχk

∥∥∥∥∥
p,w

: ak ∈ C

}
, n ∈ N.

При w(x) ≡ 1 получаем классическое пространство Lp[0, 1) с нормой ‖ · ‖p.
С помощью неравенства Гёльдера легко показывается, что Lpw[0, 1) ⊂ L1[0, 1)
при 1 < p < ∞ и w ∈ Ap. В этом случае будем говорить, что существует
P-производная f [r] функции f ∈ Lpw[0, 1) порядка r > 0 (в Lpw[0, 1)), если ряд
∞∑
j=0

jrf̂(j)χj является рядом Фурье функции f [r] ∈ Lpw[0, 1). Это условие равно-

сильно тому, что ряд
∞∑
j=0

jrf̂(j)χj сходится в Lpw[0, 1) к f [r] (см. лемму 1).

Целью настоящей работы является получение ряда основных результатов
теории приближения полиномами по мультипликативным системам в весовых
пространствах Lpw[0, 1). Среди них аналоги теоремы Джексона о наилучшем
приближении дифференцируемой функции, неравенства Бернштейна, обратной
теоремы М. Ф. Тимана — О. В. Бесова о наилучшем приближении производ-
ной функции, а также следствия из этих результатов, связанные с понятием
K-функционала. Также даются оценка наилучшего приближения в Lpw[0, 1)
в терминах коэффициентов Фурье и критерий типа Харди — Литтлвуда при-
надлежности пространству Lpw[0, 1) для обобщенно монотонных коэффициентов
Фурье и степенных весов. Тригонометрические аналоги этих результатов см. в
[3–6].

Далее через C, Ci обозначены постоянные, разные в различных случаях.
Запись A(x) � B(x), x ∈ E, означает, что существуют C1, C2 > 0 такие, что
C1A(x) ≤ B(x) ≤ C2A(x) для всех x ∈ E.
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2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1 (см. [7]). Пусть w(x) — весовая функция, 1 < p <∞. Следующие
утверждения эквивалентны:

(1) w ∈ Ap;
(2) ‖Sn(f)‖p,w ≤ C‖f‖p,w, где f ∈ Lpw[0, 1) и C не зависит от n;
(3) для любой функции f ∈ Lpw[0, 1) верно соотношение

lim
n→∞

‖f − Sn(f)‖p,w = 0.

Из (2) следует также неравенство ‖f − Sn(f)‖p,w ≤ (1 + C)En(f)p,w.

Лемма 2. Пусть f ∈ L1[0, 1) и

Q(f) =

(
|f̂(0)|2 +

∞∑
n=0

|Smn+1(f)− Smn(f)|2
)1/2

, w ∈ Ap, 1 < p <∞.

Тогда f ∈ Lpw[0, 1) в том и только в том случае, когда Q(f) ∈ Lpw[0, 1) и при этом
‖Q(f)‖p,w � ‖f‖p,w, f ∈ Lpw[0, 1).

Доказательство. При pi ≡ 2 утверждение леммы доказано в [8], для
степенного веса w(x) = xpγ , −1/p < γ < 1−1/p, и ограниченной последователь-
ности {pj}∞j=1 — в [9]. Пусть mn = 1/m|n| при n ∈ Z, n < 0. Квек [10] доказал
следующее: f ∈ Lpw(R+), w ∈ Ap, 1 < p <∞, тогда и только тогда, когда

S(f) =
(∑
n∈Z

|Gn+1(f)−Gn(f)|2
)1/2

∈ Lpw(R+),

где

Gn(f)(x) = |I|−1
∫
I

f(t) dt

при x ∈ I = Inj = [(j − 1)/mn, j/mn), n ∈ Z, j ∈ N. Известно [1, § 1.5], что
Smn(f) = Gn(f) при n ∈ Z+ и f ∈ L1[0, 1). Считая, что f(x) = 0 на [1,+∞)),
получаем Gn(f)(x) = 0 при n ∈ Z+, x ≥ 1. Кроме того, ясно, что при n ≤ −1
справедливо равенство

Gn(f) = m−1
|n|

1∫
0

f(t) dt

для x ∈ [0,m|n|) и Gn(f)(x) равно нулю при остальных x. Поэтому S(f− f̂(0)) =
Q(f − f̂(0)) для f ∈ L1[0, 1), если f(x) = 0 на [1,+∞). Эквивалентность норм
Q(f) и f также следует из [10]. Лемма доказана.

Лемма 3 (см. [11]). Пусть r ∈ N,

σ(r)
n =

n−1∑
k=0

(1− (k/n)r)ϕk, ζ(r)
n =

n−1∑
k=0

(1− (k/n)r)krϕk,

где ϕi принадлежат банахову пространству E. Если
∥∥ζ(r)

n

∥∥
E
≤ K, n ∈ N, то σ(r)

n

сходится в E к некоторому элементу s ∈ E и
∥∥s− σ(r)

n

∥∥
E

= O(Kn−r), n ∈ N.
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Лемма 4. Пусть E — банахово пространство, {ϕj}∞j=0 ⊂ E. Тогда для σ(1)
k ,

ζ(1)
k из леммы 3 и

rn =
n−1∑
k=0

(
k + 1
k

)
σ(1)
k+1/

(
n+ 1
n− 1

)
справедливо тождество

(n+ 1)
(
σ(1)
n − rn

)
= ζ(1)

n , n ∈ N.

Доказательство. Так как
n−1∑
k=0

(k+1
k

)
=
(n+1
n−1

)
, получаем равенство

(n+ 1)
(
σ(1)
n − rn

)
=

2
n

n−1∑
k=0

(k + 1)
n−1∑
i=k+1

(
σ(1)
i+1 − σ(1)

i

)
=

2
n

n−1∑
k=0

(k + 1)
n−1∑
i=k+1

(
i∑

j=0

(
1− j

i+ 1

)
ϕj −

i∑
j=0

(
1− j

i

)
ϕj

)

=
2
n

n−1∑
k=0

(k + 1)
n−1∑
i=k+1

j∑
i=1

jϕj
i(i+ 1)

.

Пусть zj =
j∑

i=1
jϕj . Тогда, меняя порядок суммирования, находим

(n+ 1)
(
σ(1)
n − rn

)
=

2
n

n−1∑
i=1

zi
i(i+ 1)

i−1∑
k=0

(k + 1) =
1
n

n−1∑
i=1

zi = ζ(1)
n .

Лемма доказана.

Лемма 5 принадлежит Алексичу [12, лемма 2]. Ключевой в ее доказатель-
стве является лемма 4 данной работы, используемая в [12] без обоснования.
Поскольку в формулировке леммы 2 из [12] требовалось

∥∥s−σ(1)
n

∥∥
E
≤M/n для

всех n ∈ N, дадим краткое доказательство леммы 5.

Лемма 5. Пусть n ∈ N и в обозначениях леммы 3 для некоторого s ∈ E

справедливо неравенство
∥∥s− σ(1)

m

∥∥
E
≤M/m, 1 ≤ m ≤ n. Тогда

∥∥ζ(1)
n

∥∥
E
≤ 4M .

Доказательство. Рассматривая rn из леммы 4 в силу условия имеем

‖s− rn‖E ≤
n−1∑
k=0

(k + 1)
∥∥s− σ(1)

k+1

∥∥
E
/

(
n+ 1
n− 1

)
≤M

n−1∑
k=0

1/
(
n+ 1
n− 1

)
= 2M(n+ 1)−1.

Благодаря равенству леммы 4 видим∥∥ζ(1)
n

∥∥
E
≤ (n+ 1)

(∥∥s− σ(1)
n

∥∥
E

+ ‖s− rn‖E
)
≤ 4M.

Лемма доказана.

Лемма 6 (см. [13]). Пусть g = {gk}∞k=1, где gk ∈ Lpw[0, 1), k ∈ N, p, q ∈
[1,+∞), w(x) — весовая функция и

‖g‖Lpw(lq) =

∥∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

|gk|q
)1/q∥∥∥∥∥

p,w

, ‖g‖lq(Lpw) =

( ∞∑
k=1

‖gk‖qp,w

)1/q

.

Тогда при 1 < p ≤ 2 справедливо неравенство ‖g‖Lpw(l2) ≤ ‖g‖l2(Lpw). Если же
p ≥ 2, то верно обратное неравенство.

Будем писать {ak}∞k=1 ∈ GM , если
2n−1∑
k=n

|ak − ak+1| ≤ Can при всех n ∈ N.

Это понятие введено С. Ю. Тихоновым [14], установившим следующую лемму.
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Лемма 7. Пусть {ak}∞k=1 ∈ GM и сходится ряд
∞∑
k=1

k−1ak. Тогда

∞∑
k=n

|ak − ak+1| ≤ C

(
an +

∞∑
k=n+1

k−1ak

)
.

Лейндлер [15] получил следующие неравенства, обобщающие классические
результаты Харди и Литтлвуда [16, теорема 346].

Лемма 8. Пусть p ≥ 1, an ≥ 0 и λn > 0 при n ∈ N. Тогда
∞∑
n=1

λn

(
n∑

k=1

ak

)p

≤ pp
∞∑
n=1

λ1−p
n

( ∞∑
k=n

λk

)p

apn

и
∞∑
n=1

λn

( ∞∑
k=n

ak

)p

≤ pp
∞∑
n=1

λ1−p
n

(
n∑

k=1

λk

)p

apn.

Из теоремы (4.2) в [17] в силу ограниченности и ортонормированности
{χk}∞k=0 вытекает

Лемма 9. Пусть 1 < p <∞, 1/p+ 1/p′ = 1, 0 ≤ α < 1/p′, 2/p− 1 + α ≥ 0.
Тогда ( ∞∑

n=0

|f̂(n)|p(n+ 1)p−2−αp

)1/p

≤ C

 1∫
0

|f(x)|pxαp dx

1/p

.

Для тригонометрической системы аналогичный лемме 9 результат получен
Питтом [18].

3. Основные результаты

Теорема 1 является аналогом теоремы Джексона (разновидности формули-
ровок этой теоремы см. в [19, гл. 7, формула (1.3)]).

Теорема 1. Пусть 1 < p <∞, w ∈ Ap, r ∈ N и для f ∈ Lpw[0, 1) существует
f [r] ∈ Lpw[0, 1). Тогда

En(f)p,w ≤ Cn−r‖f [r]‖p,w. (4)

Доказательство. Если существует f [r] ∈ Lpw[0, 1), то для

ζ(r)
n (f) =

n−1∑
k=0

(1− kr/nr)krf̂(k)χk =
n−1∑
k=0

(1− kr/nr)(Sk+1(f [r])− Sk(f [r]))

=
n∑

k=1

(1− (k − 1)r/nr)Sk(f [r])−
n−1∑
k=0

(1− kr/nr)Sk(f [r])

=
n−1∑
k=1

(kr − (k − 1)r)/nrSk(f [r]) + ((n− 1)/n)rSn(f [r])

по лемме 1 верно неравенство
∥∥ζ(r)

n (f)
∥∥
p,w

≤ C1‖f [r]‖p,w = C2, откуда по лемме 3
последовательность

σ(r)
n (f) =

n−1∑
k=0

(1− kr/nr)f̂(k)χk
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сходится в Lpw[0, 1) к функции σ(f) = f . В самом деле, так как в L1[0, 1) согласно
теореме 4.21 из [20, гл. 4, § 10], функции σ(r)

n (f) сходятся к f и предел этой
последовательности в Lpw[0, 1) совпадает п. в. с f . При этом также по лемме 3
находим

En(f)p,w ≤
∥∥f − σ(r)

n (f)
∥∥
p,w

= O(C2n
−r) = O(n−r‖f [r]‖p,w).

Теорема доказана.

Будем писать f ∈Pn, если f ∈ L1[0, 1) и f̂(k) = 0 при k ≥ n.

Теорема 2 (аналог неравенства Бернштейна). Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap,
r ∈ N и tn ∈Pn. Тогда ∥∥t[r]n

∥∥
p,w

≤ C(p, w)nr‖tn‖p,w.

Доказательство. Из условия (3) следует, что w ∈ L1[0, 1), поэтому любой
полином tn ∈ Pn принадлежит Lpw[0, 1). Значит, достаточно доказать теорему
при r = 1. Будем обозначать средние Чезаро

σ(1)
n (f) =

n∑
k=1

Sk(f)
n

=
n−1∑
k=0

(1− k/n)f̂(k)χk

через σn(f). Из леммы 1 следует, что ‖σk(tn/n)‖p,w ≤ C1n−1‖tn‖p,w, k ∈ N,
откуда

‖tn/n− σk(tn/n)‖p,w ≤ (C1 + 1)n−1‖tn‖p,w ≤ (C1 + 1)k−1‖tn‖p,w, 1 ≤ k ≤ n.

По лемме 5 имеем
∥∥σn(t[1]n /n

)∥∥
p,w

≤ 4(C1 + 1)‖tn‖p,w и∥∥σn(t[1]n )
∥∥
p,w

≤ 4(C1 + 1)n‖tn‖p,w = C2n‖tn‖p,w.

Аналогично доказывается, что
∥∥σ2n(t[1]n )

∥∥
p,w

≤ 2C2n‖tn‖p,w. Рассмотрим опе-
ратор Валле — Пуссена vn(f) = 2σ2n(f) − σn(f) со свойством vn(tn) = tn при
tn ∈Pn. Тогда из неравенств выше следует, что∥∥t[1]n

∥∥
p,w

=
∥∥vn(t[1]n )

∥∥
p,w

≤ 5C2n‖tn‖p,w.

Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть 1 < p < ∞, γ = min(2, p), w ∈ Ap, r ∈ N и f ∈ Lpw[0, 1).

Если сходится ряд
∞∑
k=1

krγ−1Eγ
k (f)p,w, то существует f [r] ∈ Lpw[0, 1) и при этом

En(f [r])p,w ≤ C

(
nrEn(f)p,w +

( ∞∑
k=n+1

krγ−1Eγ
k (f)p,w

)1/γ)
. (5)

Доказательство. Докажем сходимость ряда
∞∑
k=1

krf̂(k)χk в Lpw[0, 1). Пусть

n < q и s, l ∈ N таковы, что ms−1 ≤ n < ms, ml−1 ≤ q < ml, s ≤ l. Если s < l, то

q∑
k=n

krf̂(k)χk =

(
ms−1∑
k=n

+
ml−1−1∑
k=ms

+
q∑

k=ml−1

)
krf̂(k)χk = I1 + I2 + I3,



88 С. С. Волосивец

где I2 может соответствовать пустое множество индексов. По лемме 2 имеем

‖I2‖p,w ≤ C1

∥∥∥∥∥
(

l−2∑
j=s

∣∣∣∣∣
mj+1−1∑
k=mj

krf̂(k)χk

∣∣∣∣∣
2)1/2∥∥∥∥∥

p,w

.

При 1 < p ≤ 2 по неравенству Йенсена находим, что

‖I2‖p,w ≤ C1

 1∫
0

(
l−2∑
j=s

∣∣∣∣∣
mj+1−1∑
k=mj

krf̂(k)χk

∣∣∣∣∣
p)p·1/p

w(x) dx

1/p

= C1

[
l−2∑
j=s

∥∥∥∥∥
mj+1−1∑
k=mj

krf̂(k)χk

∥∥∥∥∥
p

p,w

]1/p

. (6)

При p > 2 в силу леммы 6

‖I2‖p,w ≤ C2

[
l−2∑
j=s

∥∥∥∥∥
mj+1−1∑
k=mj

krf̂(k)χk

∥∥∥∥∥
2

p,w

]1/2

. (7)

Далее по лемме 1 и теореме 2 получаем оценку∥∥∥∥∥
mj+1−1∑
k=mj

krf̂(k)χk

∥∥∥∥∥
p,w

≤ C3m
r
j+1

∥∥∥∥∥
mj+1−1∑
k=mj

f̂(k)χk

∥∥∥∥∥
p,w

≤ C3m
r
j+1‖Smj+1(f)− f + f − Smj (f)‖p,w ≤ C4m

r
j+1Emj (f)p,w. (8)

Аналогично ‖I1‖p,w ≤ C4nrEn(f)p,w и ‖I3‖p,w ≤ C4mr
l−1Eml−1(f)p,w. В случае

s = l оцениваем только I1. Подставляя (8) в (7) или (6), находим∥∥∥∥∥
q∑

k=n

krf̂(k)χk

∥∥∥∥∥
p,w

≤ C5

[
nrEn(f)p,w +

(
l−1∑
j=s

mrγ
j Eγ

mj
(f)p,w

)1/γ]
. (9)

Известно, что сходимость ряда
∞∑
j=1

mrγ
j Eγ

mj
(f)p,w равносильна сходимости ря-

да
∞∑
k=1

krγ−1Eγ
k (f)p,w, откуда следуют фундаментальность частичных сумм и

сходимость ряда
∞∑
k=1

krf̂(k)χk к f [r] ∈ Lpw[0, 1) в Lpw[0, 1). Далее для n ∈ N,

ms−1 ≤ n < ms, s ∈ N, согласно лемме 2, (8), (7) и (6) имеем

En(f [r])p,w ≤ ‖f [r] − Sn(f [r])‖p,w

≤ C6

∥∥∥∥∥
(∣∣∣∣∣

ms−1∑
k=n

krf̂(k)χk

∣∣∣∣∣
2

+
∞∑
j=s

∣∣∣∣∣
mj+1−1∑
k=mj

krf̂(k)χk

∣∣∣∣∣
2)1/2∥∥∥∥∥

p,w

≤ C7

[
nrEn(f)p,w +

( ∞∑
j=s

mrγ
j Eγ

mj
(f)p,w

)1/γ]
,

откуда стандартным образом выводится оценка (5). Теорема доказана.
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Замечание 1. Аналог теоремы 3 для приближений тригонометрическими
полиномами получен в [5], невесовой вариант в тригонометрическом случае см.
в [21, 22]. В [5] рассматривался модуль непрерывности вида

�(g, δ)p,w = sup


∥∥∥∥∥∥g(x)− (2h)−1

x+h∫
x−h

g(t) dt

∥∥∥∥∥∥
∗

p,w

: 0 < h ≤ δ

, (10)

где

‖g‖∗p,w =

 2π∫
0

|g(x)|pw(x) dx

1/p

.

Пусть In(x) — содержащий x промежуток Inj = [(j − 1)/mn, j/mn). Можно
рассмотреть модуль непрерывности

�n(g)p,w = sup
k≥n

∥∥∥∥g(x)− |Ik(x)|−1
∫

Ik(x)

g(t) dt
∥∥∥∥
p,w

аналогично (10). Но

|Ik(x)|−1
∫

Ik(x)

g(t) dt = Smk(f)(x), k ∈ Z+

(см. [1, § 1.5]), а из леммы 1 следует, что

Emk(g)p,w ≤ ‖g − Smk(g)‖p,w ≤ C1Emk(g)p,w.

Поэтому �n(g)p,w � Emn(g)p,w, g ∈ Lpw[0, 1), и оценка �n(f [r])p,w через Ek(f)p,w
есть простое следствие теоремы 3. Для модуля непрерывности из (10) соответ-
ствующая оценка в [5] нетривиальна.

Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, r ∈ N и W rLpw[0, 1) состоит из функций
g ∈ Lpw[0, 1), для которых существует g[r] ∈ Lpw[0, 1), с полунормой ‖g[r]‖p,w.
Рассмотрим K-функционал

Kr(f, t) = Kr

(
f, t, Lpw[0, 1),W rLpw[0, 1)

)
= inf

{
‖f − g‖p,w + t‖g[r]‖p,w : g ∈W rLpw[0, 1)

}
.

Следуя теореме 5.1 из [19, гл. 7], получим прямые и обратные теоремы
приближения в Lpw[0, 1) в терминах Kr(f, t).

Теорема 4. Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, r ∈ N и γ = min(p, 2). Тогда для
всех f ∈ Lpw[0, 1) и n ∈ N справедливы неравенства

En(f)p,w ≤ CKr(f, n−r) (11)

и

Kr(f, n−r) ≤ Cn−r
(

n∑
k=1

[krEk(f)p,w]γk−1

)1/γ

. (12)

Доказательство. В силу полуаддитивности наилучших приближений и
теоремы 1 выводим для g ∈W rLpw[0, 1) неравенство

En(f)p,w ≤ En(f − g)p,w + En(g)p,w ≤ C1(‖f − g‖p,w + n−r‖g[r]‖p,w).
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Беря точную нижнюю грань правой части по g ∈ W rLpw[0, 1), получаем нера-
венство (11). Пусть tk ∈Pmk таков, что ‖f − tk‖p,w = Emk(f)p,w, sk = tk − tk−1
при k ∈ N, s0 = t0 постоянен на [0, 1). C помощью неравенства треугольника

имеем ‖sk‖p,w ≤ 2Emk−1(f)p,w. Далее tk =
k∑

j=0
sj и s[1]0 = 0, поэтому по теореме 2

и аналогично (6)–(8) находим

Kr

(
f,m−r

k

)
≤ ‖f − tk‖p,w +m−r

k

∥∥t[r]k

∥∥
p,w

= Emk(f)p,w +m−r
k

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

s[r]j

∥∥∥∥∥
p,w

≤ Emk(f)p,w + C2m
−r
k

(
k∑

j=1

∥∥s[r]j

∥∥γ
p,w

)1/γ

≤ Emk(f)p,w + C3m
−r
k

(
k∑

j=1

mrγ
j Eγ

mj−1
(f)p,w

)1/γ

≤ C4m
−r
k

(
k∑

j=1

mrγ
j Eγ

mj−1
(f)p,w

)1/γ

. (13)

Из (13) с помощью монотонности En(f)p,w и Kr(f, t) легко получаем (12). Тео-
рема доказана.

В заключение дадим условие весовой интегрируемости и оценку наилучше-
го приближения в весовой норме в терминах коэффициентов Фурье по мульти-
пликативной системе при условии {f̂(n)}∞n=1 ∈ GM .

Теорема 5. Пусть f ∈ L1[0, 1), {f̂(n)}∞n=1 ∈ GM , 1 < p < ∞, w ∈ Ap, так

что γn =
1/n∫

1/(n+1)
w(x) dx удовлетворяет двум условиям типа Бари — Стечкина

n∑
k=1

γkk
p = O(γnnp+1), n ∈ N, (14)

и
∞∑
k=n

γk = O(nγn), n ∈ N. (15)

Тогда из условия
∞∑
n=1

γnnp(f̂(n))p < ∞ следует f ∈ Lpw[0, 1). При этом для

наилучших приближений функции f в Lpw[0, 1) справедлива оценка

En(f)p,w ≤ C

(
np+1γn(f̂(n))p +

∞∑
k=n+1

γkk
p(f̂(k))p

)1/p

.

Доказательство. Пусть для простоты f̂(0) = 0, f̂(k) = ak, k ∈ N. Из-
вестно, что

|Dn(x)| :=
∣∣∣∣n−1∑
k=0

χk(x)
∣∣∣∣ ≤ Nx−1
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(см. [20, гл. 4, § 3]). С помощью преобразования Абеля и леммы 7 получаем

|f(x)| ≤
n∑

k=1

ak +
∞∑

k=n+1

|ak−ak+1||Dk+1(x)| ≤
n∑

k=1

ak +C1x
−1

(
an +

∞∑
k=n+1

k−1ak

)
.

Поэтому благодаря лемме 8, (14) и (15) имеем

1∫
0

|f(x)|pw(x) dx =
∞∑
n=1

1/n∫
1/(n+1)

w(x)|f(x)|p dx

≤ C2

( ∞∑
n=1

γn

(
n∑

k=1

ak

)p

+
∞∑
n=1

γn(nan)p +
∞∑
n=1

γnn
p

( ∞∑
k=n

k−1ak

)p)

≤ C3

( ∞∑
n=1

γ1−p
n

( ∞∑
k=n

γk

)p

apn +
∞∑
n=1

γnn
papn +

∞∑
n=1

(npγn)1−p
(

n∑
k=1

γkk
p

)p

(an/n)p
)

≤ C4

∞∑
n=1

γnn
papn. (16)

Для получения оценки En(f)p,w рассмотрим функцию

f1 =
n∑

k=1

anχk +
∞∑

k=n+1

akχk.

Тогда последовательность {bk}∞k=1 такая, что bk = an при 1 ≤ k ≤ n и bk = ak
при k ≥ n + 1, также принадлежит классу GM и к f1 применима оценка (16).
Поэтому в силу (14) имеем

En(f)p,w ≤ ‖f1‖p,w ≤ C5

(
n∑

k=1

γkk
papn +

∞∑
k=n+1

γkk
papk

)1/p

≤ C6

(
np+1γna

p
n +

∞∑
k=n+1

γkk
papk

)1/p

.

Теорема доказана.

Замечание 2. Близкие к теореме 5 результаты в тригонометрическом слу-
чае см. в [6]. Если w(x) = xαp, то оценка (14) выполнена при α < 1 − 1/p, а
оценка (15) — при α > −1/p, т. е. обе оценки справедливы для всех степен-
ных весов, удовлетворяющих условию Ap. Для таких весов можно установить
критерий, частично обобщающий теорему 9 из [23].

Теорема 6. Пусть w(x) = xαp, 2 ≤ p < ∞, −1/p < α < 1 − 1/p, или
1 < p < 2, 0 ≤ α < 1− 1/p. Если f ∈ L1[0, 1) и {f̂(n)}∞n=1 ∈ GM , то f ∈ Lpw[0, 1)
тогда и только тогда, когда

∞∑
n=1

np−2−αp(f̂(n))p <∞. (17)

Доказательство. Достаточность условия (17) вытекает из теоремы 5.
Докажем его необходимость. При p ≥ 2 используем обозначение �n(f) =



92 С. С. Волосивец

Smn+1(f)− Smn(f) и лемму 2, согласно которой и неравенству Йенсена

‖xαf(x)‖pp ≥ C1

∥∥∥∥∥xα
( ∞∑

n=0

|�n(f)(x)|2
)1/2∥∥∥∥∥

p

p

= C1

1∫
0

xαp
( ∞∑

n=o

|�n(f)(x)|2
)p/2

dx ≥ C1

1∫
0

xαp
∞∑
n=0

|�n(f)(x)|p dx

= C1

∞∑
n=0

‖xα�n(f)(x)‖pp.

Известно, что для {ak}∞k=1 ∈ GM неравенство ak ≤ C2an выполнено при всех
n ≤ k ≤ 2n (см. [14]). Так как отношение mn+1/mn ограничено N , отсюда сле-
дует, что amn+1 ≤ C3(N)ak при mn ≤ k < mn+1. Кроме того, �n(f) постоянна
на [0, 1/mn+1) (см. [1, § 1.5]). В результате получаем

‖xα�n(x)‖pp ≥
1/mn+1∫

0

xαp|�n(x)|p dx

≥ C4m
−αp−1
n

(mn+1−1∑
k=mn

f̂(k)

)p

≥ C5m
−αp+p−1
n+1 (f̂(mn+1))p. (18)

Суммируя неравенства (18) и используя указанное выше свойство последова-
тельности {f̂(n)}∞n=1 ∈ GM , выводим сходимость ряда (17). При 1 < p < 2
применяем лемму 9. Теорема доказана.
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