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Пусть (X,µ) — пространство с σ-конечной положительной мерой. Атомом
меры µ называется измеримое множество положительной меры, не представи-
мое в виде объединения двух непересекающихся множеств с положительными
мерами. Будем говорить, что мера µ не является чисто атомической, если
в X существует множество e такое, что 0 < µe < ∞ и e не содержит атомов
меры µ.

Через L0(µ) = L0(X,µ) обозначим совокупность всех µ-измеримых µ-почти
всюду конечных функций на X с обычным отождествлением функций, отли-
чающихся одна от другой лишь на множестве меры 0. Через Lp(µ) = Lp(X,µ)
(1 ≤ p <∞) обозначим пространство всех f ∈ L0(µ), имеющих конечную норму

‖f‖p =
(∫
X

|f |p dµ
) 1

p

.

Интеграл здесь и далее понимается в лебеговом смысле. Lp(ν) = Lp(Y, ν) —
аналогичное пространство. Мера µ называется сепарабельной, если Lp(µ) сепа-
рабельны для всех 1 ≤ p <∞.

1. Компактные по мере операторы, почти компактные
операторы и интегральные операторы в Lp

Определение 1.1. Множество в L0(µ) называется компактным по мере,
если из каждой его последовательности можно извлечь подпоследовательность,
сходящуюся по мере на любом множестве конечной меры.

Определение 1.2 [1]. Линейный оператор T : Lp(ν) → L0(µ) называется
компактным по мере, если он отображает единичный шар пространства Lp(ν)
в компактное по мере множество.
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Определение 1.3 [2]. Линейный оператор T : Lp(ν) → L0(µ) называет-
ся почти компактным, если найдется разбиение множества X на попарно не
пересекающиеся измеримые множества Xn (n = 1, 2, . . . ) такое, что все опера-
торы PnT : Lp(ν) → Lp(µ) компактны; здесь Pnf = χXnf, f ∈ Lp(µ), χE —
характеристическая функция множества E.

Теорема 1.1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, T : Lp(ν) → L0(µ) — почти компактный
оператор, последовательность {fm} ⊂ Lp(ν) слабо сходится к f ∈ Lp(ν). Тогда
{Tfm} сходится к Tf по мере на каждом множестве конечной меры.

Доказательство. Пусть bn — норма компактного оператора PnT : Lp(ν) →
Lp(µ). Оператор

T̃ =
∞∑
n=1

1
n2(1 + bn)

PnT

действует из Lp(ν) в Lp(µ) и компактен. Следовательно, T̃ fm сходится к T̃ f по
норме Lp(µ), поэтому T̃ fm сходится к T̃ f по мере на любом множестве конечной
меры. Рассмотрим функцию

b =
∞∑
n=1

n2(1 + bn)χXn .

Тогда Tfm = bT̃ fm сходится к bT̃ f = Tf по мере на любом множестве конечной
меры. �

Следствие. При 1 < p < ∞ каждый почти компактный оператор T :
Lp(ν) → L0(µ) компактен по мере.

Обратное утверждение верно не всегда. В [3] для любого 2 < p < ∞ по-
строен компактный по мере оператор T0 : Lp(0, 1) → L0(0, 1), обладающий свой-
ством: для всякого множества e ∈ (0, 1) положительной лебеговой меры имеет
место равенство lim

n→∞
‖PeT0rn‖p = ∞, где rn (n = 1, 2, . . . ) — функции Радема-

хера. Отсюда следует, что оператор PeT0 не компактен как оператор из Lp(0, 1)
в Lp(0, 1), так что T0 не является почти компактным оператором.

Теорема 1.2. Пусть 1 < p < ∞, T : Lp(ν) → L1(µ) — ограниченный
компактный по мере оператор. Тогда T — компактный оператор.

Доказательство. Пусть {gn} ⊂ Lp(ν) слабо сходится к g ∈ Lp(ν). Тогда
{Tgn} слабо сходится в L1(µ) к Tg. Выберем из компактного по мере множества
{Tgn} подпоследовательность {Tgnk}, сходящуюся по мере на каждом множе-
стве конечной меры к некоторой функции f ∈ L0(µ). Пусть G — произвольное
множество конечной меры, для которого χGf ∈ L1(µ). Так как χGTgnk → χGTg
слабо в L1(G,µ), в силу следствий IV.8.10, IV.8.11 из [4]

lim
µE→0

sup
k

∫
E

|χGTgnk | dµ = 0.

Отсюда и из сходимости χGTgnk к χGf ∈ L1(µ) по мере на G получим

‖χGTgnk − χGf‖1 → 0

при k → ∞, здесь ‖ · ‖1 — норма в L1(µ). Так как χGTgnk → χGTg слабо в
L1(µ), то χGTg = χGf . Таким образом, Tg = f . Кроме того, Tgnk → Tg слабо в
L1(µ), и Tgnk → Tg по мере на любом множестве конечной меры. Тогда в силу
теоремы IV.8.12 из [4] ‖Tgnk − Tg‖1 → 0 при k →∞. �
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Следствие. Пусть 1 < p < ∞, T : Lp(ν) → L1(µ) — почти компактный
оператор. Тогда T — компактный оператор.

Доказательство. Пусть hm → h по норме Lp(ν) и Thm → g по норме
L1(µ). По теореме 1.1 Thm сходится к Th по мере на каждом множестве ко-
нечной меры. Значит, g = Th, и по теореме о замкнутом графике оператор
T : Lp(ν) → L1(µ) ограничен. Следовательно, по теореме 1.2 T компактен. �

Определение 1.4. Линейный оператор T : Lp(ν) → L0(µ) называется ин-
тегральным, если существует функция K ∈ L0(X×Y, µ×ν) такая, что для всех
f ∈ Lp(ν)

Tf(s) =
∫
Y

K(s, t)f(t) dν(t)

для µ-почти всех s ∈ X. Функция K(s, t) называется ядром интегрального опе-
ратора T . Интегральный оператор T : Lp(ν) → Lp(µ) с ядромK(s, t) называется
регулярным, если интегральный оператор

|T |f(s) =
∫
Y

|K(s, t)|f(t) dν(t)

определен на всем Lp(ν) и действует в Lp(µ).

Имеет место следующая теорема о компактной и регулярной факторизации
интегральных операторов, действующих из Lp(ν) в L0(µ).

Теорема 1.3. Пусть 1 < p ≤ ∞, T : Lp(ν) → L0(µ) — интегральный опе-
ратор. Тогда оператор T можно представить в виде T = AB, где B : Lp(ν) →
Lp(µ) — регулярный интегральный компактный оператор, A — оператор умно-

жения на функцию a: Ah = ah, h ∈ Lp(µ), здесь a =
∞∑
n=1

λnχXn , λn ≥ 1,

n = 1, 2, . . . , {Xn} — разбиение множества X на попарно не пересекающиеся
измеримые множества с конечными мерами.

Эта теорема при p = 2 сформулирована в совместной работе автора и
В. Д. Степанова [5, с. 66]. Для 1 < p ≤ ∞ теорема 1.3 доказана в [6, 7]. Для
1 < p ≤ ∞ близкое к теореме 1.3 утверждение доказано другим методом Ша-
хермайером и Вайсом [2].

Следствие 1. При 1 < p ≤ ∞ каждый интегральный оператор T : Lp(ν) →
L0(µ) почти компактен.

Следствие 2. При 1 < p <∞ каждый интегральный оператор T : Lp(ν) →
L0(µ) отображает слабо сходящиеся в Lp(ν) последовательности в последова-
тельности, сходящиеся по мере на любом множестве конечной меры.

Следствие 3. При 1 < p <∞ каждый интегральный оператор T : Lp(ν) →
L0(µ) компактен по мере.

Следствие 4. Пусть 1 < p < ∞, T : Lp(ν) → L1(µ) — интегральный
оператор. Тогда T компактен.

Справедливость следствия 4 вытекает из следствия 1 и следствия теоре-
мы 1.2.

Таким образом, при 1 < p <∞ любой интегральный оператор T : Lp(ν) →
L0(µ) почти компактен. Следующий пример показывает, что обратное утвер-
ждение неверно.
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Пример. Пусть {rn} — ортонормированная система Радемахера. Для лю-
бого 1 < p <∞ оператор

Tf =
∞∑
n=1

µn(f, rn) rn, f ∈ Lp(0, 1), (1)

где все µn вещественны, µn → 0 и

∞∑
n=1

|µn|2 = ∞, (f, rn) =
1∫

0

frn dt,

компактен как оператор, действующий из Lp(0, 1) в Lp(0, 1), но не является
интегральным оператором.

Доказательство. Пусть 2 ≤ p < ∞. Тогда для каждой функции f ∈
Lp(0, 1) имеем

∞∑
n=1

|(f, rn)|2 < ∞. Следовательно, в силу неравенства Хинчина

ряд (1) сходится по норме Lp(0, 1), при этом для любого m = 1, 2, . . .∥∥∥∥∥Tf −
m∑
n=1

µn(f, rn)rn

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=m+1

µn(f, rn)rn

∥∥∥∥∥
p

≤ Cp

∥∥∥∥∥
∞∑

n=m+1

µn(f, rn)rn

∥∥∥∥∥
2

= Cp

( ∞∑
n=m+1

|µn|2|(f, rn)|2
) 1

2

≤ Cp sup
n>m

|µn|‖f‖2 ≤ Cp sup
n>m

|µn|‖f‖p.

Отсюда ‖T − Sm‖ ≤ Cp sup
n>m

|µn| → 0 при m→∞; здесь

Smf =
m∑
n=1

µn(f, rn)rn

— конечномерный оператор в Lp(0, 1). Следовательно, оператор T : Lp(0, 1) →
Lp(0, 1) — компактный оператор при 2 ≤ p <∞.

Пусть 1 < p < 2, q = p/(p − 1). Тогда 2 < q < ∞. Рассмотрим в Lq(0, 1)
оператор

T̂ f =
∞∑
n=1

µn(f, rn)rn.

По доказанному T̂ — компактный оператор в Lq(0, 1). Так как T — сопряжен-
ный к T̂ оператор, T — компактный оператор в Lp(0, 1). Итак, определяемый
равенством (1) оператор T компактен в Lp(0, 1) для любого 1 < p <∞.

Докажем, что T — неинтегральный оператор. Предположим противное:
пусть T — интегральный оператор и K(s, t) — его ядро. Имеем

1∫
0

|K(s, t)| dt <∞ для почти всех s ∈ (0, 1).

Кроме того, для всех n,m = 1, 2, . . . и почти всех s ∈ (0, 1)
1∫

0

K(s, t)rn(t) dt = Trn(s) = µnrn(s),
1∫

0

K(s, t)r⊥m(t) dt = Tr⊥m(s) = 0,
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где
{
r⊥m
}

— любой ортонормированный базис в ортогональном дополнении к
замкнутой линейной оболочке последовательности {rm}, состоящий из ограни-
ченных функций. Следовательно, при подходящем s ∈ (0, 1) в силу [8, предло-
жение 4.5.7]( ∞∑

n=1

|µn|2
) 1

2

=

( ∞∑
n=1

|µn|2|rn(s)|2
) 1

2

≤ 8
1∫

0

|K(s, t)| dt <∞,

что противоречит условию
∞∑
n=1

|µn|2 = ∞. �

2. Компактные по мере, почти компактные
и интегральные операторы 1-го, 2-го и 3-го родов в Lp

В этом параграфе рассмотрим алгебраические и метрические свойства клас-
сов операторов, тесно связанных с функциональными и интегральными урав-
нениями 1-го, 2-го и 3-го родов в Lp. Всюду в параграфе (X,µ) — пространство
с положительной σ-конечной мерой µ, Lp(µ) = Lp(X,µ), ‖ · ‖p — норма в Lp(µ)
и B(Lp(µ)) — пространство всех линейных ограниченных операторов, действу-
ющих из Lp(µ) в Lp(µ), с операторной нормой ‖ · ‖.

Определение 2.1. Оператор Tf = af + Df , f ∈ Lp(µ), где a ∈ L∞(µ),
D ∈ B(Lp(µ)) — интегральный оператор, называется интегральным операто-
ром 3-го рода [9, с. 5]. Если a(s) = α 6= 0 для почти всех s ∈ X, то T называется
интегральным оператором 2-го рода; если a(s) = 0 для почти всех s ∈ X, —
интегральным оператором 1-го рода. Совокупность всех интегральных опера-
торов 3-го рода (2-го рода, 1-го рода) обозначим через Ip,3 (соответственно через
Ip,2, Ip,1).

По аналогии с классами интегральных операторов 1-го, 2-го и 3-го родов
введем следующие классы компактных по мере и почти компактных операторов.

Определение 2.2. Пусть Bp,1 — множество всех компактных по мере опе-
раторов из B(Lp(µ)). Множество операторов вида af + Lf , f ∈ Lp(µ), где a —
произвольная функция из L∞(µ) и L — произвольный оператор из Bp,1, обозна-
чим через Bp,3. Совокупность операторов вида α1 + L, где α — произвольное
число, 1 — тождественный оператор, L — произвольный оператор из Bp,1, обо-
значим через Bp,2.

Определение 2.3. Пусть Cp,1 — множество всех почти компактных опе-
раторов из B(Lp(µ)), Cp,2 — совокупность операторов вида α1 + K, где α —
произвольное число, K — любой оператор из Cp,1. Через Cp,3 обозначим мно-
жество операторов вида af +Kf , f ∈ Lp(µ), где a — произвольная функция из
L∞(µ) и K — произвольный оператор из Cp,1.

Отметим, что в определении множеств Bp,2, Cp,2 число α может равняться
нулю, так что Bp,2 является объединением всех компактных по мере операторов
2-го и 1-го родов из B(Lp(µ)), а Cp,2 есть объединение всех почти компактных
операторов 2-го и 1-го родов из B(Lp(µ)).

Из определений 2.2, 2.3 следует, что при 1 ≤ p ≤ ∞ множества Bp,1, Bp,2,
Bp,3, Cp,1, Cp,2, Cp,3 являются алгебрами и Bp,1 ⊂ Bp,2 ⊂ Bp,3 ⊂ B(Lp(µ)),
Cp,1 ⊂ Cp,2 ⊂ Cp,3, Cp,1 ⊂ Bp,1, Cp,2 ⊂ Bp,2, Cp,3 ⊂ Bp,3. Кроме того, Bp,1 и Cp,1
являются правыми идеалами алгебры B(Lp(µ)).
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Теорема 2.1. Пусть 1 < p < ∞. Тогда Bp,1 — замкнутый правый идеал
алгебры B(Lp(µ)).

Доказательство. Пусть Qn ∈ Bp,1 (n = 1, 2, . . . ), Q ∈ B(Lp(µ)) и
lim
n→∞

‖Qn − Q‖ = 0. Покажем, что Q ∈ Bp,1. Для любого e ⊂ X, 0 < µe < ∞,
при n→∞ имеем

sup
‖f‖p≤1

‖(PeQ− PeQn)f‖1 ≤ (µe)
1
q ‖Q−Qn‖ → 0,

где Pef = χef , f ∈ Lp(µ), 1
p + 1

q = 1. По теореме 1.2 все операторы PeQn :
Lp(µ) → L1(µ) компактны. Следовательно, оператор PeQ : Lp(µ) → L1(µ)
компактен. Значит, Q ∈ Bp,1. �

Определение 2.4. Число β называется существенным значением функ-
ции b ∈ L0(X,µ), если для любого ε > 0

µ{s | s ∈ X, |b(s)− β| < ε} > 0.

Теорема 2.2 [10]. Пусть 1 < p <∞ и мера µ не имеет атомов. Тогда Bp,3 —
банахова алгебра, не совпадающая с алгебройB(Lp(µ)). Кроме того, для любого
оператора τf = af +Kf , f ∈ Lp(µ), из Bp,3 имеет место неравенство

‖a‖∞ ≤ ‖τ‖ (2)

и каждое существенное значение функции a(s) принадлежит предельному спек-
тру сопряженного оператора τ∗.

Эта теорема является объединением теоремы 3 и ее следствий 1.2 из [10]
(в [10] алгебра Bp,3 обозначена через Lp,1).

Теорема 2.3. Пусть 1 < p < ∞ и мера µ не имеет атомов. Тогда Bp,2 —
банахова алгебра, не совпадающая ни с Bp,1, ни с Bp,3.

Доказательство. Пусть Mn ∈ Bp,2 (n = 1, 2, . . . ), M ∈ B(Lp(µ)) и
lim
n→∞

‖Mn − M‖ = 0. Тогда Mnf = αnf + Lnf , f ∈ Lp(µ), где Ln ∈ Bp,1.
По теореме 2.2 (неравенство (2)) |αn − αm| ≤ ‖Mn −Mm‖. Отсюда

‖Ln − Lm‖ ≤ |αn − αm|+ ‖Mn −Mm‖ ≤ 2‖Mn −Mm‖.

Следовательно, существуют α и L ∈ B(Lp(µ)) такие, что αn → α и ‖Ln−L‖ → 0.
По теореме 2.1 L ∈ Bp,1, поэтому оператор M = lim

n→∞
(αn1 + Ln) = α1 + L

принадлежит Bp,2.
Так как 1 ∈ Bp,2 \Bp,1, то Bp,2 6= Bp,1. Покажем, что Bp,2 6= Bp,3. Возьмем

множество e положительной меры с дополнением ce положительной меры и
рассмотрим оператор Pef = χef , f ∈ Lp(µ). Имеем Pe ∈ Bp,3. Докажем,
что Pe /∈ Bp,2. Предположим противное. Тогда Pe = β1 + K, где K ∈ Bp,1.
Если β = 0, то Pe = K, что в силу неатомичности меры µ невозможно. Если
β = 1, то Pce = −K, что также невозможно. Пусть β 6= 0, β 6= 1. Спектр
оператора Pe есть множество {0; 1}. Следовательно, оператор Pe − β1 имеет
обратный (Pe−β1)−1 ∈ B(Lp(µ)). Поэтому K−1 ∈ B(Lp(µ)). Но тогда оператор
1 = KK−1 компактен по мере, что также невозможно. �

Теорема 2.4 [11]. Пусть 1 < p < ∞. Тогда Cp,1 — замкнутый правый
идеал алгебры B(Lp(µ)).
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Теорема 2.5. Пусть 1 < p < ∞ и мера µ не имеет атомов. Тогда Cp,3 —
банахова алгебра с единицей, не совпадающая с алгеброй B(Lp(µ)).

Доказательство. Имеем Cp,3 ⊂ Bp,3, и по теореме 2.2 Bp,3 6= B(Lp(µ)).
Докажем замкнутость Cp,3. Пусть Tn ∈ Cp,3 (n = 1, 2, . . . ), T ∈ B(Lp(µ)) и
‖Tn − T‖ → 0. Далее, Tn = An + Qn, где Qn ∈ Cp,1, Anf = anf , f ∈ Lp(µ),
an ∈ L∞(µ). По теореме 2.2 (неравенство (2)) для любых m,n получим ‖an −
am‖∞ ≤ ‖Tn−Tm‖. Отсюда ‖Qn−Qm‖ ≤ ‖an−am‖∞+‖Tn−Tm‖ ≤ 2‖Tn−Tm‖.
Следовательно, найдутся a ∈ L∞(µ) и Q ∈ B(Lp(µ)) такие, что ‖an − a‖∞ → 0
и ‖Qn −Q‖ → 0. В силу теоремы 2.4 Q ∈ Cp,1. Значит, оператор Tf = af +Qf ,
f ∈ Lp(µ), принадлежит Cp,3. �

Теорема 2.6. Пусть 1 < p < ∞ и мера µ не имеет атомов. Тогда Cp,2 —
банахова алгебра с единицей, не совпадающая ни с Cp,1, ни с Cp,3.

Доказательство. Из включения Cp,2 ⊂ Cp,3 и доказательства преды-
дущей теоремы вытекает замкнутость Cp,2. Из 1 ∈ Cp,2 и 1 /∈ Cp,1 следу-
ет, что Cp,2 6= Cp,1. Покажем, что Cp,2 6= Cp,3. Оператор Pe из доказатель-
ства теоремы 2.3 принадлежит Cp,3, но не принадлежит Bp,2 ⊃ Cp,2. Значит,
Cp,2 6= Cp,3. �

Теорема 2.7 [11]. Пусть 1 < p <∞. Тогда Ip,1 = Cp,1 (здесь и далее черта
означает замыкание по операторной норме).

Теорема 2.8. Пусть 1 < p <∞ и мера µ не имеет атомов. Тогда Ip,1 ∪ Ip,2
= Cp,2, Ip,3 = Cp,3.

Доказательство. Имеем Ip,3 ⊂ Cp,3. Значит, Ip,3 ⊂ Cp,3 = Cp,3. Пусть
T ∈ Cp,3. Тогда T = A + Q, где Af = af , f ∈ Lp(µ), a ∈ L∞(µ), Q ∈ Cp,1. По
предыдущей теореме найдутся Qn ∈ Ip,1 такие, что ‖Qn − Q‖ → 0. Следова-
тельно, Tn = A + Qn ∈ Ip,3 и ‖Tn − T‖ → 0. Поэтому T ∈ Ip,3 и Cp,3 ⊂ Ip,3.
Значит, Īp,3 = Cp,3. Равенство Ip,1 ∪ Ip,2 = Cp,2 доказывается аналогично. �

В заключение параграфа рассмотрим некоторые свойства интегральных
операторов 1-го, 2-го и 3-го родов.

1. Пусть 1 < p < ∞. Тогда Ip,1 ⊂ Ip,1 ∪ Ip,2 ⊂ Ip,3, и если мера µ не имеет
атомов, то Ip,1 6= Ip,2 6= Ip,3.

Действительно, 1 ∈ Ip,2 \ Ip,1 и Pe ∈ Ip,3 \ Ip,2, где Pe — оператор из доказа-
тельства теоремы 2.3.

2. Множество Ip,1 не является алгеброй: в [12; 13, теорема I.4.18] В. Д. Сте-
панов для любого 1 < p < ∞ построил интегральный оператор свертки в
Lp(−∞,∞), квадрат которого не является интегральным оператором. В [14; 7,
теорема I.8.2] построены два компактных интегральных оператора изB(L2(0, 1)),
произведение которых не является интегральным оператором. В [15; 16, § 5, тео-
рема 8] построен компактный интегральный оператор S ∈ B(L2(0, 1)), квадрат
которого не является интегральным оператором, а S3 = 0. Эти результаты
дают отрицательный ответ на вопрос, поставленный Халмошем и Сандером [9,
задача 11.8]. Задача об условиях интегральности произведения двух интеграль-
ных операторов и более общая задача об условии интегральности операторных
произведений, в которых один или несколько сомножителей — интегральные
операторы, изучались в [16].

Множества Ip,1 ∪ Ip,2 и Ip,3, по-видимому, также не являются алгебрами.
Покажем это в случае p = 2.
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Теорема 2.9. Подмножества I2,1 ∪ I2,2 и I2,3 алгебры B(L2(0, 1)) не явля-
ются алгебрами.

Доказательство. Рассмотрим упоминавшийся выше интегральный опе-
ратор S ∈ B(L2(0, 1)), квадрат которого не является интегральным оператором,
а S3 = 0. Имеем S ∈ I2,3. Покажем, что S2 /∈ I2,3. Предположим противное.
Тогда S2f = af + Lf , f ∈ L2(0, 1), a ∈ L∞(0, 1), L — интегральный оператор.
Так как S3 = 0, спектральный радиус оператора S2 равен 0. Следовательно,
спектр оператора S2 есть {0}. Значит, спектр (S2)∗ также {0}. Отсюда по тео-
реме 2.2 получим a(s) = 0 для почти всех s ∈ [0, 1]. Таким образом, S2 = L —
интегральный оператор, что противоречит неинтегральности оператора S2.

Аналогично доказывается, что множество I2,1 ∪ I2,2 не является алгеб-
рой. �

3. Необходимые и достаточные условия представимости линейных операто-
ров в интегральной форме найдены в 1970-х гг. С. И. Ждановым [17], А. В. Бух-
валовым [18], Л. Лесснером [19]. Характеристику интегральных операторов 3-го
рода дает приводимая ниже теорема 2.10. Используемое в формулировке этой
теоремы понятие модуля оператора см. в [20, с. 46].

Теорема 2.10 [10]. Пусть 1 < p < ∞, мера µ конечна и не имеет атомов.
Оператор T ∈ B(Lp(µ)) принадлежит Ip,3 тогда и только тогда, когда найдется
интегральный оператор Z : Lp(µ) → L0(µ) с неотрицательным ядром такой, что
для любого множества e ∈ X положительной меры оператор PeTPX\e регулярен
как оператор из Lp(µ) в L0(µ) и |PeTPX\e| ≤ Z.

Эта теорема для p = 2 доказана в [21]. Для 1 < p < ∞ доказательство
аналогично.

3. Характеристические свойства компактных
по мере, почти компактных и интегральных

операторов 1-го, 2-го и 3-го родов в L2

Определение 3.1. Интегральный оператор T : DT ⊂ L2(µ) → L2(µ) назы-
вается карлемановским, если его ядроK(s, t) удовлетворяет условию Карлемана
[22] ∫

X

|K(s, t)|2 dµ(t) <∞

для почти всех s ∈ X.

Имеет место следующий критерий.

Теорема 3.1 [23; 7]. Для того чтобы линейный операторK : DK ⊂ L2(µ) →
L2(µ) был карлемановским интегральным оператором, необходимо и достаточ-
но, чтобы существовала функция � ∈ L0(µ) такая, что для любого f ∈ DK при
почти всех s ∈ X выполнялось неравенство |Kf(s)| ≤ �(s)‖f‖ (здесь и далее
‖ · ‖ — норма в L2(µ)).

Из этой теоремы непосредственно следует лемма о правом умножении, иг-
рающая важную роль в теории карлемановских интегральных операторов.

Лемма [24]. Пусть T : DT ⊂ L2(µ) → L2(µ) — карлемановский интеграль-
ный оператор, H ∈ B(L2(µ)). Тогда TH — карлемановский интегральный опе-
ратор.
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Доказательство. Для любого f ∈ DTH при почти всех s ∈ X имеем
|THf(s)| ≤ �(s)‖Hf‖ ≤ �(s)‖H‖‖f‖. �

Лемма о правом умножении впервые была сформулирована и доказана
(другим методом) в [24].

Определение 3.2. Обозначим через K1 совокупность всех карлеманов-
ских интегральных операторов из B(L2(µ)). Через K2 обозначим множество
операторов из B(L2(µ)), представимых в виде α1 + L, где L — произвольный
оператор из K1 и α — произвольное число. Через K3 обозначим совокупность
всех операторов из B(L2(µ)) вида af + Lf , f ∈ L2(µ), где a — произвольная
функция из L∞(µ) и L — произвольный оператор из K1.

Из леммы о правом умножении непосредственно следует, что множества
K1, K2, K3 являются алгебрами. Как показывает теорема 2.9, в отличие от
алгебр K1, K2, K3 множества I2,1, I2,2, I2,3 интегральных операторов 1-го, 2-го
и 3-го родов, введенные в определении 2.1, не являются алгебрами.

В алгебре B(L2(µ)) имеется естественная инволюция J : T → T ∗. Однако
ее подмножества K1, K2, K3, I2,1, I2,2, I2,3 и введенные в определениях 2.2, 2.3
множества B2,1, B2,2, B2,3, C2,1, C2,2, C2,3 не инвариантны относительно этой
инволюции, как показывает следующий

Пример. Пусть {wn} — ортонормированный базис в L2(0, 1), состоящий из
функций Уолша, {en} — последовательность попарно не пересекающихся мно-
жеств из (0, 1) с положительными мерами. Определим оператор T1 ∈ B(L2(0, 1))
равенством

T1f =
∞∑
n=1

(f, wn)
χen√
men

, f ∈ L2(0, 1),

где m — мера Лебега. Оператор T1 принадлежит множеству K1, самому уз-
кому из всех перечисленных выше подмножеств, в то время как сопряженный
оператор T ∗1 не принадлежит самому широкому B2,3.

Доказательство. Так как en (n = 1, 2, . . . ) попарно не пересекаются, T1 —
карлемановский интегральный оператор, т. е. T1 ∈ K1.

Покажем, что T ∗1 /∈ B2,3. Предположим противное. Тогда найдутся a ∈
L∞[0, 1] и компактный по мере оператор M ∈ B(L2(0, 1)) такие, что T ∗1 f =
af + Mf , f ∈ L2(0, 1). Так как ‖T1f‖ = ‖f‖ для всех f ∈ L2(0, 1), нуль не
принадлежит предельному спектру оператора T1. Поэтому по теореме 2.2 нуль
не является существенным значением функции a. Значит, 1

a ∈ L∞[0, 1], и 1
aM —

компактный по мере оператор из B(L2(0, 1)). Имеем 1
aT

∗
1 = 1 + 1

aM ,
1
a
wn =

1
a
T ∗1

χen√
men

=
χen√
men

+
1
a
M

χen√
men

, n = 1, 2, . . . .

По теореме 1.2
∥∥ 1
aM

χen√
men

∥∥
1 → 0. Кроме того, ‖χen/

√
men‖1 → 0. С другой

стороны,
∥∥ 1
awn

∥∥
1 =

∥∥ 1
a

∥∥
1 6= 0 для всех n = 1, 2, . . . . �

Перейдем к описанию унитарных моделей введенных выше операторов.
Определение 3.3. Будем говорить, что число λ принадлежит предель-

ному спектру σc(H) оператора H в L2(µ), если в области определения опе-
ратора H найдется ортонормированная последовательность {hn} такая, что
‖(H − λ1)hn‖ → 0.

В 1935 г. Дж. фон Нейман [25] доказал следующий фундаментальный ре-
зультат.
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Теорема 3.2. Пусть T — самосопряженный оператор в L2(a, b) и 0 ∈ σc(T ).
Тогда T унитарно эквивалентен карлемановскому интегральному оператору.

На несамосопряженные операторы этот результат был обобщен автором
[26, 27] и Вайдманом [28].

Теорема 3.3. Пусть T — плотно определенный в сепарабельном простран-
стве L2(µ) замыкаемый линейный оператор и 0 ∈ σc(T ∗). Тогда T унитарно
эквивалентен карлемановскому интегральному оператору.

Следствие 1. Пусть L2(µ) — сепарабельное пространство, T ∈ B(L2(µ))
и λ̄ ∈ σc(T ∗). Тогда T унитарно эквивалентен оператору λ1 +L, где L — карле-
мановский интегральный оператор.

Следствие 2. Пусть L2(µ) — комплексное сепарабельное пространство,
T ∈ B(L2(µ)). Тогда T унитарно эквивалентен оператору из K2.

Следствие 2 непосредственно вытекает из следствия 1, так как предельный
спектр σc(T ∗) непуст.

Отметим, что утверждения теоремы 3.3 и следствия 1 справедливы и в
случае, когда L2(µ) — вещественное пространство.

Теорема 3.4. Пусть мера µ сепарабельна и не имеет атомов. Тогда каж-
дый оператор из B2,3, C2,3, I2,3, B2,2, C2,2, I2,2 унитарно эквивалентен оператору
из K2.

Доказательство. Если L2(µ) — комплексное пространство, то справед-
ливость теоремы вытекает из следствия 2. Пусть L2(µ) — вещественное про-
странство. Так как все перечисленные в теореме множества содержатся в B2,3,
достаточно доказать теорему для операторов из B2,3. Пусть T ∈ B2,3. Тогда
Tf = af + Lf , f ∈ L2, где a ∈ L∞(µ) и L ∈ B2,1. Пусть λ — какое-нибудь
существенное значение функции a. По теореме 2.2 λ ∈ σc(T ∗) и в силу след-
ствия 1 теоремы 3.3 оператор T унитарно эквивалентен оператору λ1 + C, где
C ∈ K1. �

Теорема 3.5. Пусть мера µ сепарабельна и не является чисто атомической.
Тогда каждый оператор из B2,1, C2,1, I2,1 унитарно эквивалентен оператору из
K1.

Доказательство. Пусть e ⊂ X, 0 < µe < ∞, и в e нет атомов меры µ.
Возьмем произвольный оператор T ∈ B2,1 ⊃ C2,1 ⊃ I2,1. В силу теоремы 1.2
оператор PeT : L2(µ) → L1(µ) компактен. Следовательно, T ∗Pe : L∞(µ) →
L2(µ) компактен. Рассмотрим равномерно ограниченную ортонормированную
систему {ϕn} функций, носители которых содержатся в e. Тогда ‖T ∗ϕn‖ =
‖T ∗Peϕn‖ → 0. Значит, 0 ∈ σc(T ∗), и по теореме 3.3 оператор T унитарно
эквивалентен оператору из K1. �

Рассмотрим еще одну задачу о характеристических свойствах операторов,
восходящую к [24]. В этой работе было введено понятие сильного карлеманов-
ского интегрального оператора.

Определение 3.4 [24]. Оператор T ∈ B(L2(µ)) называется сильным кар-
лемановским интегральным оператором, если для любого унитарного операто-
ра U ∈ B(L2(µ)) оператор UTU−1 также является карлемановским интеграль-
ным оператором.

Характеристические свойства таких операторов устанавливает следующая
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Теорема 3.6 [24]. Пусть мера µ не чисто атомическая. Для того чтобы
оператор T ∈ B(L2(µ)) был сильным карлемановским оператором, необходимо
и достаточно, чтобы T был интегральным оператором Гильберта — Шмидта,
т. е. его ядро K(s, t) удовлетворяло условию Гильберта — Шмидта∫

X

∫
X

|K(s, t)|2 dµ(t)dµ(s) <∞.

Если обозначить через Ks
1 совокупность всех сильных карлемановских ин-

тегральных операторов из B(L2(µ)), а через C2 — множество всех интегральных
операторов Гильберта — Шмидта из B(L2(µ)), то теорема 3.6 допускает крат-
кую запись: Ks

1 = C2. По аналогии с определением 3.4 дадим
Определение 3.5. Пусть F ⊂ B(L2(µ)). Оператор T ∈ F назовем силь-

ным F -оператором, если UTU−1 ∈ F для любого унитарного оператора U ∈
B(L2(µ)). Множество всех сильных F -операторов обозначим через F s.

Пусть C — множество всех компактных операторов из B(L2(µ)), C̃ — со-
вокупность операторов вида α1 + L, где α — произвольное число, L — произ-
вольный оператор из C. Через C2 обозначим совокупность всех интегральных
операторов Гильберта — Шмидта из B(L2(µ)), через C̃2 — множество операто-
ров вида α1 +H, где α — произвольное число, H — произвольный оператор из
C2.

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 3.7. Пусть мера µ конечна, сепарабельна и не имеет атомов. То-
гда Bs

2,3 = Bs
2,2 = Cs

2,3 = Cs
2,2 = C̃.

Теорема 3.8. Пусть мера µ σ-конечна, сепарабельна и не является чисто
атомической. Тогда Bs

2,1 = Cs
2,1 = C.

Теорема 3.9. Пусть мера µ σ-конечна, сепарабельна и не является чисто
атомической. Тогда Is2,1 = Ks

1 = C2.

Теорема 3.10. Пусть мера µ конечна, сепарабельна и не имеет атомов.
Тогда Is2,3 = Ks

3 = (I2,1 ∪ I2,2)s = Ks
2 = C̃2.

Перейдем к доказательству этих теорем.
Доказательство теоремы 3.7. Покажем, что Bs

2,3 ⊂ C̃. Так как мера
µ конечна, сепарабельна и не имеет атомов, в силу теоремы 3 из [29, с. 170] об
изоморфизме пространств с мерами можно считать, что L2(µ) есть L2(0, 1) :=
L2 и µ — мера Лебега.

Пусть T ∈ Bs
2,3. Тогда T = A + Q, где Af = af , f ∈ L2, a ∈ L∞(0, 1),

Q ∈ B2,1. В силу теоремы 1.2 операторQ : L2 → L1 компактен (такие операторы
будем называть далее 〈2, 1〉-компактными).

Выберем в доказательстве теоремы 3 из [10] εn = 1
n (n = 1, 2, . . . ) и рас-

смотрим ортонормированную систему {fn} из этого доказательства. Имеем

‖(a(s)− ᾱ)fn‖ ≤
1
n
, ‖Q∗fn‖ ≤

1
n

(n = 1, 2, . . . ).

Отсюда ‖(T ∗ − ᾱ1)fn‖ ≤ 2
n , n = 1, 2, . . . . Положим K = T − α1. Тогда

∞∑
n=1

‖K∗fn‖2 <∞. Введем оператор Гильберта — Шмидта

�f =
∞∑
n=1

(f, fn)K∗fn, f ∈ L2.
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Так какK∗fn−�fn = 0, n = 1, 2, . . . , то im(K−� ∗) := (K−� ∗)L2 ⊆ F⊥, где F⊥ —
ортогональное дополнение к замкнутой линейной оболочке последовательности
{fn}. Определим унитарный оператор W в L2 равенствами

Wf⊥n = rn, Wfn = un, n = 1, 2, 3, . . . ,

где
{
f⊥n
}

— ортонормированный базис в F⊥, {rn} — ортонормированная после-
довательность функций Радемахера, {un} = {wn} \ {rn}, {wn} — ортонормиро-
ванный базис Уолша в L2(0, 1). Тогда

im[W (K − � ∗)W−1] ⊆WF⊥ = R, (3)

где R — замкнутая линейная оболочка последовательности {rn}. По условию
теоремы WTW−1 = A1 + Q1, где A1f = a1f , f ∈ L2, a1 ∈ L∞, Q1 — 〈2, 1〉-
компактный оператор в L2. Тогда WKW−1 = A1 +Q1 − α1. Так как

W (K∗ − � )W−1un = W (K∗ − � )fn = 0, n = 1, 2, . . . ,

то
W�W−1un = WK∗W−1un = ā1un − ᾱun +Q∗1un, n = 1, 2, . . . .

Но ‖W�W−1un‖ → 0 при n → ∞, ‖Q∗1un‖ → 0 при n → ∞, так как Q∗1 :
L∞ → L2 — компактный оператор, {un} — равномерно ограниченная ортонор-
мированная последовательность. Следовательно, ‖(a1(s) − ᾱ)un(s)‖ → 0 при
n → ∞. Покажем, что a1(s) = α для п. в. s ∈ [0, 1]. Предположим противное.
Тогда найдутся β > 0 и e ⊂ [0, 1] такие, что µe > 0 и |a1(s) − α| ≥ β для всех
s ∈ e. Имеем ‖(a1(s) − ᾱ)un‖ ≥ β

√
µe, что противоречит ‖(a1(s) − ᾱ)un‖ → 0

при n→∞. Следовательно,

WKW−1 = A1 − α1 +Q1 = Q1.

В силу (3) imW (K − � ∗)W−1 ⊆ R. Тогда im(Q1 − W� ∗W−1) ⊆ R. Таким
образом, оператор Q2 = Q1 −W� ∗W−1 〈2, 1〉-компактен и принимает значения
в R. Покажем, что Q2 — компактный оператор. Пусть {ψn} — произвольная
слабо сходящаяся к 0 последовательность. Тогда {Q2ψn} сходится к 0 по норме
L1(0, 1). Так как {Q2ψn} ⊂ R, в силу следствия из неравенства Хинчина [8,
предложение 4.5.7]

‖Q2ψn‖ ≤ 8‖Q2ψn‖1,

где ‖ · ‖1 — норма в L1(0, 1). Отсюда ‖Q2ψn‖ → 0 при n → ∞ и, стало быть,
Q2 — компактный оператор. Тогда Q1 — компактный оператор. Но WTW−1 =
α1+Q1, поэтому T = α1+L, где L = W−1Q1W — компактный оператор. Таким
образом, T ∈ C̃ и Bs

2,3 ⊂ C̃. Доказательство завершается с помощью следующих
цепочек включений:

C̃ = C̃s ⊂ Cs
2,2 ⊂ Cs

2,3 ⊂ Bs
2,3 ⊂ C̃, C̃ = C̃s ⊂ Bs

2,2 ⊂ Bs
2,3 ⊂ C̃. �

Доказательство теоремы 3.8 содержится в первой части доказательства тео-
ремы 1 из работы [30], где использовалось лишь то, что T — сильный компакт-
ный по мере оператор.

Приведем короткое доказательство теоремы 3.8 в случае, когда мера µ ко-
нечна. Пусть T ∈ Bs

2,1 ⊃ Cs
2,1. По теореме 3.7 получим T = α1+K, где K ∈ C —

компактный оператор. Отсюда σc(T ∗) = {ᾱ}. Кроме того, по теореме 2.2 имеем
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0 ∈ σc(T ∗). Значит, α = 0 и T = K ∈ C. Таким образом, Cs
2,1 ⊂ Bs

2,1 ⊂ C. Так
как C = Cs ⊂ Cs

2,1 ⊂ Bs
2,1, то Cs

2,1 = Bs
2,1 = C. �

Доказательство теоремы 3.9. Равенство Is2,1 = C2 было установлено в
[30, теорема 1]. Отсюда и из C2 = Cs

2 ⊂ Ks
1 ⊂ Is2,1 следует Ks

1 = C2. �

Другое доказательство утверждения Is2,1 = C2 приведено в [9].

Доказательство теоремы 3.10. Достаточно показать, что Is2,3 = C̃2.
Пусть T ∈ Is2,3. Из Is2,3 ⊂ Bs

2,3 и теоремы 3.7 следует, что T = α1 + K, где
K ∈ C. Отсюда σc(T ∗) = {ᾱ}. Поскольку T ∈ I2,3, то Tf = af + Lf , f ∈ L2(µ),
где a ∈ L∞(µ) и L ∈ I2,1. Из равенства σc(T ∗) = {ᾱ} и теоремы 2.2 получим
a(s) = α для почти всех s ∈ X. Значит, T = α1 + L, поэтому L = K ∈ C. Для
любого унитарного оператора U ∈ B(L2(µ)) имеем UTU−1 = α1 + ULU−1. Так
как UTU−1 ∈ I2,3, то UTU−1f = bf +Mf , f ∈ L2(µ), где b ∈ L∞(µ) и M ∈ I2,1.
Отсюда подобно предыдущему b(s) = β для п. в. s ∈ X и σc(UT ∗U−1) = {β̄}.
Значит, UTU−1 = β1 + M . Но {ᾱ} = σc(T ∗) = σc(UT ∗U−1) = {β̄}. Таким
образом, α = β и ULU−1 = M . Следовательно, L ∈ Is2,1. По теореме 3.9 L ∈ C2,
так что T ∈ C̃2 и Is2,3 ⊂ C̃2. Отсюда и из C̃2 = C̃s

2 ⊂ Is2,3 получаем Is2,3 = C̃2. �

Рассмотрим еще три важных класса операторов.
Определение 3.6. Интегральный оператор в L2(µ) назовем ахиезеров-

ским, если его ядро K(s, t) удовлетворяет условию Ахиезера [31]: существу-
ет функция � ∈ L0(µ) такая, что |K(s, t)| ≤ �(s)�(t) для (µ × µ)-почти всех
(s, t) ∈ X ×X. Совокупность всех ахиезеровских интегральных операторов из
B(L2(µ)) обозначим через A1. Через A2 обозначим множество всех операто-
ров вида α1 +H, где α — произвольное число, H — произвольный оператор из
A1. Через A3 обозначим совокупность всех операторов, представимых в виде
af+Gf , f ∈ L2(µ), где a — произвольная функция из L∞(µ), G — произвольный
оператор из A1. Согласно определению 3.5 через As1, As2, As3 обозначим классы
всех сильных A1-, A2-, A3-операторов соответственно.

Напомним, что оператор из B(L2(µ)) называется ядерным, если он явля-
ется произведением двух интегральных операторов Гильберта — Шмидта из
B(L2(µ)). Класс всех ядерных операторов из B(L2(µ)) обозначим через C1. Че-
рез C̃1 обозначим множество всех операторов α1 + D, где α — произвольное
число, D — произвольный оператор из C1.

Теорема 3.11. Пусть мера µ сепарабельна, σ-конечна и не имеет атомов.
Тогда As1 = C1.

Эта теорема доказана в [30, теорема 2].

Теорема 3.12. Пусть мера µ конечна, сепарабельна и не имеет атомов.
Тогда As3 = As2 = C̃1.

Эта теорема доказывается с помощью теоремы 3.11 так же, как теорема 3.10
доказывается с помощью теоремы 3.9.

Замечание 1. Условие неатомичности меры µ, фигурирующее в большин-
стве теорем этого параграфа, существенно: нетрудно проверить, что когда мера
µ чисто атомическая и сепарабельная, класс (A1 ∩ K1)s, самый узкий из всех
рассмотренных в § 3, совпадает с B(L2(µ)).

Замечание 2. Все результаты статьи, за исключением следствия 2 теоре-
мы 3.3, справедливы и для операторов в вещественных Lp(µ).
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