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§ 1. Введение

Обозначим через M+ множество всех неотрицательных измеримых по Ле-
бегу функций на R+ := [0,∞) и через M↓ ⊂ M+ — подмножество всех невоз-
растающих функций.

При v ∈ M+ и 0 < p ≤ ∞ определим

Lp
v :=

f ∈ M : ‖f‖Lpv :=

 ∞∫
0

|f(x)|pv(x) dx

 1
p

<∞

,
L∞v := {f ∈ M : ‖f‖L∞v := ess sup

x≥0
v(x)|f(x)| <∞}.

Пусть u, v, w, ρ ∈ M+, 0 < p, r, q ≤ ∞. В работе изучается задача о характери-
зации неравенства

‖Rf‖Lrρ ≤ C‖f‖Lpv , f ∈ M↓, (1)

где константа C не зависит от f и полагается выбранной наименьшей из возмож-
ных. В качестве R рассматриваются квазилинейные интегральные операторы
вида

Tf(x) :=

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)

 y∫
0

k2(y, z)f(z)u(z) dz

q

dy

 1
q

, f ∈ M↓, (2)

T f(x) :=

 x∫
0

k1(x, y)w(y)

 ∞∫
y

k2(z, y)f(z)u(z) dz

q

dy

 1
q

, f ∈ M↓, (3)
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Sf(x) :=

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)

 ∞∫
y

k2(z, y)f(z)u(z) dz

q

dy

 1
q

, f ∈ M↓, (4)

S f(x) :=

 x∫
0

k1(x, y)w(y)

 y∫
0

k2(y, z)f(z)u(z) dz

q

dy

 1
q

, f ∈ M↓, (5)

где ядра ki(x, y) ≥ 0, i = 1, 2, удовлетворяют условию Ойнарова [1]:

ki(x, y) ≈ ki(x, z) + ki(z, y), 0 ≤ y ≤ z ≤ x, i = 1, 2. (6)

Эта задача появилась в связи с необходимостью исследовать весовые инте-
гральные неравенства на конусах монотонных и квазивогнутых функций, ко-
торые возникают при изучении классических операторов в весовых простран-
ствах Лебега и Лоренца (см., например, [2–12]). Недавно она была решена при
k1(x, y) = k2(x, y) = 1, 0 ≤ y ≤ x (см. [13]), методом редукции (об этом методе
см., например, [14–17]) к весовым неравенствам аналогичного вида на конусах
неотрицательных функций. Последние интенсивно изучаются [18–24] и нашли
различные применения [25–27]. В частности, результаты из [20] существенно
использовались в [13]. Однако для характеризации неравенства (1) с двухядер-
ными операторами (2)–(5) потребовалась более сложная техника из [23, 24]. Как
и в [13], основные результаты имеют редукционный вид, т. е. неравенство (1)
для каждого из операторов (2)–(5) сводится к выполнению аналогичных нера-
венств на конусе неотрицательных функций, критерии для которых известны.
В отличие от [13, предложения 1–3] здесь мы не приводим примера точного
выполнения этих критериев, чтобы не загромождать работу техническими де-
талями, но указываем источники, по которым их можно восстановить. Однако
приводим схему и некоторые детали доказательства предельных случаев пара-
метров суммирования, которые не были акцентированы в [13], поскольку, на-
пример, случай q = ∞ так называемых супремальных операторов имеет важные
приложения (см., например, [28] и библиографию там же).

В § 2 получен критерий выполнения неравенства (1) с оператором T , в § 3 —
с оператором S, а в § 4 сформулированы результаты для операторов (3) и (5).

Всюду в работе произведения вида 0 ·∞ полагаются равными 0. Соотноше-
ние A . B означает A ≤ cB с константой c, зависящей только от p, q и r; A ≈ B
равносильно A . B . A. Z обозначает множество всех целых чисел, χE —
характеристическую функцию (индикатор) множества E ⊂ (0,∞). Используем
значки := и =: для определения новых величин. Если 1 ≤ p ≤ ∞, то p′ := p

p−1
при 1 < p <∞, p′ := ∞ при p = 1 и p′ := 1 при p = ∞.

§ 2. Оператор T

Положим

V (t) :=
t∫

0

v, U(t) :=
t∫

0

u, W (t) :=
∞∫
t

w, 0 < t <∞.

Будем считать для простоты, что 0 <
x∫
0
ρ <∞, 0 <

∞∫
x
w <∞ при любом x > 0 и
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∞∫
0
ρ = ∞,

∞∫
0
w = ∞. Определим последовательность {an} ⊂ (0;∞) из уравнений

an∫
0

ρ = 2n, n ∈ Z. (7)

Пусть функции σ : [0;∞) → [0;∞) и σ−1 : [0;∞) → [0;∞) задаются формулами
(здесь inf ∅ = ∞)

σ(x) := inf

y > 0 :

y∫
0

ρ ≥ 2
x∫

0

ρ

, σ−1(x) := inf

y > 0 :

y∫
0

ρ ≥ 1
2

x∫
0

ρ

, x ≥ 0.

(8)

Тогда σ и σ−1 — возрастающие функции, причем
σ(x)∫
0

ρ = 2
x∫
0
ρ,

σ−1(x)∫
0

ρ = 1
2

x∫
0
ρ.

В частности, σ(an) = an+1, an = σ−1(an+1).
Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈ M+ положим

Tth(x) := χ[t,∞)(x)

 x∫
0

k2(x, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

p

, (9)

T[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 x∫
σ−1(c)

k2(x, s)u(s)

 d∫
s

h

 1
p

ds

p

, (10)

‖Tt‖Lpv→Lqw := sup
0 6=h∈M+

( ∞∫
0

[Tth]qw
) 1

q

( ∞∫
0

[h]pv
) 1

p

(11)

и аналогично для ‖T[c,d]‖Lpv→Lqw .

Теорема 1. Пусть 0 < q < ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞. Тогда для
наилучшей константы CT в неравенстве ∞∫

0

[Tf(x)]rρ(x) dx

 1
r

≤ CT

 ∞∫
0

[f(x)]pv(x) dx

 1
p

, f ∈ M↓, (12)

выполняется оценка
CT ≈ A1 +A2 +A3 +A4 +B,

где A1, A2, A3, A4 — наилучшие константы в следующих неравенствах: ∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)k2(y, x)qw(y) dy

 r
q
 x∫

0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
1

∞∫
0

hV,

(13) ∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y) dy

 r
q
 x∫

0

k2(x, s)

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
2

∞∫
0

hV,

(14)
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0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s) ds

q ∞∫
y

h


q
p

dy

 r
q

dx


p
r

≤ Ap
3

∞∫
0

hV,

(15) ∞∫
0

ρ(x)k1(σ2(x), x)
r
q

 ∞∫
σ2(x)

w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p
q

dy

 r
q

dx


p
r

≤ Ap
4

∞∫
0

hV

(16)
при h ∈ M+, а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

(
t∫
0
ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1
V→L

q
p
k1(·,t)w(·)

, p ≤ r,

( ∞∫
0
ρ(x)

[(
x∫
0
ρ

)
‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖

L1
V→L

q
p

k1(·,σ−1(x))w(·)

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r −
1
p .

Доказательство. Замена fp → f в неравенстве (12) приведет к неравен-
ству ∞∫

0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)

 y∫
0

k2(y, s)f
1
p (s)u(s) ds

q

dy

 r
q

dx


p
r

≤ Cp
T

∞∫
0

fv.

Используя предложение 2.1 из [17] и теорему о монотонной сходимости, получим
эквивалентное неравенство ∞∫

0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

q

dy

 r
q

dx


p
r

≤ Cp
T

∞∫
0

hV

(17)
при h ∈ M+.

Оценка сверху. В дальнейшем будем пользоваться известным соотноше-
нием (см., например, [8, предложение 2.1])∑

n∈Z
2n
(∑
i≥n

ai
)s
≈
∑
n∈Z

2nasn, (18)

верным для любых последовательностей неотрицательных чисел и любого s > 0.
Обозначим

Tph(y) :=

 y∫
0

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

p

.

Имеем

J :=
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

dx

�
∑
n

2n

 ∞∫
an

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q
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≈
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

+
∑
n

2n

 ∞∫
an+2

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

=: J1 + J2,

J1 ≈
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 an−1∫
0

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

q

dy

 r
q

+
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 y∫
an−1

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

q

dy

 r
q

=: J1,1+J1,2.

Далее, учитывая, что k2(y, s) ≈ k2(y, x) + k2(x, s) при s ≤ x ≤ y, имеем

J1,1≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dx

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 an−1∫
0

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

q

dy

 r
q

≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dx

 an+2∫
an

k1(y, an)kq2(y, x)w(y)

 an−1∫
0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

q

dy

 r
q

+
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dx

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 an−1∫
0

k2(x, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

q

dy

 r
q

�
∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)kq2(y, x)w(y) dy

 r
q
 x∫

0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx

+
∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y) dy

 r
q
 x∫

0

k2(x, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

r

dx

�
(
Ar

1 +Ar
2
)
‖h‖

r
p

L1
V
. (19)

Запишем

J1,2 ≈
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 y∫
an−1

k2(y, s)u(s)

 an+2∫
s

h

 1
p

ds

q

dy

 r
q

+
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 y∫
an−1

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
an+2

h

 1
p

ds

q

dy

 r
q

=: J1,2,1 + J1,2,2.
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Имеем

J1,2,2 ≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 y∫
an−1

k2(y, s)u(s) ds

q ∞∫
an+2

h


q
p

dy

 r
q

≤
∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s) ds

q ∞∫
y

h


q
p

dy

 r
q

dx ≤ Ar
3‖h‖

r
p

L1
V
.

(20)

Далее, используя обозначения (9) и (10), запишем

J1,2,1 =
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)(T[an,an+2]h(y))
q
p dy


p
q
 r

p

≤
∑
n

2n‖T[an,an+2]‖
r
p

L1
V [an−1,an+2]→L

q
p
k1(·,an)w(·)[an,an+2]

 an+2∫
an−1

hV

 r
p

.

При p ≤ r, применяя неравенство Йенсена, получим

J1,2,1 ≤ sup
n

 an−1∫
0

ρ

‖T[an,an+2]‖
r
p

L1
V→L

q
p
k1(·,an)w(·)

 ∞∫
0

hV

 r
p

≤ sup
t>0

 t∫
0

ρ

‖Tt‖
r
p

L1
V→L

q
p
k1(·,t)w(·)

 ∞∫
0

hV

 r
p

.

Следовательно,

J
p
r
1,2,1 ≤ Bp

∞∫
0

hV. (21)

При r < p, учитывая неравенство Гëльдера
( 1
s = 1

r −
1
p

)
, имеем

J1,2,1 ≤
(∑

n

2
ns
r ‖T[an,an+2]‖

s
p

L1
V→L

q
p
k1(·,an)w(·)

) r
s

 ∞∫
0

hV

 r
p

,

так как∑
n

2
ns
r ‖T[an,an+2]‖

s
p

L1
V→L

q
p
k1(·,an)w(·)

≈
∑
n

 an+1∫
an

ρ

 an∫
0

ρ

 s
p

‖T[σ−1(an+1),σ2(an)]‖
s
p

L1
V→L

q
p

k1(·,σ−1(an+1))w(·)

≤
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖
L1
V→L

q
p

k1(·,σ−1(x))w(·)

 s
p

dx

=
∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖
L1
V→L

q
p

k1(·,σ−1(x))w(·)

 s
p

dx = Bs.
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Поэтому

J
p
r
1,2,1 ≤ Bp

∞∫
0

hV. (22)

Рассмотрим

J2 =
∑
n

2n

 ∞∫
an+2

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

=
∑
n

2n

∑
i≥n

ai+3∫
ai+2

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≈
∑
n

2n

∑
i≥n

ai+3∫
ai+2

k1(y, ai+1)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

+
∑
n

2n

∑
i≥n

ai+3∫
ai+2

k1(ai+1, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

=: J2,1 + J2,2.

Применяя соотношение (18), получим

J2,1 ≤
∑
n

2n

 an+3∫
an+1

k1(y, an+1)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≈ J1

≤
(
Ar

1 +Ar
2 +Ar

3 +Br
)
‖h‖

r
p

L1
V
. (23)

Для оценки J2,2, используя неравенство (см. [17, лемма 3.1])

k1(ai+1, an) �

(
i∑

j=n

k1(aj+1, aj)α
) 1

α

, α ∈ (0, 1), (24)

и неравенство Минковского, получим

J2,2 =
∑
n

2n

∑
i≥n

k1(ai+1, an)

ai+3∫
ai+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

�
∑
n

2n

∑
i≥n

(
i∑

j=n

k1(aj+1, aj)α
) 1

α
ai+3∫

ai+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≤
∑
n

2n

∑
j≥n

k1(aj+1, aj)α

∑
i≥j

ai+3∫
ai+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

α r
αq

=
∑
n

2n

∑
j≥n

k1(aj+1, aj)α

 ∞∫
aj+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

α r
αq

(18)
≈
∑
n

2n

k1(an+1, an)

 ∞∫
an+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q
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≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)k1(an+1, an)
r
q

 ∞∫
an+2

w(y)(Tph(y)
q
p dy)

 r
q

dx

≤
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)k1(σ2(x), x)
r
q

 ∞∫
σ2(x)

w(y)(Tph(y)
q
p dy)

 r
q

dx

=
∞∫
0

ρ(x)k1(σ2(x), x)
r
q

 ∞∫
σ2(x)

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

dx ≤ Ar
4‖h‖

r
p

L1
V
. (25)

Из (19)–(25) следует, что оценка сверху CT � A1 +A2 +A3 +A4 +B доказана.

Оценка снизу. В неравенстве (17) сузим области интегрирования:
(1) [0, y] → [0, x] и получим CT ≥ A1+A2 (учитывая, что k2(y, s) ≈ k2(x, s)+

k2(y, x) при 0 < s ≤ x ≤ y);
(2) [s,∞) → [y,∞) и получим CT ≥ A3;
(3) [x,∞) → [σ2(x),∞) и получим CT ≥ A4 (учитывая, что k1(y, x) &

k1(σ2(x), x) при x < σ2(x) ≤ y).
Из неравенства (17) при h ∈ M+ вытекает, что t∫
0

ρ


p
r
 ∞∫

t

k1(y, t)w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

q

dy


p
q

≤ Cp
T

∞∫
σ−1(t)

hV,

поэтому CT � B и теорема доказана при p ≤ r.
Осталось получить доказательство оценки снизу для B при r < p. Имеем

Bs =
∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖
L1
V→L

q
p

k1(·,σ−1(x))w(·)

 s
p

dx

=
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖
L1
V→L

q
p

k1(·,σ−1(x))w(·)

 s
p

dx

≤
∑
n

an+1∫
an

ρ(x) dx

 an+1∫
0

ρ

 s
p

‖T[σ−1(an),σ2(an+1)]‖
s
p

L1
V→L

q
p

k1(·,σ−1(an))w(·)

≈
∑
n

2
ns
r ‖T[an−1,an+3]‖

s
p

L1
V→L

q
p
k1(·,an−1)w(·)

.

Отсюда
Bs �

∑
n

2
ns
r ‖T[an−1,an+3]‖

s
p

L1
V→L

q
p
k1(·,an−1)w(·)

=: Bs.

Пусть θ ∈ (0, 1) — произвольное фиксированное число, тогда для любого
n ∈ Z существует функция hn ∈ L1

V [an−2, an+3] такая, что ‖hn‖L1
V [an−2,an+3] = 1

и
‖T[an−1,an+3]hn‖

L
q
p
k1(·,an−1)w(·)

≥ θ‖T[an−1,an+3]‖
L1
V→L

q
p
k1(·,an−1)w(·)

.

Положим
gn := 2

ns
r ‖T[an−1,an+3]‖

s
p

L1
V→L

q
p
k1(·,an−1)w(·)

hn, g :=
∑

gn,
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Tn := ‖T[an−1,an+3]‖
L1
V→L

q
p
k1(·,an−1)w(·)

.

Тогда

‖g‖L1
V
�
∑
n

an+3∫
an−2

gnV =
∑
n

2
ns
r T

s
p
n = Bs.

С другой стороны,

D :=
∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)(Tpg(y))
q
p

 r
q

dx

�
∑
n

an−1∫
an−2

ρ(x) dx

 an+3∫
an−1

k1(y, an−1)w(y)(Tpg(y))
q
p


p
q
 r

p

�
∑
n

2n

 an+3∫
an−1

k1(y, an−1)w(y)

 y∫
an−2

k2(y, s)u(s)

 an+3∫
s

gn

 1
p

ds

p
q
p

dy


p
q
 r

p

=
∑
n

2n

 an+3∫
an−1

k1(y, an−1)w(y)(T[an−1,an+3]gn)
q
p dy


p
q
 r

p

=
∑
n

2n2
ns
p T

sr
p2
n ‖T[an−1,an+3]hn‖

r
p

L
q
p
k1(·,an−1)w(·)

≥ θ
r
p

∑
n

2
ns
r T

s
p
n = θ

r
pB

s.

Из неравенства (17) имеем BsCp
T � Cp

T ‖g‖L1
V

(17)
≥ D

p
r � θB

sp
r . Следовательно,

CT � θ
1
pB ≥ θ

1
pB. Отсюда в силу произвольности θ ∈ (0, 1) получаем, что

CT � B. �

Для предельных значений параметров имеет место следующее

Замечание 1. (1) При q = ∞
CT ≈ A1 +A2 +A3 +A4 +B,

где A1, A2, A3, A4 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

ρ(x)[ess sup
y≥x

k1(y, x)k2(y, x)w(y)]r

 x∫
0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
1

∞∫
0

hV,

(26) ∞∫
0

ρ(x)[ess sup
y≥x

k1(y, x)w(y)]r

 x∫
0

k2(x, s)

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
2

∞∫
0

hV,

(27) ∞∫
0

ρ(x)

 ess sup
y≥x

k1(y, x)w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s) ds

 ∞∫
y

h

 1
p
r dx


p
r

≤ Ap
3

∞∫
0

hV,

(28)
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0

ρ(x)k1(σ2(x), x)r

 ess sup
y≥σ2(x)

w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

rdx


p
r

≤ Ap
4

∞∫
0

hV

(29)
при h ∈ M+, а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

(
t∫
0
ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1
V→L∞

k1(·,t)w(·)
, p ≤ r,( ∞∫

0
ρ(x)

[(
x∫
0
ρ

)
‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖L1

V→L∞
k1(·,σ−1(x))w(·)

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

(2) При p = ∞ или r = ∞ имеем

CT =
∥∥∥∥T(1

v

)∥∥∥∥
Lrρ

, p = ∞,

CT ≈ sup
t>0

R(t)‖Tt‖
1
p

L1
V→L

q
p
w

, r = ∞,

где R(t) := ess sup
0<z<t

ρ(z).

Доказательство. (1) При q = ∞ имеем

J :=
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)[ess sup
y≥x

k1(y, x)w(y)(Tph(y))
1
p ]r dx

�
∑
n

2n[ ess sup
y∈[an,an+2)

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
1
p ]r

+
∑
n

2n[ ess sup
y∈[an+2,∞)

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
1
p ]r =: J1 + J2.

Аналогично теореме 1 доказывается неравенство

J1 �
(
Ar

1 +Ar
2 +Ar

3 +Br
)
‖h‖

r
p

L1
V
. (30)

Для оценки J2 вместо (18) воспользуемся соотношением∑
n∈Z

2n(sup
i≥n

ai)s ≈
∑
n∈Z

2nasn. (31)

Имеем
J2 =

∑
n

2n[ ess sup
y∈[an+2,∞)

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
1
p ]r

=
∑
n

2n[sup
i≥n

ess sup
y∈[ai+2,ai+3)

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
1
p ]r

≈
∑
n

2n[sup
i≥n

ess sup
y∈[ai+2,ai+3)

k1(y, ai+1)w(y)(Tph(y))
1
p ]r

+
∑
n

2n[sup
i≥n

ess sup
y∈[ai+2,ai+3)

k1(ai+1, an)w(y)(Tph(y))
1
p ]r =: J2,1 + J2,2.

Применяя соотношение (31) аналогично теореме 1, получим

J2,1 ≤
(
Ar

1 +Ar
2 +Ar

3 +Br
)
‖h‖

r
p

L1
V
. (32)

Для оценки J2,2 воспользуемся неравенством Минковского и неравенством (24):

J2,2 =
∑
n

2n[sup
i≥n

ess sup
y∈[ai+2,ai+3)

k1(ai+1, an)w(y)(Tph(y))
1
p ]r
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�
∑
n

2n
[

sup
i≥n

(
i∑

j=n

k1(aj+1, aj)α
) 1

α

ess sup
y∈[ai+2,ai+3)

k1(ai+1, an)w(y)(Tph(y))
1
p

]r

≤
∑
n

2n
[∑
j≥n

k1(aj+1, aj)α(sup
i≥j

ess sup
y∈[ai+2,ai+3)

w(y)(Tph(y))
1
p )α
] r
α

=
∑
n

2n
[∑
j≥n

k1(aj+1, aj) ess sup
y≥aj+2

w(y)(Tph(y))
1
p

]r
(18)
≈
∑
n

2nk1(an+1, an)r[ess sup
y≥an+2

w(y)(Tph(y))
1
p ]r

≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dxk1(an+1, an)r[ess sup
y≥an+2

w(y)(Tph(y))
1
p ]r

≤
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)k1(σ2(x), x)r[ess sup
y≥σ2(x)

w(y)(Tph(y))
1
p ]rdx

=
∞∫
0

ρ(x)k1(σ2(x), x)r[ess sup
y≥σ2(x)

w(y)(Tph(y))
1
p ]rdx ≤ Ar

4‖h‖
r
p

L1
V
. (33)

Из (30)–(33) следует оценка сверху CT � A1 +A2 +A3 +A4 +B. Оценка снизу
доказывается аналогично теореме 1. �

Замечание 2. Точные двусторонние оценки наилучших констант в нера-
венствах (13)–(15), (26)–(28) и констант B явными интегральными функциона-
лами находятся с помощью редукционных теорем из [20–22] и критериев ограни-
ченности интегральных операторов типа Харди [1, 29–31]. Однако неравенства
(16) и (29) содержат в левой части дополнительную итерацию, поэтому мы при-
водим редукционную теорему для этого случая (см. ниже лемму 1).

Пусть λ, µ, ν, η ∈ M+ и ядро k(x, y) удовлетворяет условию Ойнарова (6), а
последовательность an и функция σ(x) заданы по формулам (7) и (8) c λ вместо
ρ. Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t, q <∞, h ∈ M+ положим

Tth(x) := χ[t,∞)(x)

 x∫
0

k(x, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds

 1
q

, (34)

T[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 x∫
σ−1(c)

k(x, s)ν(s)

 d∫
s

h

q

ds

 1
q

. (35)

Имеет место

Лемма 1. Пусть 0 < p, q, r < ∞. Тогда для наилучшей константы C в
неравенстве ∞∫

0

λ(x)

 ∞∫
x

µ(y)

 y∫
0

k(y, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds

 r
q

dy


p
r

dx

 1
p

≤ C

∞∫
0

hη, h ∈ M+,

(36)
выполняется оценка

C ≈ G1 +G2 +G3 +G,
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где G1, G2, G3 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

λ(x)

 ∞∫
x

µ(y)[k(y, x)]
r
q dy


p
r
 x∫

0

ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds


p
q

dx

 1
p

≤ G1

∞∫
0

hη,

 ∞∫
0

λ(x)

 ∞∫
x

µ


p
r
 x∫

0

k(x, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds


p
q

dx

 1
p

≤ G2

∞∫
0

hη,

 ∞∫
0

λ(x)

 ∞∫
x

µ(y)

 y∫
0

k(y, s)ν(s) ds

 r
q
 ∞∫

y

h

r

dy


p
r

dx

 1
p

≤ G3

∞∫
0

hη

при h ∈ M+, а константа G имеет вид

G :=


sup
t>0

(
t∫
0
λ

) 1
p

‖Tt‖L1
η→Lrµ

, p ≥ 1,

( ∞∫
0
λ(x)

[(
x∫
0
λ

)
‖T[σ−1(x),σ(x)]‖L1

η→Lrµ

] p
1−p

dx

) 1−p
p

, 0 < p < 1.

Доказательство. Оценка сверху. Имеем

Jp :=
∞∫
0

λ(x)

 ∞∫
x

µ(y)

 y∫
0

k(y, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds

 r
q

dy


p
r

dx

≈
∑
n

2n

 an+1∫
an

µ(y)

 y∫
0

k(y, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds

 r
q

dy


p
r

≈
∑
n

2n

 an+1∫
an

µ(y)

 y∫
an−1

k(y, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds

 r
q

dy


p
r

+
∑
n

2n

 an+1∫
an

µ(y)

 an−1∫
0

k(y, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds

 r
q

dy


p
r

=: Jp1 + Jp2 .

Оценка J2:

Jp2 ≈
∑
n

an∫
an−1

λ(x) dx

 an+1∫
an

µ(y)

 an−1∫
0

k(y, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds

 r
q

dy


p
r

.

Учитывая, что k(y, s) ≈ k(y, x) + k(x, s) при s ≤ an−1 ≤ x ≤ an ≤ y, получим

Jp2 ≈
∑
n

an∫
an−1

λ(x)

 an+1∫
an

µ(y)[k(y, x)]
r
q dy


p
r

dx

 an−1∫
0

ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds


p
q

+
∑
n

an∫
an−1

λ(x)

 an−1∫
0

k(x, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds


p
q

dx

 an+1∫
an

µ


p
r
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�
∑
n

an∫
an−1

λ(x)

 ∞∫
x

µ(y)[k(y, x)]
r
q dy


p
r
 x∫

0

ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds


p
q

dx

+
∑
n

an∫
an−1

λ(x)

 ∞∫
x

µ


p
r
 x∫

0

k(x, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds


p
q

dx

=
∞∫
0

λ(x)

 ∞∫
x

µ(y)[k(y, x)]
r
q dy


p
r
 x∫

0

ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds


p
q

dx

+
∞∫
0

λ(x)

 ∞∫
x

µ


p
r
 x∫

0

k(x, s)ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds


p
q

dx ≤
(
Gp

1 +Gp
2
) ∞∫

0

hη

p

.

Оценка J1:

Jp1 ≈
∑
n

2n

 an+1∫
an

µ(y)

 y∫
an−1

k(y, s)ν(s) ds

 r
q

dy


p
r
 ∞∫
an+1

h

p

+
∑
n

2n

 an+1∫
an

µ(y)

 y∫
an−1

k(y, s)ν(s)

 an+1∫
s

h

q

ds

 r
q

dy


p
r

=: Jp1,1 + Jp1,2.

Оценка J1,1:

Jp1,1 ≈
∑
n

an∫
an−1

λ(x) dx

 an+1∫
an

µ(y)

 y∫
an−1

k(y, s)ν(s) ds

 r
q

dy


p
r
 ∞∫
an+1

h

p

�
∞∫
0

λ(x)

 ∞∫
x

µ(y)

 y∫
0

k(y, s)ν(s) ds

 r
q
 ∞∫

y

h

r

dy


p
r

≤ Gp
3

 ∞∫
0

hη

p

.

Оценка J1,2. Используя обозначения (34) и (35), запишем

Jp1,2 =
∑
n

2n

 an+1∫
an

µ(y)[T[an,an+1]h(y)]rdy


p
r

≤
∑
n

2n‖T[an,an+1]‖
p
L1
η→Lrµ

 an+1∫
an−1

hη

p

.

При p ≥ 1, применяя неравенство Йенсена, имеем

Jp1,2 � sup
n

 an∫
0

λ

‖T[an,an+1]‖
p
L1
η→Lrµ

 ∞∫
0

hη

p

� Gp

 ∞∫
0

hη

p

.

При 0 < p < 1, учитывая неравенство Гёльдера, получим

Jp1,2 �

∑
n

 an+1∫
an

λ(x) dx

 1
1−p

‖T[an,an+1]‖
p

1−p
L1
η→Lrµ

1−p ∞∫
0

hη

p

� Gp

 ∞∫
0

hη

p

.

Следовательно, оценка сверху C � G1 + G2 + G3 + G доказана. Для оценки
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снизу достаточно повторить соответствующее рассуждение из доказательства
теоремы 1. �

Аналогично редуцируется неравенство (29).

§ 3. Основные результаты для оператора S

Пусть

ũ :=
u

V
2
p

, Ũ(t) :=
∞∫
t

ũ, 0 < t <∞.

Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈ M+ положим

Tth(x) := χ[t,∞)(x)

 ∞∫
x

k2(s, x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

p

, (37)

T[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 σ(d)∫
x

k2(s, x)

 s∫
c

hV

 1
p

ũ(s) ds

p

, (38)

‖Tt‖Lpv→Lqw := sup
0 6=h∈M+

( ∞∫
0

[Tth]qw
) 1

q

( ∞∫
0

[h]pv
) 1

p

(39)

и аналогично для ‖T[c,d]‖Lpv→Lqw .

Теорема 2. Пусть 0 < q < ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞. Тогда для
наилучшей константы CS в неравенстве ∞∫

0

[Sf(x)]rρ(x) dx

 1
r

≤ CS

 ∞∫
0

[f(x)]pv(x) dx

 1
p

, f ∈ M↓, (40)

выполняется оценка
CS ≈ A1 + A2 + A3 + A4 + B,

где A1, A2, A3, A4 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

ρ(x)

 σ3(x)∫
x

k1(y, x)k2(σ3(x), x)qw(y) dy

 r
q

×

 ∞∫
σ3(x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
1

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)

 σ3(x)∫
x

k1(y, x)w(y) dy

 r
q
 ∞∫
σ3(x)

k2(s, σ3(x))

×

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
2

∞∫
0

h,
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0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s) ds

q

×

 y∫
0

hV


q
p

dy

 r
q

dx


p
r

≤ Ap
3

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)k1(σ2(x), x)
r
q

 ∞∫
σ2(x)

w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s)

×

 s∫
0

hV

 1
p
q

dy

 r
q

dx


p
r

≤ Ap
4

∞∫
0

h

при h ∈ M+, а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

(
t∫
0
ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1→L
q
p
k1(·,t)w(·)

, p ≤ r,

( ∞∫
0
ρ(x)

[(
x∫
0
ρ

)
‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖

L1→L
q
p

k1(·,σ−1(x))w(·)

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

Доказательство. В отличие от теоремы 1 здесь применим теорему 3.2 из
[17], тогда неравенство (40) при h ∈ M+ эквивалентно неравенству ∞∫

0

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

q

w(y) dy

 r
q

ρ(x) dx


p
r

≤ Cp
S

∞∫
0

h. (41)

Оценка сверху. Обозначим

Tph(y) :=

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s)

 s∫
0

hV

 1
p

ds

p

.

Имеем

I :=
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

dx

�
∑
n

2n

 ∞∫
an

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≈
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

+
∑
n

2n

 ∞∫
an+2

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

=: I1 + I2,
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I1 ≈
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 an+3∫
y

k2(s, y)ũ(s)

 s∫
0

hV

 1
p

ds

q

dy

 r
q

+
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 ∞∫
an+3

k2(s, y)ũ(s)

 s∫
0

hV

 1
p

ds

q

dy

 r
q

=: I1,1+I1,2.

Учитывая, что k2(s, y) ≈ k2(σ3(x), y) + k2(s, σ3(x)) при x ≤ y ≤ σ3(x) ≤ s,
получим

I1,2≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dx

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 ∞∫
an+3

k2(s, y)ũ(s)

 s∫
0

hV

 1
p

ds

q

dy

 r
q

≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dx

 an+2∫
an

k1(y, an)kq2(σ
3(x), y)w(y)

 ∞∫
an+3

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

q

dy

 r
q

+
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dx

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 ∞∫
an+3

k2(s, σ3(x))ũ(s)

 s∫
0

hV

 1
p

ds

q

dy

 r
q

�
∞∫
0

ρ(x)

 σ3(x)∫
x

k1(y, x)kq2(σ
3(x), y)w(y) dy

 r
q
 ∞∫
σ3(x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx

+
∞∫
0

ρ(x)

 σ3(x)∫
x

k1(y, x)w(y) dy

 r
q
 ∞∫
σ3(x)

k2(s, σ3(x))ũ(s)

 s∫
0

hV

 1
p

ds

r

dx

�
(
Ar

1 + Ar
2
)
‖h‖

r
p

L1 . (42)

Запишем

I1,1 ≈
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 an+3∫
y

k2(s, y)ũ(s)

 an∫
0

hV

 1
p

ds

q

dy

 r
q

+
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 an+3∫
y

k2(s, y)ũ(s)

 s∫
an

hV

 1
p

ds

q

dy

 r
q

=: I1,1,1 + I1,1,2.

Имеем

I1,1,1≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)

 an+3∫
y

k2(s, y)u(s) ds

q an∫
0

hV


q
p

dy

 r
q

≤
∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

k1(y, x)w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s) ds

q y∫
0

hV


q
p

dy

 r
q

dx ≤ Ar
3‖h‖

r
p

L1 .
(43)
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Далее, с учетом обозначений (37) и (38)

I1,1,2 =
∑
n

2n

 an+2∫
an

k1(y, an)w(y)(T[an,an+2]h(y))
q
p dy


p
q
 r

p

≤
∑
n

2n‖T[an,an+2]‖
r
p

L1[an,an+3]→L
q
p
k1(·,an)w(·)[an,an+2]

 an+3∫
an

h

 r
p

.

При p ≤ r, применяя неравенство Йенсена, получим

I1,1,2 ≤ sup
n

2n‖T[an,an+2]‖
r
p

L1→L
q
p
k1(·,an)w(·)

 ∞∫
0

h

 r
p

≤ sup
t>0

 t∫
0

ρ

‖Tt‖ rp
L1→L

q
p
k1(·,t)w(·)

 ∞∫
0

h

 r
p

.

Следовательно,

I
p
r
1,1,2 ≤ Bp

∞∫
0

h. (44)

При r < p, учитывая неравенство Гëльдера
( 1
s = 1

r −
1
p

)
, имеем

I1,1,2 ≤
(∑

n

2
ns
r ‖T[an,an+2]‖

s
p

L1→L
q
p
k1(·,an)w(·)

) r
s

 ∞∫
0

h

 r
p

.

Так как∑
n

2
ns
r ‖T[an,an+2]‖

s
p

L1→L
q
p
k1(·,an)w(·)

≈
∑
n

 an+1∫
an

ρ

 an∫
0

ρ

 s
p

‖T[σ−1(an+1),σ2(an)]‖
s
p

L1→L
q
p

k1(·,σ−1(an+1))w(·)

≤
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖
L1→L

q
p

k1(·,σ−1(x))w(·)

 s
p

dx

=
∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖
L1→L

q
p

k1(·,σ−1(x))w(·)

 s
p

dx = Bs,

то

I
p
r
1,1,2 ≤ Bp

∞∫
0

h. (45)

Рассмотрим

I2 =
∑
n

2n

 ∞∫
an+2

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q
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=
∑
n

2n

∑
i≥n

ai+3∫
ai+2

k1(y, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≈
∑
n

2n

∑
i≥n

ai+3∫
ai+2

k1(y, ai+1)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

+
∑
n

2n

∑
i≥n

ai+2∫
ai+1

k1(ai+1, an)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

=: I2,1 + I2,2.

Применяя (18), получим

I2,1 ≤
∑
n

2n

 an+3∫
an+1

k1(y, an+1)w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≈ I1

≤
(
Ar

1 + Ar
2 + Ar

3 + Br
)
‖h‖

r
p

L1 . (46)
Для оценки I2,2, используя неравенство (24) и неравенство Минковского, полу-
чим

I2,2 =
∑
n

2n

∑
i≥n

k1(ai+1, an)

ai+3∫
ai+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

�
∑
n

2n

∑
i≥n

(
i∑

j=n

k1(aj+1, aj)α
) 1

α
ai+3∫

ai+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≤
∑
n

2n

∑
j≥n

k1(aj+1, aj)α

∑
i≥j

ai+3∫
ai+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

α r
αq

=
∑
n

2n

∑
j≥n

k1(aj+1, aj)α

 ∞∫
aj+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

α r
αq

(18)
≈
∑
n

2n

k1(an+1, an)

 ∞∫
an+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)k1(an+1, an)
r
q

 ∞∫
an+2

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≤
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)k1(σ2(x), x)
r
q

 ∞∫
σ2(x)

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

=
∞∫
0

ρ(x)k1(σ2(x), x)
r
q

 ∞∫
σ2(x)

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≤ Ar
4‖h‖

r
p

L1 . (47)

Из (42)–(47) следует, что оценка сверху CS � A1 + A2 + A3 + A4 + B доказана.
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Оценка снизу. В неравенстве (41) сузим области интегрирования:
(1) [x,∞) → [x, σ3(x)], [y,∞) → [σ3(x),∞) и получим CS ≥ A1 + A2 (учиты-

вая, что k2(s, y) ≈ k2(σ3(x), y) + k2(s, σ3(x)) при x ≤ y ≤ σ3(x) ≤ s);
(2) [0, s] → [0, y] и получим CS ≥ A3;
(3) [x,∞) → [σ2(x),∞) и получим CS ≥ A4 (учитывая k1(y, x) & k1(σ2(x), x)

при x < σ2(x) ≤ y).
Аналогично теореме 1 доказывается CS ≥ B. �

Для предельных значений параметров имеем

Замечание 3. (1) При q = ∞
CS ≈ A1 + A2 + A3 + A4 + B,

где A1, A2, A3, A4 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

ρ(x)[ ess sup
x<y<σ3(x)

k1(y, x)k2(σ3(x), x)w(y)]r

×

 ∞∫
σ3(x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
1

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)[ ess sup
x<y<σ3(x)

k1(y, x)w(y)]r

 ∞∫
σ3(x)

k2(s, σ3(x))

×

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
2

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)

 ess sup
y≥x

k1(y, x)w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s) ds



×

 y∫
0

hV

 1
p
rdx


p
r

≤ Ap
3

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)k1(σ2(x), x)r

 ess sup
y≥σ2(x)

w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s)

×

 s∫
0

hV

 1
p

ds

rdx


p
r

≤ Ap
4

∞∫
0

h (48)

при h ∈ M+, а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

(
t∫
0
ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1→L∞
k1(·,t)w(·)

, p ≤ r,( ∞∫
0
ρ(x)

[(
x∫
0
ρ

)
‖T[σ−1(x),σ2(x)]‖L1→L∞

k1(·,σ−1(x))w(·)

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.
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(2) При p = ∞ и r = ∞ имеем

CS =
∥∥∥∥S(1

v

)∥∥∥∥
Lrρ

, p = ∞, CS ≈ sup
t>0

R(t)‖Tt‖
1
p

L1
V→L

q
p
k1(·,t)w(·)

, r = ∞,

где R(t) := ess sup
0<z<t

ρ(z).

Пусть λ, µ, ν, η ∈ M+, ядро k(x, y) удовлетворяет условию Ойнарова (6), а
последовательность an и функция σ(x) заданы по формулам (7) и (8) c λ вместо
ρ. Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t, q <∞, h ∈ M+ положим

T
∗
t h(x) := χ[t,∞)(x)

 ∞∫
x

k(x, s)ν(s)

 s∫
0

h

q

ds

 1
q

,

T
∗

[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 σ(d)∫
x

k(x, s)ν(s)

 s∫
c

h

q

ds

 1
q

.

Аналогично замечанию 2 приводим ниже лемму, позволяющую редуциро-
вать неравенства с константами A4.

Лемма 2. Пусть 0 < p, q, r < ∞. Тогда для наилучшей константы C∗ в
неравенстве ∞∫

0

λ(x)

 ∞∫
x

µ(y)

 ∞∫
y

k(y, s)ν(s)

 s∫
0

h

q

ds

 r
q

dy


p
r

dx

 1
p

≤ C∗
∞∫
0

hη, h ∈ M+,

выполняется оценка
C∗ ≈ G∗1 +G∗2 +G∗3 +G∗,

где G∗1, G∗2, G∗3 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

λ(x)

 σ2(x)∫
x

µ(y)[k(σ2(x), y)]
r
q dy


p
r
 ∞∫
σ2(x)

ν(s)

 ∞∫
s

h

q

ds


p
q

dx

 1
p

≤ G∗1

∞∫
0

hη,

 ∞∫
0

λ(x)

 σ2(x)∫
x

µ


p
r
 ∞∫
σ2(x)

k(s, σ2(x))ν(s)

 s∫
0

h

q

ds


p
q

dx

 1
p

≤ G∗2

∞∫
0

hη,

 ∞∫
0

λ(x)

 ∞∫
x

µ(y)

 ∞∫
y

k(y, s)ν(s) ds

 r
q
 y∫

0

h

r

dy


p
r

dx

 1
p

≤ G∗3

∞∫
0

hη

при h ∈ M+, а константа G∗ имеет вид

G∗ :=


sup
t>0

(
t∫
0
λ

) 1
p

‖T ∗
t‖L1

η→Lrµ
, p ≥ 1,

( ∞∫
0
λ(x)

[(
x∫
0
λ

)
‖T ∗

[σ−1(x),σ(x)]‖L1
η→Lrµ

] p
1−p

dx

) 1−p
p

, 0 < p < 1.

Аналогично редуцируется неравенство (48).
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§ 4. Основные результаты для операторов T и S

Характеризация неравенства (1) для операторов T и S доказывается ана-
логично, приведем соответствующие результаты.

Будем считать, что 0 <
∞∫
x
ρ < ∞ при любом x > 0 и

∞∫
0
ρ = ∞. Определим

последовательность {bn} ⊂ (0;∞) из уравнений
∞∫

bn

ρ = 2−n, n ∈ Z.

Пусть функции ζ : [0;∞) → [0;∞) и ζ−1 : [0;∞) → [0;∞) задаются формулами
(здесь sup ∅ = 0)

ζ(x) := sup

y > 0 :
∞∫
y

ρ ≥ 1
2

∞∫
x

ρ

, ζ−1(x) := sup

y > 0 :
∞∫
y

ρ ≥ 2
∞∫
x

ρ

.
(49)

Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t, p <∞, h ∈ M+ положим

T̃th(x) := χ(0,t](x)

 ∞∫
x

k2(s, x)ũ(s)

 s∫
0

hV

 1
p

ds

p

, (50)

T̃[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 ζ(d)∫
x

k2(s, x)ũ(s)

 s∫
c

hV

 1
p

ds

p

. (51)

Теорема 3. Пусть 0 < q < ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞. Тогда для
наилучшей константы CT в неравенстве ∞∫

0

[T f(x)]rρ(x) dx

 1
r

≤ CT

 ∞∫
0

[f(x)]pv(x) dx

 1
p

, f ∈ M↓, (52)

выполняется оценка
CT ≈ A1 +A2 +A3 +A4 +B,

где A1, A2, A3, A4 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

k1(x, y)k2(x, y)qw(y) dy

 r
q
 ∞∫

x

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ A p
1

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

k1(x, y)w(y) dy

 r
q
 ∞∫

x

k2(s, x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ A p
2

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

k1(x, y)w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s) ds

q y∫
0

hV


q
p

dy

 r
q

dx


p
r

≤ A p
3

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)k1(x, ζ−2(x))
r
q

 ζ−2(x)∫
0

w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s)

 s∫
0

hV

 1
p
q

dy

 r
q

dx


p
r

≤ A p
4

∞∫
0

h
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при h ∈ M+, а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

( ∞∫
t
ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1→L
q
p
k1(t,·)w(·)

, p ≤ r,

( ∞∫
0
ρ(x)

[( ∞∫
x
ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ2(x)]‖

L1→L
q
p

k1(ζ2(x),·)w(·)

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r −
1
p .

Замечание 4. (1) При q = ∞ имеем
CT ≈ A1 +A2 +A3 +A4 +B,

где A1, A2, A3, A4 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

ρ(x)[ess sup
y∈(0,x)

k1(x, y)k2(x, y)w(y) dy]r

 ∞∫
x

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ A p
1

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)[ess sup
y∈(0,x)

k1(x, y)w(y) dy]r

 ∞∫
x

k2(s, x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ A p
2

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)

ess sup
y∈(0,x)

k1(x, y)w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s) ds

 y∫
0

hV

 1
p

dy

rdx


p
r

≤ A p
3

∞∫
0

h,

 ∞∫
0

ρ(x)k1(x, ζ−2(x))r

 ess sup
y∈(0,ζ−2(x))

w(y)

 ∞∫
y

k2(s, y)ũ(s)

 s∫
0

hV

 1
p
rdx


p
r

≤ A p
4

∞∫
0

h

при h ∈ M+, а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

( ∞∫
t
ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1→L∞
k1(t,·)w(·)

, p ≤ r,( ∞∫
0
ρ(x)

[( ∞∫
x
ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ2(x)]‖L1→L∞

k1(ζ2(x),·)w(·)

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

(2) При p = ∞ и r = ∞ имеем

CT =
∥∥∥∥T (1

v

)∥∥∥∥
Lrρ

, p = ∞, CT ≈ sup
t>0
R(t)‖T̃t‖

1
p

L1
V→L

q
p
k1(t,·)w(·)

, r = ∞,

где R(t) := ess sup
z≥t

ρ(z).

Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈ M+ положим

T̃th(x) := χ(0,t](x)

 x∫
0

k2(x, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

p

, (53)

T̃[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 x∫
ζ−1(c)

k2(x, s)u(s)

 d∫
s

h

 1
p

ds

p

. (54)
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Теорема 4. Пусть 0 < q < ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞. Тогда для
наилучшей константы CS в неравенстве ∞∫

0

[S f(x)]rρ(x) dx

 1
r

≤ CS

 ∞∫
0

[f(x)]pv(x) dx

 1
p

, f ∈ M↓, (55)

выполняется оценка
CS ≈ A1 + A2 + A3 + A4 + B,

где A1, A2, A3, A4 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
ζ−3(x)

k1(x, y)k
q
2(y, ζ

−3(x))w(y) dy

 r
q

×

 ζ−3(x)∫
0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
1

∞∫
0

hV,

 ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
ζ−3(x)

k1(x, y)w(y) dy

 r
q
 ζ−3(x)∫

0

k2(ζ−3(x), s)u(s)

×

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

r

dx


p
r

≤ Ap
2

∞∫
0

hV,

 ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

k1(x, y)w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s) ds

q ∞∫
y

h


q
p

dy

 r
q

dx


p
r

≤ Ap
3

∞∫
0

hV,

 ∞∫
0

ρ(x)k1(x, ζ−2(x))
r
q

 ζ−2(x)∫
0

w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s)

×

 ∞∫
s

h

 1
p
q

dy

 r
q

dx


p
r

≤ Ap
4

∞∫
0

hV

при h ∈ M+, а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

( ∞∫
t
ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1
V→L

q
p
k1(t,·)w(·)

, p ≤ r,( ∞∫
0
ρ(x)

[( ∞∫
x
ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ2(x)]‖

L1
V→L

q
p

k1(ζ2(x),·)w(·)

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r −
1
p .

Замечание 5. (1) При q = ∞ имеем
CS ≈ A1 + A2 + A3 + A4 + B,

где A1, A2, A3, A4 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

ρ(x)[ ess sup
y∈(ζ−3(x),x)

k1(x, y)k2(y, ζ−3(x))w(y)]r

×

 ζ−3(x)∫
0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
1

∞∫
0

hV,
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0

ρ(x)[ ess sup
y∈(ζ−3(x),x)

k1(x, y)w(y)]r

×

 ζ−3(x)∫
0

k2(ζ−3(x), s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

r

dx


p
r

≤ Ap
2

∞∫
0

hV,

 ∞∫
0

ρ(x)

 ess sup
y∈(0,x)

k1(x, y)w(y)

 y∫
0

k2(y, s)u(s) ds

 ∞∫
y

h

 1
p
rdx


p
r

≤ Ap
3

∞∫
0

hV,

 ∞∫
0

ρ(x)k1(x, ζ−2(x))r

 ess sup
y∈(0,ζ−2(x))

w(y)

×

 y∫
0

k2(y, s)u(s)

 ∞∫
s

h

 1
p

ds

rdx


p
r

≤ Ap
4

∞∫
0

hV

при h ∈ M+, а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

( ∞∫
t
ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1
V→L∞

k1(t,·)w(·)
, p ≤ r,( ∞∫

0
ρ(x)

[( ∞∫
x
ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ2(x)]‖L1

V→L∞
k1(ζ2(x),·)w(·)

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

(2) При p = ∞ и r = ∞ имеем

CS =
∥∥∥∥S(1

v

)∥∥∥∥
Lrρ

, p = ∞, CS ≈ sup
t>0
R(t)‖T̃t‖

1
p

L1
V→L

q
p
k1(t,·)w(·)

, r = ∞,

где R(t) := ess sup
z≥t

ρ(z).
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