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3–ЛОКАЛЬНАЯ ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ M(24)

М. Р. Саларьян

Аннотация. Группа M(24) распознается по строению нормализатора 3-централь-
ного элемента. Как следствие, группа M(24) распознается по двум своим 3-локаль-
ным подгруппам.
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1. Введение

Группа M(24) является группой Фишера и характеризуется своей 2-локаль-
ной информацией в [1]. Производная подгруппа этой группы проста и харак-
теризуется своей 3-локальной информацией в [2] и своей 2-локальной инфор-
мацией в [3]. В настоящей работе M(24) распознается по своей 3-локальной
информации. Для формулировки основного результата потребуется

Определение 1.1. Пусть X — конечная группа. Будем говорить, что X
подобна 3-нормализатору в M(24), если

i) O3(X) — экстраспециальная группа порядка 311 и периода 3,
ii) X/O3(X) ∼= 2× U5(2) : 2 и CX(O3(X)) = Z(O3(X)),
iii) если h— инволюция и hO3(X) ∈ Z(X/O3(X)), то h централизует Z(O3(X)).

В настоящей работе доказывается

Теорема 1.2. Пусть G — конечная группа и τ ∈ G — элемент порядка
3. Положим H1 = NG(〈τ〉) и допустим, что H1 подобна 3-нормализатору в
M(24). Пусть U ≤ O2(H1) — элементарная абелева группа порядка 16 такая, что
NO2(H1)(U)O3(H1)/O3(H1) является расширением специальной группы порядка
28 посредством 3×A5. Пусть A— подгруппа порядка 4 в U и никакая инволюция
из A не является 2-центральной инволюцией в H1. Тогда

(i) Существует единственная подгруппа B ≤ 〈r, U〉 порядка 8, содержащая
A такая, что CH1(B) = CH1(A), где r ∈ H1 — инволюция такая, что rO3(H1) ∈
Z(H1/O3(H1)).

(ii) Пусть B из (i). Если 〈τ〉 не слабо замкнута в CH1(B) по отношению к
CG(B), то G изоморфна M(24).

Все рассматриваемые в настоящей работе группы конечны. Будем исполь-
зовать обозначения из [1] для групп Фишера и обозначения атласа из [4] для
расширений групп и других простых групп, за исключением симплектических.
Вместо обозначения Sn(q) из [4] будем использовать обозначение PSpn(q). В
остальном используются обозначения из [5]. Для конечной группыG через O(G)
обозначаем наибольшую нормальную подгруппу G нечетного порядка. Пусть p
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простое, p-элемент x группы G называется p-центральным, если CG(x) содер-
жит силовскую p-подгруппу G; если CG(x) не содержит силовской p-подгруппы
G, то будем говорить, что x является не p-центральным. Для p-группы P че-
рез J(P ) обозначаем подгруппу Томпсона P . Обозначим через p1+2n и pm+2n

(m ≥ 2) экстраспециальную группу порядка p1+2n и специальную группу по-
рядка pm+2n с центром порядка pm соответственно. Пусть V — векторное про-
странство и P (V ) — множество 1-мерных подпространств V . Будем говорить,
что H имеет вид A.B.C. . . . .Z, если H имеет нормальный ряд с факторами
вида A,B,C, . . . , Z. Пусть T ≤ T1 ≤ H — группы, тогда T называется слабо
замкнутой в T1 по отношению к H, если из условия Th ≤ T1 для h ∈ G следует,
что h ∈ NH(T ).

Теорема 1.2 может найти применение в текущем проекте Майерфранкен-
фельда, Штельмахера и Штрота по классификации групп локальной характе-
ристики p (см. [6, 7]).

Статья организована следующим образом: с учетом обозначений теоре-
мы 1.2 в разд. 2 выбирается подходящая инволюция m из H1 и доказывается,
что CG(m) ∼= 2 ×M(23). В разд. 3 доказывается существование элементарной
абелевой подгруппы M порядка 212 в CG(m) такой, что NG(M)/M ∼= M24. На-
конец, с помощью леммы Томпсона о трансфере [2, теорема 1.1] доказывается,
что G содержит подгруппу H индекса 2, изоморфную M(24)′. Отсюда следует,
что G ∼= M(24), и теорема 1.2 доказана.

2. Распознавание M(23)

Пусть G — конечная группа и τ ∈ G — элемент порядка 3 такой, что NG(〈τ〉)
подобна 3-нормализатору в M(24). В этом разделе будет определено строение
централизатора не 2-центральной инволюции группы G. Выберем подходящую
инволюцию m ∈ G и докажем, что CG(m) ∼= 2×M(23). Положим H1 = NG(〈τ〉)
и R = O3(H1). Пусть r ∈ H1 — инволюция такая, что rO3(H1) ∈ Z(H1/O3(H1)).

Лемма 2.1. (i) CH1(r) ∼= (6× U5(2)) : 2,
(ii) r действует без неподвижных точек на O3(H1)/Z(O3(H1)).
Доказательство. Заметим, что 11 не делит порядок PSp8(3). Поскольку

11 делит порядок U5(2), CH1(O3(H1)) = Z(O3(H1)) и rO3(H1) ∈ Z(H1/O3(H1)),
то r действует без неподвижных точек на O3(H1)/Z(O3(H1). По [4, с. 73] муль-
типликатор Шура группы U5(2) тривиален. Таким образом, CH1(r)′ ∼= U5(2), и
лемма доказана. �

По лемме 2.1(i) и [2, лемма 2.2] существует элементарная абелева подгруп-
па U порядка 16 в H ′

1 такая, что NCH1 (r)′(U) — расширение специальной группы
порядка 28 с центром U посредством (3 × A5). Пусть a и d — две различные
инволюции из U такие, что d и a — это две 2-центральные инволюции из CG(τ).
Положим z = ad, тогда z — не 2-центральная инволюция из CG(τ). По [2,
лемма 2.2] существует элементарная абелева подгруппа A ≤ U порядка 4, со-
держащая z, такая, что все инволюции из A сопряжены в NH1(U) и A = 〈z, ab〉,
где b сопряжена с d в NH1(U). Зафиксируем обозначение A для такой подгруп-
пы U . Положим t = ab, m = rd и B = 〈m,A〉.

Лемма 2.2. (i) CR(z) — экстраспециальная группа порядка 37, CR(m, z) =
CR(z), CH1(m, z) имеет вид 31+6.2.24+4.32.2 и z ∈ CH1(m, z)′, O3(CH1(z)) =
CR(z), O2(CH1(z)/CR(z)〈r〉) — специальная группа порядка 28,

Z(O2(CH1(z)〈r〉/CR(z)〈r〉)) = UCR(z)〈r〉/CR(z)〈r〉,
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CH1(z)/O3,2(CH1(z)) — расширение элементарной абелевой группы порядка 9
посредством группы порядка 4. Далее, CH1(z) содержит силовскую 3-подгруппу
CG(z) и O3′(CH1(z)) = 〈z,m〉.

(ii) CR(d) — экстраспециальная группа порядка 27, O3′(CH1(m, z)) = 〈m, z〉
и CH1(m, z) содержит силовскую 3-подгруппу CG(m, z), O3(CG(τ, d)) = CR(d) —
экстраспециальная группа порядка 33, O3,2(CG(τ, d))/CR(d) — прямое
произведение группы порядка 2 и экстраспециальной группы порядка 27 и
CG(d, τ)/O3,2(CG(τ, d)) — расширение экстраспециальной группы порядка 27
посредством SL2(3).

(iii) CH1(m) имеет вид 31+8.2.21+6.31+2.GL2(3) и содержит силовскую 3-
подгруппу CG(m).

(iv) CH1(rz) имеет вид 31+4.2.24+4.32.4 и содержит силовскую 3-подгруппу
CG(rz).

(v) NH1(〈m, z〉) имеет вид 31+6.2.24+4.32.4 и содержит силовскую 3-подгруп-
пу NG(〈m, z〉).

(vi) CR(U) = Z(R).
Доказательство. Лемма следует из [2, лемма 3.2]. Заметим, что CR(r) =

Z(R), CH1(m)R/R = CH1(d)R/R и CH1(rz)R/R = CH1(z)R/R. �

Лемма 2.3. (i) CR(B) — экстраспециальная группа порядка 35, CR(B) =
CR(A) и O3(CH1(B)) = CR(B).

(ii) O2(CH1(B)/〈CR(B), B〉) ∼= Q8 × Q8, Z(O2(CH1(B)/〈CR(B), B〉)) =
U〈CR(B), B〉/〈CR(B), B〉 и CH1(B)/O3,2(CH1(B)) ∼= S3.

(iii) O2(CH1(B)) = B и 〈τ〉 является центром каждой силовской 3-подгруп-
пы CH1(B). В частности, CH1(B) содержит силовскую 3-подгруппу CG(B).

(iv) CH1(B) = CH1(A). Более того, если C ≤ 〈r, U〉 — подгруппа порядка 8,
содержащая A, такая, что CH1(A) = CH1(C), то B = C.

(v) инволюции d и a действуют без неподвижных точек на CR(z)/Z(R).
Доказательство. Имеем CR(B) ≤ CR(A) ≤ CR(z). По [2, лемма 3.3]

CR(A) — экстраспециальная группа порядка 35 и O3(CH1(A)) = CR(A). По
лемме 2.2(ii) CR(a) и CR(b) — экстраспециальные группы порядка 27. Посколь-
ку z = ad и aR и bR сопряжены с dR в H1/R, то d и a действуют свободно на
CR(z)/Z(R), и (v) доказано. Так как r и d действуют свободно на CR(A), то
CR(A) = CR(B). Пп. (i), (ii) и (iii) следуют из [2, лемма 3.3]. Чтобы завер-
шить доказательство, достаточно доказать, что если C ≤ 〈r, U〉 — подгруппа
порядка 8, содержащая A, такая, что CH1(A) = CH1(C), то B = C.

Поскольку CR(C) — экстраспециальная группа порядка 35, по леммам 2.1
и 2.2(ii) получаем r /∈ C и C не содержит инволюций, сопряженных с d в H1.
По [2, лемма 2.2] C не содержится в U . Следовательно, найдется элемент y =
rx ∈ C такой, что 1 6= x ∈ U \ A. Все инволюции из A не 2-центральны в H1,
поэтому по [2, лемма 2.2] можно считать, что x — 2-центральная инволюция из
H1. Если x равно a или b, или d, то C = B, и лемма доказана. Поэтому будем
считать, что x 6= a, x 6= b и x 6= d. Тогда по [2, лемма 2.2] элементы zx, ztx
и tx сопряжены с z в H1. По лемме 2.2(ii) CR(x) — экстраспециальная группа
порядка 27. Если CR(x) ∩ CR(z) = Z(R), то |CR(zx)| ≤ 34, что противоречит
лемме 2.2(i). Таким образом, CR(x) ≤ CR(z). Аналогично CR(x) ≤ CR(t) и,
следовательно, CR(x) ≤ CR(A) = CR(C). Но по лемме 2.1(i) имеем CR(rx, x) =
Z(R); противоречие. Полученное противоречие доказывает лемму. �

Лемма 2.3(iv) доказывает п. (i) теоремы 1.2. Докажем п. (ii) теоремы 1.2.
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По [2, лемма 2.2] каждая подгруппа U порядка 4, все инволюции которой не
2-центральны в H1, сопряжена с A в H1. Поэтому можно считать, что τ не
слабо замкнута в CH1(B) по отношению к CG(B).

Лемма 2.4. (i) CG(B)/B ∼= U6(2) и A ≤ CG(B)′.
(ii) CG(m, z)/〈m〉 изоморфна квазипростой группе 2M(22).
(iii) CG(m) ∼= 2×M(23).
Доказательство. По лемме 2.2(i),(iii) имеем CG(m) 6= CG(m, z). Таким

образом, (iii) следует из (ii) и [1, теорема 32.1]. Аргументы для (i) и (ii) такие
же, как в [2, лемма 3.4], поэтому их опускаем. �

3. Доказательство теоремы 1.2

В этом разделе доказывается теорема 1.2. Используя лемму Томпсона о
трансфере и [2, теорема 1.1], докажем, что G′ ∼= M(24)′. Тогда теорема 1.2
будет доказана. Прежде всего понадобится

Лемма 3.1. Пусть X ∼= U6(2) и x ∈ X — 3-центральный элемент в X.
Тогда

(i) CX(x) имеет вид 31+4.(Q8 ×Q8).3.2.
(ii) Пусть Y ≤ CX(x) — 2-группа такая, что

Y O3(CX(x)) = O2(CX(x)/O3(CX(x))).

Тогда вX найдется элементарная абелева подгруппаM порядка 29, содержащая
Z(Y ), такая, что NX(M)/M ∼= L3(4). Далее, для T ∈ Syl2(NX(M)) выполнено
M = J(T ).

Доказательство. Пусть x ∈ X — 3-центральный элемент, тогда строение
CX(x) полностью описано в [8]. Таким образом, (i) следует из [8, теорема 1].
Пусть Y ≤ CX(x) — 2-группа такая, что Y O3(CX(x)) = O2(CX(x)/O3(CX(x))).
Пусть Z(Y ) = 〈z1, t1〉, где z1 и t1 сопряжены в CX(x). Тогда по [8, лем-
ма 25; 4, с. 115] имеем CX(z1) = O2(CX(z1))K, где K ∼= U4(2) и t1 ∈ K.
Пусть T ∈ Syl2(CX(z1)). Тогда T ∈ Syl2(X) и по [1, теорема 30.1] в T най-
дется элементарная абелева подгруппа M порядка 29, содержащая z1, такая,
что NX(M)/M ∼= L3(4). По [1, лемма 30.3] M = J(T ), и по [1, лемма 30.5] z1
слабо замкнута в O2(CX(z1)). По [1, лемма 30.3] M ∩K — элементарная абелева
порядка 24. Далее, NX(M) ∩K является расширением M ∩K посредством A5.
По [4, с. 26] каждая инволюция из K сопряжена с инволюцией из M ∩K в K.
Таким образом, можно считать, что t1 ∈M , и лемма доказана. �

По леммам 2.4(i) и 3.1 обозначим через M элементарную абелеву подгруппу
порядка 212 из CG(B), содержащую U и m такую, что NCG(B)(M)/M ∼= L3(4) и
CG(B,M) = M . По лемме 2.4(iii) и [1, лемма 25.7] имеем NCG(m)(M)/M ∼= M23.

Лемма 3.2. Пусть X = NCG(m)(M)/M ∼= M23. Тогда X имеет 7 орбит Li,
i = 1, . . . , 7, на P (M) таких, что

(i) L1 = {〈m〉}, |L2| = |L7| = 23, 〈z〉 ∈ L2, L7 = 〈mz〉X и X действует
3-транзитивно на L2 и L7.

(ii) |L3| = |L6| = 253, 〈t〉 ∈ L3 и L6 = 〈mt〉X .
(iii) |L4| = |L5| = 1771, 〈a〉 ∈ L4 и L5 = 〈ma〉X . В частности, 〈rz〉 ∈ L5.
(iv) Пусть S ∈ Syl2(NCG(m)(M)). Тогда M = J(S).
(v) CX(z) ∼= M22.
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(vi) Пусть Y = M ∩ O2(CG(m)). Тогда U ≤ Y , m /∈ Y , Y = 〈L2 ∪ L3 ∪ L4〉,
|Y | = 211 и Y нормальна в NCG(m)(M).

(vii) Всякая инволюция из CG(m) сопряжена с инволюцией из M .
Доказательство. П. (v) следует из леммы 2.4(ii) и [1, лемма 25.7], а

п. (vii) вытекает из [1, лемма 37.4]. По [1, лемма 25.7] CG(m) содержит эле-
ментарную абелеву подгруппу M порядка 212 такую, что NCG(m)(M)/M ∼= M23.
По лемме 2.4(ii) имеем CG(z,m) ∼= 2M(22). Конечно, CG(z,m) содержит си-
ловскую 2-подгруппу GG(m). Пусть T ∈ Syl2(NCG(m)(M)). Можно считать,
что T ∈ Syl2(CG(z,m))), поэтому z ∈ M . По [2, лемма 2.6] M = J(T ), и (iv)
доказано.

Пусть X = NCG(m)(M)/M и Y = M ∩ O2(CG(m)). Тогда |Y | = 211 и по [4,
с. 177] получаем NO2(CG(m))(Y )/Y ∼= M23. Далее, X ∼= NO2(CG(m))(Y )/Y . По [1,
лемма 22.4] X имеет 7 орбит Li, i = 1, . . . , 7, на P (M) таких, что L1 = {〈m〉},
|L2| = |L7| = 23, 〈z〉 ∈ L2, L7 = 〈mz〉X , и X действует 3-транзитивно на L2

и L7. Имеем |L3| = |L6| = 253, L3 = 〈xy〉X , где 〈x〉 и 〈y〉 — два различных
элемента из L2, и L6 = 〈mx〉X , где 〈x〉 ∈ L3. Далее, |L4| = |L5| = 1771, L4 =
{〈xyk〉, где 〈x〉, 〈k〉 и 〈y〉 — три различных элемента из L2}, и L5 = 〈mx〉X ,
где 〈x〉 ∈ L4. Наконец, 〈L2 ∪ L3 ∪ L4〉 = Y . По (vii) всякая инволюция из
CG(m) сопряжена с инволюцией из Li для некоторого i = 1, . . . , 7. Также по
[8, лемма 3] никакой элемент из Li не сопряжен с элементом из Lj в CG(m)
при i 6= j для i, j = 1, . . . , 7. Заметим, что для T ∈ Syl2(CH1(U)) выполнено
T ≤ CH1(m). Поскольку U ≤ T ′, имеем U ≤ M ∩ CG(m)′ = Y . Положим
u = bd. Тогда по [2, лемма 2.2] u сопряжен с z в CCH1 (r)′(m) = CCH1 (r)′(d).
Следовательно, u сопряжен с z в NCG(m)(M), поэтому 〈u〉 ∈ L2. Поскольку
zu = adbd = ab = t, получаем, что 〈t〉 содержится в L3, и тогда 〈mt〉 содержится
в L6. По [2, лемма 2.2] найдется инволюция c ∈ U такая, что c /∈ {a, b, d}, a
и c сопряжены в CCH1 (r)′(d) и z сопряжена с abc в CH1(m). Следовательно,
〈abc〉 ∈ L2 и 〈a〉 ∈ L4, откуда 〈abczu〉 = 〈c〉 ∈ L4. Поскольку ma = rda = rz, то
〈rz〉 ∈ L5, и лемма доказана. �

По лемме 3.2 NCG(m)(M)/M имеет 7 орбит на P (M). Будем использовать
обозначение Li, i = 1, . . . , 7, из леммы 3.2 для орбит NCG(m)(M)/M на P (M).
Положим M1 = 〈L2 ∪ L3 ∪ L4〉. Тогда по лемме 3.2(vi) |M1| = 211 и M1 =
M ∩O2(CG(m)).

Лемма 3.3. (i) NG(M)/M ∼= M24.
(ii) Пусть S ∈ Syl2(NG(M)). Тогда M = J(S).
(iii) NG(M) содержит силовскую 2-подгруппу из G.
(iv) NG(M)/M имеет четыре орбиты на P (M) длин 24, 276, 2024 и 1771.

Далее, при действии NG(M)/M на P (M) имеем: L2 ∪ L3 является орбитой, со-
держащей 〈z〉 и 〈t〉, L7∪{〈m〉} является орбитой, содержащей 〈m〉, и L4 является
орбитой, содержащей 〈a〉.

(v) O2(NG(M)′) = M1, NG(M)′/M1 ∼= M24 и NG(M)′/M1 ∼= M24 имеет
две орбиты на инволюциях из M1 длин 1776 и 276. Кроме того, m /∈ M1 и
M1 ≤ CG(m)′.

(vi) NG(M) контролирует слияние элементов в M .
(vii) Существует инволюция x ∈M такая, что xG ∩NG(M)′ = ∅.
Доказательство. Имеем CG(m,M) = CG(M) = 1, так что NG(M)/M

изоморфна подгруппе GL12(2). Далее, NCG(m)(M)/M ∼= M23. Положим X =
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NCG(m)(M)/M и Y = NG(M)/M . Так как t и z сопряжены в H1, по лем-
мам 3.2(iv),(i),(ii) и 3.1 получаем, что Y 6= X. По лемме 2.2 m не сопряжен с z
или d в G. Поэтому m также не сопряжен с a или t в G. По лемме 2.2(iii),(iv) m
не сопряжен с rz в G. Поскольку mt = rdab и rR ∈ Z(H1/R), по [2, лемма 2.2]
получаем, что mt сопряжен с rz в G. Следовательно, m также не сопряжен с
mt в G. Таким образом, m не сопряжен с z, t, mt, a и rz в G. Так как 〈z〉 ∈ L2,
〈t〉 ∈ L3, 〈mt〉 ∈ L6, 〈a〉 ∈ L4, X 6= Y и 〈rz〉 ∈ L5, получаем, что L7 ∪ L1 яв-
ляется орбитой Y на P (M), содержащей 〈m〉. Тем самым Y имеет на P (M)
орбиту I длины 24 такую, что Y действует 4-транзитивно на I и стабилизатор
каждого элемента из I в Y изоморфен M23. Следовательно, Y ∼= M24, и (i)
выполнено. Так как Y 4-транзитивна на I, то Y имеет орбиты длины (242 ) = 276
и (243 ) = 2024. Таким образом, оставшиеся 1771 элементов лежат в одной орби-
те. Положим G1 = O2(CG(m)). По лемме 3.2(vi) m /∈ M1, M1 имеет порядок
211 и M ∩ G1 = M1. Пусть x ∈ G1 ∩ NG(M) — элемент порядка 23. Тогда
M = 〈m〉 ⊕ [x,M ] и [M,x] — точный неприводимый NG1(M)/M1-модуль. Отсю-
да, так как мультипликатор ШураM24 тривиален (см. [4, с. 96]), заключаем, что
O2(NG(M)′) = M1 и NG(M)′/M1 ∼= M24. Это и [3, лемма 2.4] доказывают (v).
Положим G2 = (NG(M))′. Заметим, что 〈m,G2〉/M = Y/M и, следовательно,
орбиты G2/M1 на P (M1) также являются орбитами Y/M на P (M1). По длинам
орбит Y/M на P (M) замечаем, что L2 ∪ L3 — орбита G2/M1, содержащая 〈z〉,
〈t〉, L4 — орбита G2/M1, содержащая 〈a〉, и выполнено (iv). Теперь группы G2
и M1 удовлетворяют условиям теоремы B из [9]. Таким образом, по [9, лемма 3]
получаем, что M1 = J(T1) для T1 ∈ Syl2(G2). Следовательно, M = J(T ) для
T ∈ Syl2(NG(M)), и выполнены (ii) и (vi).

Пусть 〈x〉 ∈ L1 ∪ L7 ∪5 ∪L6. Тогда x /∈ G2. По (vi) и лемме 3.2 (vii)
xG ∩ CG(m)′ = ∅. Отсюда по (vi) и ввиду того, что в G2 \ (CG(m)′ ∩ NG(M))
всего один класс инволюций, заключаем, что найдется инволюция k ∈ M \ G2
такая, что kG ∩ G2 = ∅, и выполнено (vii). П. (iii) следует из (ii), и лемма
доказана �

Доказательство теоремы 1.2. П. (i) следует из леммы 2.3(iv). Пусть
T ∈ Syl2(NG(M)). По лемме 3.3 T ∈ Syl2(G) и найдутся подгруппа S индекса 2
в T и инволюция x ∈M \ S такие, что xG ∩ S = ∅. Отсюда по лемме Томпсона
о трансфере G имеет подгруппу H индекса 2 такую, что x /∈ H. По лемме
3.3(v) имеем m /∈ H. Отсюда в силу того, что U ≤ H ′

1 ≤ G′ ≤ H, заключаем,
что r /∈ H. Положим K = H ∩ H1. Тогда K и H удовлетворяют условиям
теоремы 1.1 из [2], откуда H ∼= M(24)′. Следовательно, G ∼= M(24), и теорема
1.2 доказана. �
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