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Аннотация. Исследуются C-полугруппы-распределения и C-полугруппы-ультра-
распределения в секвенциально полных локально выпуклых пространствах. Полу-
чено несколько важных теоретических результатов в этой области, даны некоторые
интересные примеры. Рассмотрены стационарные плотные операторы в секвенци-
ально полных локально выпуклых пространствах.
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1. Введение и предварительные сведения

Как известно, класс полугрупп-распределений в банаховых пространствах
был введен Лионсом [1] в 1960 г. в качестве попытки найти решения абстракт-
ных дифференциальных уравнений 1-го порядка, некорректных в обычном смыс-
ле, т. е. уравнений, решения которых не управляются сильно непрерывны-
ми полугруппами линейных операторов. После этого полугруппы привлекали
внимание многих математиков (более подробно о полугруппах-распределениях
в банаховых пространствах с плотно определенными генераторами см. [2–6]).
Вслед за пионерскими работами да Прато и Синестрари [7], Арендта [8], Дэ-
виса и Панга [9] возник все возрастающий интерес к проблеме избавления от
обычных условий плотности в теории дифференциальных уравнений 1-го по-
рядка и обсуждению различных обобщений сильно непрерывных полугрупп та-
ких, как проинтегрированные полугруппы, C-регуляризованные полугруппы и
K-сверточные полугруппы (исчерпывающий обзор результатов можно найти
в [10]). Класс полугрупп-распределений с необязательно плотно определенны-
ми генераторами введен независимо Кунстманном [11] и Вангом [12], а класс
C-полугрупп-распределений — первым автором в [13] (дальнейшие сведения
на эту тему см. в [10, 11, 14–18]). Полугруппы-ультрараспределения в бана-
ховых пространствах с плотно или неплотно определенными генераторами и в
абстрактных пространствах Берлинга были рассмотрены в [19–24] (см. также
[10, 16, 25, 26]). С другой стороны, изучение полугрупп-распределений в локаль-
но выпуклых пространствах было начато в [27–29]. Насколько известно авто-
рам, нет значительных работ, касающихся полугрупп-ультрараспределений в
локально выпуклых пространствах.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и технологического
развития Сербии (грант 174024).
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В настоящей статье мы вводим и систематически анализируем классы C-
полугрупп-распределений в секвенциально полных локально выпуклых про-
странствах, а также дополнительно даем большое количество ссылок, каса-
ющихся затрагиваемых в статье вопросов. При рассмотрении некорректных
граничных задач или, более общо, семейств ограниченных операторов, свя-
занных с некоторыми некорректными задачами Коши, обычно используются
проинтегрированные полугруппы или C-регуляризованные полугруппы. Эти
типы полугрупп позволяют строить решения задач, но на подходящих подмно-
жествах D(A), т. е. для проинтегрированных полугрупп на D(An) и для C-
регуляризованных полугрупп CD(A). Примеры локально равностепенно непре-
рывных α раз проинтегрированных C-полугрупп можно использовать для по-
строения C-полугрупп-распределений по теореме 3.15 данной статьи. Более
того, оказывается, что в интересных примерах C не нужно. Например, ни-
какого C не нужно для −�2n, но конструкция Cn [30, с. 215] существенна в
анализе пространств, в которых −�2n порождает подходящие семейства опера-
торов [10, пример 2.8.2]. Мы представляем несколько теоретических новшеств.
Например, понятия полугруппы-предраспределения и неплотной полугруппы-
распределения, по-видимому, новые и не рассматривались ранее, за исключени-
ем классического случая, когда E — банахово пространство. В силу предложе-
ния 3.5 можно ввести интегральный генератор C-полугруппы-предраспределе-
ния (C-полугруппы-предультрараспределения) на произвольном секвенциаль-
но компактном локально выпуклом пространстве. Все наши методы работают,
только когда E — банахово пространство. Сравнивая с [11, 25, 29], получаем
обобщение в двух направлениях: 1) если взять в качестве инъективного опера-
тора C ∈ L(E) тождественный оператор пространства E, то получатся обычные
полугруппы-распределения (полугруппы-ультрараспределения); 2) E имеет бо-
лее сложную топологическую структуру, чем банаховы пространства. Согласно
новым методам, использованным в данной работе, мы указали аспекты новизны
нашего подхода в замечаниях 3.7(iii), 3.9 и 3.17.

Коротко организация статьи описывается следующим образом. В разд. 2
исследуется C-корректность задачи Коши первого порядка в смысле распреде-
лений. Особое внимание обращается на C-обобщенные резольвенты линейных
операторов в п. 2.1. Разд. 3 посвящен изучению основных структурных свойств
C-полугрупп-распределений и C-полугрупп-ультрараспределений.

1.1. Обозначения. Всюду в статье используются стандартные обозначе-
ния. Если не оговорено противное, всегда будем предполагать, что E — ха-
усдорфово секвенциально полное локально выпуклое пространство над полем
комплексных чисел (СПЛВП). Если X также СПЛВП, то обозначим симво-
лом L(E,X) пространство всех непрерывных линейных отображений из E в X,
L(E) ≡ L(E,E). Символ ~E (~, если нет риска путаницы) обозначает фун-
даментальную систему полунорм, определяющую топологию пространства E.
Пусть L~(E) — подпространство в L(E), состоящее из непрерывных линейных
отображений T из E в E, удовлетворяющих следующему условию: для всякого
p ∈ ~ существует cp > 0 такое, что p(Tx) ≤ cpp(x), x ∈ E. Пусть B — се-
мейство ограниченных подмножеств в E, pB(T ) := sup

x∈B
p(Tx), p ∈ ~X , B ∈ B,

T ∈ L(E,X). Тогда pB(·) — полунорма в L(E,X) и система (pB)(p,B)∈~X×B
индуцирует хаусдорфову локально выпуклую топологию на L(E,X). Если E —
банахово пространство, то ‖x‖ — норма элемента x ∈ E. Хаусдорфова ло-
кально выпуклая топология на E∗, сопряженном пространстве к E, опреде-
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ляет систему (| · |B)B∈B полунорм на E∗, где |x∗|B := sup
x∈B

|〈x∗, x〉|, x∗ ∈ E∗,

B ∈ B. Здесь 〈 , 〉 означает скобку двойственности между E и E∗; иногда
также будем писать 〈x, x∗〉 или x∗(x) для обозначения значения 〈x∗, x〉. На-
помним, что пространства L(E) и E∗ секвенциально полны, если E бочеч-
ное [31]. Символом E∗∗ обозначим второе двойственное пространство к E.
Напомним, что поляры непустых множеств M ⊆ E и N ⊆ E∗ определяют-
ся следующим образом: M◦ := {y ∈ E∗ : |y(x)| ≤ 1 для всех x ∈ M} и
N◦ := {x ∈ E : |y(x)| ≤ 1 для всех y ∈ N}. Если A — линейный оператор
на E, то область определения, ядро и множество значений A обозначаются сим-
волами D(A), N(A) и R(A) соответственно. Поскольку путаница маловероятна,
будем отождествлять оператор A с его графиком. В оставшейся части данного
раздела предполагаем, что оператор A замкнут. Положим pA(x) := p(x)+p(Ax),
x ∈ D(A), p ∈ ~. Тогда (pA)p∈~ индуцирует хаусдорфову секвенциально полную
локально выпуклую топологию на D(A); обозначим полученное пространство
символом [D(A)].

Если оператор C ∈ L(E) инъективен, то определим C-резольвентное мно-
жество оператора A, для краткости ρC(A), формулой

ρC(A) := {λ ∈ C : λ−A инъективен и (λ−A)−1C ∈ L(E)}. (1.1)

По теореме о замкнутом графике [31] справедливо следующее утверждение:
если E — борнологическое пространство с сетью (это, в частности, выполне-
но, если E — пространство Фреше), то C-резольвентное множество A состо-
ит из тех комплексных чисел λ, для которых оператор λ − A инъективен и
R(C) ⊆ R(λ− A). Резольвентное множество оператора A, обозначаемое симво-
лом ρ(A), есть не что иное, как I-резольвентное множество A, где I — тожде-
ственный оператор на E. Если не оговорено противное, всегда будем предпо-
лагать, что CA ⊆ AC. Символы σp(A), σc(A) и σr(A) обозначают точечный,
непрерывный и остаточный спектры оператора A соответственно. Для замкну-
того линейного оператора A введем подмножество A∗ в E∗ × E∗ формулой

A∗ := {(x∗, y∗) ∈ E∗ × E∗ : x∗(Ax) = y∗(x) для всех x ∈ D(A)}.

Если оператор A плотно задан, то A∗ также называется оператором, сопря-
женным к A, и является замкнутым оператором на E∗.

Экспоненциальная область E(a, b) была впервые определена в [32]:

e(a, b) := {λ ∈ C : Reλ ≥ b, | Imλ| ≤ eaReλ} (a, b > 0).

1.2. Структурные свойства. Понятия различных типов пространств
обобщенных функций и важнейшие свойства пространств векторнозначных рас-
пределений и векторнозначных ультрараспределений можно найти в [3, 10, 16,
20, 26, 31, 33–40] и указанных там ссылках.

Напомним необходимые ниже факты о преобразовании Лапласа (ультра)
распределений (ср. с [41]). Пусть

ϕ̂(λ) :=
1
2π

∞∫
−∞

eλtϕ(t) dt, λ ∈ C, ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗).

Положим D := {ϕ̂ : ϕ ∈ D} и D∗ := {ϕ̂ : ϕ ∈ D∗}, ϕ̂ + ψ̂ := ϕ̂+ ψ, λϕ̂ := λ̂ϕ
(λ ∈ C; ϕ, ψ ∈ D (D∗)). Тогда отображение ̂ : D → D (̂ : D∗ → D∗)
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является линейным изоморфизмом между векторными пространствами D и
D (D∗ и D∗). Говорят, что подмножество T = {ϕ̂ : ϕ ∈ T } в D (D∗) от-
крыто, если множество T открыто в D (D∗). Тогда отображение ·̂ становит-
ся линейным топологическим гомеоморфизмом между хаусдорфовыми локаль-
но выпуклыми пространствами D (D∗) и D (D∗). Пусть D′(E) := L(D, E)
и D′∗(E) := L(D∗, E). Существует линейный топологический гомеоморфизм
·̂ : D ′(E) → D′(E) (̂· : D ′∗(E) → D′∗(E)), определяемый формулой Ĝ(ϕ̂) :=
G(ϕ), ϕ ∈ D (Ĝ(ϕ̂) := G(ϕ), ϕ ∈ D∗) для всех G ∈ D ′(E) (G ∈ D ′∗(E)).
Функционал Ĝ называется обобщенным преобразованием Лапласа G. Для каж-
дого непустого подмножества � в R положим D′

�(E) := {Ĝ : G ∈ D ′
�(E)}

(D′∗
�(E) := {Ĝ : G ∈ D ′∗

�(E)}); D′
0(E) ≡ D′

[0,∞)(E) (D′∗
0(E) ≡ D′∗

[0,∞)(E)).
Тогда D′

0(E) (D′∗
0(E)) — замкнутое подпространство в D′(E) (D′∗(E)), топо-

логически гомеоморфное D ′
0(E) (D ′∗

0(E)) посредством отображения ·̂. Если
F ∈ D ′ (F ∈ D ′∗) и x ∈ E, то определим F ⊗ x ∈ D ′(E) (F ⊗ x ∈ D ′∗(E))
и F̂ ⊗ x ∈ D′(E) (F̂ ⊗ x ∈ D′∗(E)) формулами 〈F ⊗ x, ϕ〉 := 〈F,ϕ〉x, ϕ ∈ D
(ϕ ∈ D∗) и 〈F̂ ⊗ x, ϕ̂〉 := 〈F,ϕ〉x, ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗). Здесь D∗ и D ′∗ обозначают
оба случая: пространства пробных функций и пространства ультрараспределе-
ний Берлинга и Румье соответственно.

Для T ∈ E ′(E) (T ∈ E ′∗(E)) определим преобразование Лапласа распреде-
ления T по формуле T̂ (λ) := 〈T (x), eλx〉, λ ∈ C.

Теорема 1.1 [41]. Пусть k > 0. E-значная целая функция f(λ) является
преобразованием Лапласа распределения T ∈ D ′

[−k,k](E) тогда и только тогда,
когда для каждого x∗ ∈ E∗ существуют n ∈ N и c > 0 такие, что

|〈x∗, f(λ)〉| ≤ c(1 + |λ|)nek|Reλ|, λ ∈ C.

Доказательство следующей теоремы Пэли — Винера для E-значных уль-
трараспределений с компактным носителем можно вывести с помощью соответ-
ствующего утверждения для скалярнозначных ультрараспределений [42, теоре-
ма 1.1] и идеи из [41]. Этот результат может рассматриваться как имеющий
некоторый самостоятельный интерес; изложим все необходимые детали доказа-
тельства для полноты изложения.

Теорема 1.2. Пусть выполнены (M.1)–(M.3), пусть R — множество, со-
стоящее из положительных монотонно возрастающих последовательностей, и
пусть

M(ρ) = sup
p∈N

ln
ρp

Mp
, Mrp(ρ) = sup

p∈N

{
ln

ρp

Mp

p∏
i=1

ri

}
, ρ > 0.

E-значная целая функция û(λ) является обобщенным преобразованием Лапла-
са E-значного ультрараспределения u класса ∗ с носителем, содержащимся в
непустом компактном подмножестве K ⊆ R тогда и только тогда, когда для
любого x∗ ∈ E∗ существуют h > 0 и c > 0 в случае ультрараспределений Бер-
линга и существуют (rp) ∈ R и crp > 0 в случае ультрараспределений Румье
такие, что

|〈x∗, û(λ)〉| ≤ ceM(λ/h)+HK(iλ), λ ∈ C,

соответственно |〈x∗, û(λ)〉| ≤ crpe
Mrp (λ)+HK(iλ), λ ∈ C.

(1.2)
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Здесь HK(λ) := sup
x∈K

Im(xλ), λ ∈ C.

Доказательство. Необходимость немедленно вытекает из теоремы Пэ-
ли — Винера для скалярнозначных ультрараспределений (см. [42, теорема 1.1]).
Достаточность докажем только в случае ультрараспределений Румье. Пусть
û(λ) — E-значная целая функция, удовлетворяющая (1.2). Достаточно пока-
зать (см. [41, пример; 35, лемма 3.3]), что û(λ) обладает следующим свойством:
для любой непрерывной полунормы p на E существуют (rp) ∈ R и crp > 0 такие,
что

p(û(λ)) ≤ crpe
Mrp (λ)+HK(iλ), λ ∈ C. (1.3)

Предположим противное, т. е. пусть (1.2) выполнено, а (1.3) неверно. Построим
последовательности (rn), (cn), (εn), (λn) и (x∗n) с соответствующими свойствами.
Пусть ε1 := 1/2. Ясно, что существуют λ1 ∈ C, r1 > 0 и c1 > 0 такие, что для
некоторых полунорм q на E выполнено

q(û(λ1)) > cr1e
Mr1 (λ1)+HK(iλ1).

Заметим также, что q(x) = sup
x∗∈U◦

|〈x∗, x〉| для всех x ∈ E, где U = {x ∈ E : q(x) ≤

1}. Выберем x∗1 ∈ U◦ так, что |〈x∗1, û(λ)〉| > cr1e
Mr1 (λ1)+HK(iλ1). Предположим,

что (ri), (Ci), (εi), (λi) и (x∗i ) определены для 1 ≤ i ≤ N − 1. Тогда существуют
crN > crN−1 + 1 и rN > rN−1 + 1 такие, что

|〈x∗N−1, û(λ)〉| ≤ crN e
MrN

(λ)+HK(iλ), λ ∈ C. (1.4)

Ввиду ограниченности множества {|〈x∗, û(λi)〉| : 1 ≤ i ≤ N − 1, x∗ ∈ U◦} най-
дется εN ≤ 1/2N такое, что

sup
1≤i≤N−1,x∗∈U◦

|〈x∗, û(λi)〉| ≤
1

2NεN
.

В силу предположения существуют λN ∈ C такое, что

q(û(λN )) >
3CrN
εN

eMrN
(λN )+HK(iλN ),

и x∗N ∈ U◦ такое, что

|〈û(λN ), x∗N 〉| >
3CrN
εN

eMrN
(λN )+HK(iλN ).

Положим x∗∞ :=
∞∑
n=1

εnx∗n. Поскольку U◦ выпукло, сбалансировано, σ-компакт-

но и
∞∑
n=1

εn ≤ 1, имеем x∗∞ ∈ U◦. Значит, в силу (1.4)

|〈û(λN ), x∗∞〉| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

〈û(λN ), εnx∗n〉

∣∣∣∣∣
≥ |〈û(λN ), εNx∗N 〉| −

N−1∑
n=1

|〈û(λN ), εnx∗n〉| −
∞∑

n=N+1

|〈û(λN ), εnx∗n〉|

> 3CrN e
MrN

(λN )+HK(iλN ) −
N−1∑
n=1

|εneMrN
(λN )+HK(iλN )|

−
∞∑

n=N+1

1
2n

> CrN e
MrN

(λN )+HK(iλN ),



616 М. Костич, С. Пилипович, Д. Велинов

что противоречит (1.2). �

Мы отсылаем читателя к [35, § 9] за дальнейшими сведениями о теореме
Пэли — Винера для ультрадифференцируемых функций и бесконечно диффе-
ренцируемых функций с компактным носителем.

2. C-корректность задачи Коши 1-го порядка в смысле
теории распределений и ультрараспределений

В этом разделе продолжаем исследование Усидзимы [28, § 1, 2] корректно-
сти задачи Коши в пространствах абстрактных распределений. Отметим, что
в ряде утверждений, содержащихся в имеющейся литературе об абстрактных
дифференциальных уравнениях в локально выпуклых пространствах (напри-
мер, в [41, предложение 1.2] или [28, предложения 1.1, 1.3, 1.4, 1.6, теорема 2.1]),
секвенциальная полнота пространства E не предполагалась. Мы не будем здесь
следовать этому общему подходу.

Определение 2.1 (ср. с [16, определение 2.1.4] для случая распределе-
ний, где C = I). Пусть A — замкнутый линейный оператор на E, C ∈ L(E) —
инъективный оператор и CA ⊆ AC. Говорят, что оператор A C-корректен
для абстрактной задачи Коши u′ − Au = G при t = 0 в смысле распределе-
ний (ультрараспределений ∗-класса), если для любого G ∈ D ′

0(E) (G ∈ D ′∗
0(E))

существует единственное распределение UG ∈ D ′
0(E) (UG ∈ D ′∗

0(E)), удовлетво-
ряющее следующим условиям:

(i) UG(ϕ) ∈ D(A) для всех ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗),
(ii) отображение G 7→ UG, G ∈ D ′

0(E) (G ∈ D ′∗
0(E)) принадлежит L(D ′

0(E))
(L(D ′∗

0(E))),
(iii) U ′

G(ϕ)−AUG(ϕ) = CG(ϕ) для всех ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗).

Определение 2.2 (ср. с [16, п. 2.1.3] для случая распределений, где
C = I). Пусть A — замкнутый линейный оператор на E, C ∈ L(E) и CA ⊆ AC.
Говорят, что оператор A экспоненциально C-корректен для абстрактной зада-
чи Коши u′ − Au = G при t = 0 в смысле распределений (ультрараспределений
∗-класса), если для любого G ∈ D ′

0(E) (G ∈ D ′∗
0(E)) существует единствен-

ное распределение UG ∈ D ′
0(E) (UG ∈ D ′∗

0(E)), удовлетворяющее пп. (i)–(iii) из
определения 2.1 и следующему условию:

(iv) существует a ≥ 0 такое, что e−a·UG ∈ S ′(E) (e−a·UG ∈ S ′∗(E)).

2.1. C-обобщенные резольвенты линейных операторов. В этом пунк-
те предполагаем, что X и Y — хаусдорфовы локально выпуклые пространства
над полем K ∈ {R,C}, а также что A — линейный оператор на Y и оператор
C ∈ L(Y ) инъективен. Пусть Z — нетривиальное подпространство в L(X,Y )
такое, что CU ∈ Z для U ∈ Z, и пусть B — семейство всех ограниченных под-
множеств в X. Символом IX (IY , IZ) обозначим тождественный оператор на
X (Y , Z). Тогда Z — хаусдорфово локально выпуклое пространство над по-
лем K с фундаментальной системой полунорм, определяющей топологию Z, а
именно (PB)P∈~Y ,B∈B, где PB(T ) := sup

x∈B
P (Tx), T ∈ Z (P ∈ ~Y , B ∈ B). В [41,

определение 4.1] проанализирован случай X = D(−∞,a], Z = L(D(−∞,a], Y ) для
некоторого a > 0 и C = IY , в то время как в [28] исследован случай X = D ,
Z = D ′

0(Y ) и C = IY .
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В данном пункте на основе идей из [41, 28] (ср. с определением 1 в [29])
разовьем общий подход к понятиям C-обобщенных резольвент линейных опе-
раторов. Определим линейный оператор AX,Z на Z формулой

AX,Z := {(U, V ) ∈ Z × Z : Ux ∈ D(A) для всех x ∈ X и V x = A(Ux), x ∈ X}.
Немедленно проверяется, что DX,Z ∈ L(Z) для любого оператора D ∈ L(Y )
такого, что DU ∈ Z для всех U ∈ Z и что оператор CX,Z ∈ L(Z) инъективен.
Из предположения CA ⊆ AC (C−1AC = A) следует, что CX,ZAX,Z ⊆ AX,ZCX,Z
(C−1

X,ZAX,ZCX,Z = AX,Z). Если для отображений из X в Y выполняется теорема
о замкнутом графике, то D(AX,Z) состоит в точности из тех отображений U ∈
Z, для которых R(U) ⊆ D(A) и AU ∈ Z; в этом случае AX,Z = AU для всех
U ∈ D(AX,Z).

Определение 2.3. CX,Z-резольвентное множество оператора A, корот-
ко ρCX,Z (A), определяется как множество тех скаляров λ ∈ K, для которых опе-
ратор λIZ−AX,Z инъективен, R(CX,Z) ⊆ R(λIZ−AX,Z) и (λIZ−AX,Z)−1CX,Z ∈
L(Z). Если C = IY , то CX,Z-резольвентное множество оператора A называет-
ся X,Z-резольвентным множеством A и для краткости обозначается симво-
лом ρX,Z (A).

Другими словами, CX,Z-резольвентное множество оператора A (X,Z-резоль-
вентное множество A) определяется как CX,Z-резольвентное множество (ре-
зольвентное множество) оператора AX,Z в Z. CX,Z-спектр A, обозначаемый
через σCX,Z (A), определяется как дополнение множества ρCX,Z (A) в K; в слу-
чае C = IY σCX,Z (A) также обозначается символом σX,Z (A) и называется X,Z-
спектром A. Заметим, что X,Z-спектр оператора A разбивается на три дизъ-
юнктных подмножества:

(i) точечный X,Z-спектр A, коротко σp;X,Z (A), состоящий из собственных
значений оператора AX,Z ;

(ii) непрерывный X,Z-спектр A, коротко σc;X,Z (A), состоящий из скаляров,
не являющихся собственными значениями оператора AX,Z , но таких, что об-
ласть значений оператора λIZ − AX,Z является собственным плотным подмно-
жеством пространства Z;

(iii) остаточный X,Z-спектр A, коротко σr;X,Z (A), состоящий из всех осталь-
ных скаляров из спектра.

Легко проверить, что замкнутость (замыкаемость, инъективность) операто-
ра A на Y влечет замкнутость (замыкаемость, инъективность) оператора AX,Z
на Z (см. [41, предложение 4.3]) и что σp;X,Z (A) ⊆ σp(A). Предположим, что
λ ∈ ρC(A) (последнее определяется так же, как и в (1.1), но C и E заменяют-
ся на K и Y ) и (λ − A)−1CU ∈ Z для всех U ∈ Z. Тогда λ ∈ ρCX,Z (AX,Z) и
(λIZ −AX,Z)−1CX,Z = ((λ−A)−1C)X,Z ; в частности, ρC(A) ⊆ ρCX,Z (AX,Z) при
условии, что Z = L(X,Y ). В обоих подходах плотность оператора A влечет
плотность оператора AX,Z ; используя доказательство предложения 4.4 в [41] и
соображения на с. 685 в [36], можно показать, что то же самое верно в случае
X = D∗

(−∞,a], Z = L(D∗
(−∞,a], Y ) для некоторого a > 0 и C = IY (см. [41]) или

X = D∗, Z = D ′∗
0 (Y ) и C = IY (см. [28]). Следующий тривиальный пример по-

казывает, что из плотности оператора A не следует плотность оператора AX,Z
в общем случае, а также что выбор пространств X и Z очень важен для того,
чтобы сказать что-то уместное и важное об операторе AX,Z .

Пример 2.4. Предположим, что A — плотно определенный линейный опе-
ратор на Y , C = IY , пусть U ∈ L(X,Y ) такой, что R(U) не содержится в D(A)



618 М. Костич, С. Пилипович, Д. Велинов

и Z = {αU : α ∈ K}. Тогда D(AX,Z) = {0} и потому AX,Z не является плотно
определенным оператором в Z.

Кроме того, существует множество известных тождеств, которые остаются
верными для C-обобщенных резольвент. Например, из справедливости вклю-
чения CA ⊆ AC вытекает следующее.

(a) Пусть k ∈ N0, λ, z ∈ ρCX,Z (AX,Z) и z 6= λ. Тогда

(z −AX,Z)−1CX,Z(λ−AX,Z)−kCk
X,Z

=
(−1)k

(z − λ)k
(z −AX,Z)−1Ck+1

X,Z +
k∑
i=1

(−1)k−i(λ−AX,Z)−iCk+1
X,Z

(z − λ)k+1−i .

(b) Пусть n ∈ N и U ∈ D
(
AnX,Z

)
. Тогда

(λ−AX,Z)−1CX,ZU = λ−1CX,ZU + λ−2CX,ZAX,ZU

+ · · ·+ λ−nCX,ZA
n−1
X,ZU + λ−n(λ−AX,Z)−1CX,ZA

n
X,ZU.

В подходе из [41] пусть X = D(−∞,a], Y = E, Z = L(D(−∞,a], E) для некото-
рого a > 0 и C = IE . Если F̂ (ϕ̂) ∈ D(A), ϕ̂ ∈ D(−∞,a] и ϕ̂ 7→ A(F̂ (ϕ̂)) ∈ D′

a(E),
то определим линейный оператор A в D′

a(E) формулой (AF̂ )(ϕ̂) = A(F̂ (ϕ̂))
для F̂ ∈ D′

a(E) и ϕ̂ ∈ D(−∞,a]. Линейный оператор A в E — инфинитезималь-
ный генератор однозначно определенной локально равностепенно непрерывной
C0-полугруппы (T (t))t≥0 в E в том и только том случае, когда выполнены сле-
дующие условия:

(1) A — замкнутый линейный оператор с плотной областью определения
D(A);

(2) для любого a > 0 в пространстве D′
a(E) следующие условия эквивален-

ты:
(а) существует обобщенная резольвента (λIZ −A)−1 в A;
(b) для любого фиксированного комплексного числа λ существует непре-

рывный линейный оператор R(λ) из E в E такой, что R(λ)x для любого фик-
сированного x ∈ E есть E-значная целая функция от λ, для которой найдет-
ся k ∈ N такое, что для произвольной непрерывной полунормы p на E су-
ществуют целое число N = N(p) > 0 и число C = C(p) > 0, для которых
p(R(λ)x) ≤ C(1 + |λ|)Nek|Reλ|, λ ∈ C; кроме того, R(λ)x — представление опе-
ратора (λIZ −A)−1, и семейство операторов{

λn+1

n!
dn

dλn
R(λ) : λ > 0, n ∈ N0

}
⊆ L(E)

равностепенно непрерывно.
Доказательство теоремы 3 в [41] достаточно длинно и может быть моди-

фицировано тривиальным образом только для класса локально равностепенно
непрерывных C-регуляризованных полугрупп в СПЛВП (напомним, что име-
ются примеры проинтегрированных полугрупп и C-регуляризованных полу-
групп в банаховых пространствах с необязательно плотно определенными ге-
нераторами и потому невозможно ожидать выполнения (1.1) в этом контек-
сте). С другой стороны, некоторые необходимые и достаточные условия для
порождения локально равностепенно непрерывных K-сверточных C-полугрупп
в СПЛВП, определенных локально или глобально, можно очень просто прояс-
нить, используя понятие асимптотических �C-резольвент (см. [43] по поводу
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пионерских результатов в этом направлении и [10, 44–46] для случая банахова
пространства). Пусть 0 < τ ≤ ∞, γ ∈ [0, τ) и K ∈ L1

loc([0, τ)), K 6= 0. По-

ложим �(t) :=
t∫
0
K(s) ds, t ∈ [0, τ). Семейство операторов {Lγ(λ) : γ ∈ [0, τ),

λ ≥ 0} ⊆ L(E) называется асимптотической �C-резольвентой для A, если су-
ществует сильно непрерывное семейство операторов (V (t))t∈[0,τ) ⊆ L(E) такое,
что выполнены следующие условия:

(i) для каждого фиксированного x ∈ E функция λ → Lγ(λ)x, λ ≥ 0, при-
надлежит C∞([0,∞) : E) и семейство операторов{

λn

(n− 1)!
dn−1

dλn−1Lγ(λ) : λ ≥ 0, n ∈ N
}
⊆ L(E)

равностепенно непрерывно;
(ii) оператор Lγ(λ) перестановочен с C и A для всех λ ≥ 0;

(iii) (λ−A)Lγ(λ)x = −e−λγV (γ)x+
γ∫
0
e−λsK(s)Cxds, λ ≥ 0;

(iv) Lγ(λ)Lγ(η) = Lγ(η)Lγ(λ), λ ≥ 0, η ≥ 0.
С использованием этого понятия можно проверить непосредственно, что

утверждения предложения 2.3.18, теорем 2.3.19 и 2.3.20 из [10] остаются спра-
ведливыми в локально выпуклых пространствах с небольшими техническими
модификациями.

Следуя определению 2.1 из [28], будем говорить, что L(E)-значное распре-
деление (ультрараспределение ∗-класса) G ограниченно равностепенно непре-
рывно, если для любого p ∈ ~ и любого ограниченного подмножества B в D
(D∗) существуют c > 0 и q ∈ ~ такие, что

p(G (ϕ)x) ≤ cq(x), ϕ ∈ B, x ∈ E.
Если пространство E бочечное, то из принципа равномерной ограниченности
[31, с. 273] следует, что каждое распределение G ∈ D ′(L(E)) (G ∈ D ′∗(L(E)))
автоматически ограниченно равностепенно непрерывно.

Предположим, что оператор A C-корректен для абстрактной задачи Ко-
ши u′ − Au = G при t = 0 в смысле распределений (ультрараспределений ∗-
класса); для краткости рассмотрим только случай ультрараспределений. Поло-
жим Gx(ϕ) := ϕ(0)x, ϕ ∈ D∗ (x ∈ X). Пусть G (ϕ)x := UGx(ϕ), ϕ ∈ D∗ (x ∈ X).
Привлекая тот факт, что пространство D∗ бочечное, и рассуждения, использо-
ванные в доказательстве теоремы 2.1 в [28], можно легко доказать следующее
утверждение.

Теорема 2.5. Предположим, что оператор A C-корректен, оператор C ∈
L(E) инъективен и CA ⊆ AC. Тогда существует ограниченно равностепенно
непрерывное распределение G ∈ D ′

0(L(E)) (G ∈ D ′∗
0 (L(E))), удовлетворяющее

следующим свойствам:
(i) для любых x ∈ E и ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗)

G (ϕ)x ∈ D(A),
(
d

dt
G

)
(ϕ)x−AG (ϕ)x = δ(ϕ)Cx;

(ii) для любых x ∈ D(A), ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗) имеет место равенство G (ϕ)Ax =
AG (ϕ)x;

(iii) для любых ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗) справедливо G (ϕ)Cx = CG (ϕ)x.
Доказательство. Если пространство E секвенциально полное, то верно

утверждение, обратное к теореме 2.5. Для его доказательства потребуются две
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вспомогательные леммы, доказательства которых в случае ультрараспределе-
ний можно получить небольшой модификацией соответствующих доказательств
предложений 2.1 и 2.2 в [28]. �

Лемма 2.6. Алгебраическое тензорное произведение D′∗
0 ⊗ E плотно в

D′∗
0 (E). Если A — замкнутый линейный оператор на E, то тензорное произ-

ведение D′∗
0 ⊗D(A) плотно в D(A) с топологией графика A.

Лемма 2.7 (см. [26, § 3] для ультрараспределений со значениями в ба-
наховом пространстве). Для всякого ограниченно равностепенно непрерывного
ультрараспределения G ∈ D ′∗

0 (L(E)) существует единственный оператор сверт-
ки G ∗ · ∈ L(D ′∗

0 (E)) такой, что при f = F ⊗x (определяется обычным образом)
с произвольным F ∈ D ′∗

0 и x ∈ E выполняется

(G ∗ f)(ϕ) = Gt(α(t)Fs(ϕ(t+ s)))x,

где α(t) — произвольная гладкая функция такая, что supp(α) ⊂ [a,∞), a > −∞
и α(t) = 1 при t ≥ 0.

Теорема 2.8. Пусть E — секвенциально полное локально выпуклое про-
странство, C ∈ L(E) — инъективный оператор, CA ⊆ AC. Тогда замкнутый
линейный оператор A на E C-корректен тогда и только тогда, когда суще-
ствует ограниченно равностепенно непрерывное распределение G ∈ D ′

0(L(E))
(G ∈ D ′∗

0 (L(E))), удовлетворяющее условиям (i)–(iii) теоремы 2.5.
Доказательство. Достаточность можно легко установить, показав, что

для любого ограниченно равностепенно непрерывного ультрараспределения G ∈
D ′∗

0 (L(E)) отображение G 7→ UG := G ∗G является единственным отображением,
принадлежащим L(D ′

0(E)) и удовлетворяющим свойствам (i)–(iii) из определе-
ния 2.1. �

Теоремы 2.5 и 2.8 можно легко переформулировать в случае, когда оператор
A экспоненциально C-корректен.

3. Основные свойства C-полугрупп-распределений
и C-ультрараспределений

в локально выпуклых пространствах

Определение 3.1. Предположим, что CG = GC для распределения G ∈
D ′

0(L(E)) (G ∈ D ′∗
0 (L(E))), и пусть G — ограниченно равностепенно непрерывно.

Говорят, что G пред-(C-ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-класса), если

G (ϕ ∗0 ψ)C = G (ϕ)G (ψ), ϕ, ψ ∈ D (ϕ,ψ ∈ D∗). (C.S.1)

Если, дополнительно,

N (G ) :=
⋂
ϕ∈D0

N(G (ϕ)) = {0} (N (G ) :=
⋂

ϕ∈D∗
0

N(G (ϕ)) = {0}), (C.S.2)

то G называется C-полугруппой-распределением (C-полугруппой-ультрараспре-
делением ∗-класса), кратко (C-ПР) ((C-ПУР)). Пред-(C-ПР) G называется плот-
ной, если

R(G ) :=
⋃
ϕ∈D0

R(G (ϕ)) плотно в E (R(G ) :=
⋃

ϕ∈D∗
0

R(G (ϕ)) плотно в E).

(C.S.3)
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Понятие плотной пред-(C-ПУР) G ∗-класса (и множество R(G )) определяются
аналогично.

Замечание 3.2. (i) Выше предполагалось, что G ограниченно равносте-
пенно непрерывно, чтобы соответствовать понятию, введенному в [28], и нашему
предыдущему анализу. Однако предположение ограниченной равностепенной
непрерывности G слегка излишне и можно переформулировать существенную
часть наших результатов в случае, когда G не удовлетворяет этому условию.

(ii) Если C = I, то также пишем пред-(ПР), пред-(ПУР), (ПР), (ПУР), . . .
вместо пред-(C-ПР), пред-(C-ПУР), (C-ПР), (C-ПУР).

Пусть G — пред-(C-ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-класса). Тогда имеет место равен-
ство G (ϕ)G (ψ) = G (ψ)G (ϕ) для всех ϕ, ψ ∈ D (ϕ, ψ ∈ D∗) и N (G ) — замкнутое
подпространство в E.

Предположим, что G ∈ D ′
0(L(E)) (G ∈ D ′∗

0 (L(E))) удовлетворяет (C.S.2) и
T ∈ E ′0 (T ∈ E ′∗0 ), т. е. T — скалярнозначное распределение (ультрараспределе-
ние ∗-класса) с компактным носителем, содержащимся в [0,∞). Положим

G(T )x := {(x, y) ∈ E × E : G (T ∗ ϕ)x = G (ϕ)y для всех ϕ ∈ D0 (ϕ ∈ D∗
0 )}.

Легко видеть, что G(T ) — замкнутый линейный оператор. Следуя [11, 27], опре-
делим (инфинитезимальный) генератор (C-ПР) G формулой A := G(−δ′) (неко-
торые другие подходы изложены в [1; 6; 10, замечание 3.1.20; 28]). Так как для
каждого ψ ∈ D (ψ ∈ D∗) выполнено ψ+ := ψ1[0,∞) ∈ E ′0 (E ∗0′), (1[0,∞) — характе-
ристическая функция полуинтервала [0,∞)), определение G(ψ+) ясно. Впредь
если G (C-ПР) ((C-ПУР) ∗-класса), T ∈ E ′0 (T ∈ E ∗0′) и ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗), то
G (ϕ)G(T ) ⊆ G(T )G (ϕ), CG(T ) ⊆ G(T )C и R(G ) ⊆ D(G(T )). Если G — пред-
(C-ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-класса) и ϕ,ψ ∈ D (ϕ,ψ ∈ D∗), то из предположения
ϕ(t) = ψ(t), t ≥ 0, следует, что G (ϕ) = G (ψ). Как и в случае банахова простран-
ства, можно доказать следующее: предположим, что G — (C-ПР) ((C-ПУР)
∗-класса). Тогда G(ψ+)C = G (ψ), ψ ∈ D (ψ ∈ D∗) и C−1AC = A. Далее,
справедливо

Предложение 3.3. Пусть G — (C−ПР) ((C−ПУР) ∗-класса), S, T ∈ E ′0
(S, T ∈ E ′∗0), ϕ ∈ D0 (ϕ ∈ D∗

0 ), ψ ∈ D (ψ ∈ D∗) и x ∈ E. Тогда

(i) (G (ϕ)x, G (

m︷ ︸︸ ︷
T ∗ · · · ∗ T ∗ϕ)x) ∈ G(T )m, m ∈ N;

(ii) G(S)G(T ) ⊆ G(S ∗ T ), где D(G(S)G(T )) = D(G(S ∗ T )) ∩ D(G(T )), и
G(S) +G(T ) ⊆ G(S + T );

(iii) (G (ψ)x, G (−ψ′)x− ψ(0)Cx) ∈ G(−δ′);
(iv) если G плотна, то ее генератор плотно определен.
Утверждения (ii)–(vi) из [10, предложение 3.1.2] можно переформулировать

для пред-(C-ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-класса) в локально выпуклых пространствах;
здесь лишь стоит отметить, что для любого бочечного пространства E и любого
ограниченного подмножества B в E∗ отображение x 7→ sup

x∗∈B
|〈x∗, x〉|, x ∈ E,

является непрерывной полунормой на E (см. также доказательство теоремы 2.3
в [28]) и что из рефлексивности пространства состояний E (напомним, что мы
предполагаем секвенциальную полноту E) следует, что пространства E, E∗ и
E∗∗ = E все бочечны и секвенциально полны.

Предложение 3.4. Пусть G — пред-(C-ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-класса).
Справедливы следующие утверждения.
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(i) C(〈R(G )〉) ⊆ R(G ), где 〈R(G )〉 — линейная оболочка R(G ).
(ii) Предположим, что G не плотна и CR(G ) = R(G ). Положим R := R(G )

и H := G|R. Тогда H — плотная пред-(C1-ПР) (пред-(C1-ПУР) ∗-класса) на R
со свойством C1 = C|R.

(iii) Пусть R(C) = E и пространство E бочечное. Тогда сопряженное
распределение G (·)∗ является пред-(C∗-ПР) (пред-(C∗-ПУР) ∗-класса) на E∗

и N (G ∗) = R(G )
◦
.

(iv) Если пространство E рефлексивно и R(C) = E, то N (G ) = R(G ∗)
◦
.

(v) Пусть R(C) = E и E бочечно. Тогда G ∗ — (C∗-ПР) ((C∗-ПУР) ∗-класса)
в E∗ тогда и только тогда, когда G плотная пред-(C-ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-
класса). Если E рефлексивно, то G ∗ — плотная пред-(C∗-ПР) (пред-(C∗-ПУР)
∗-класса) в E∗ тогда и тогда, когда G — (C-ПР) ((C-ПУР) ∗-класса).

Сформулируем и докажем обобщение предложения 2 из [14] для пред-(C-
ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-класса) в локально выпуклых пространствах.

Предложение 3.5. Предположим, что G ∈ D ′
0(L(E)) (G ∈ D ′∗

0 (L(E))) и
G (ϕ)C = CG (ϕ), ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗). Распределение G удовлетворяет (C.S.1) тогда
и только тогда, когда

G (ϕ′)G (ψ)−G (ϕ)G (ψ′) = ψ(0)G (ϕ)C−ϕ(0)G (ψ)C, ϕ, ψ ∈ D (ϕ,ψ ∈ D∗). (3.1)

В частности, G — пред-(C-ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-класса) тогда и только тогда,
когда G ограниченно равностепенно непрерывно и выполнено (3.1).

Доказательство. Шаги доказательства предложения такие же, как и
для предложения 2 в [14]; мы включаем все нужные детали в доказательство
в силу его значимости. Если G удовлетворяет (C.S.1), то (3.1) немедленно
следует из (C.S.1) и равенства ϕ′ ∗0 ψ − ϕ ∗0 ψ′ = ψ(0)ϕ − ϕ(0)ψ, ϕ,ψ ∈ D

(ϕ,ψ ∈ D∗). Предположим, что (3.1) выполнено, ϕ,ψ ∈ D (ϕ,ψ ∈ D∗), a > 0
и supp(ψ) ⊆ (−∞, a]. Поскольку G ∈ D ′

0(L(E)) (G ∈ D ′∗
0 (L(E))), функция

t 7→
a∫
0
[ϕ(t−s)ψ(s)−ϕ(−s)ψ(t+s)] ds, t ∈ R, принадлежит D (D∗) и (ϕ∗0ψ)(t) =

a∫
0
[ϕ(t− s)ψ(s)− ϕ(−s)ψ(t+ s)] ds, t ≥ 0, имеем

G (ϕ ∗0 ψ)Cx = G

a∫
0

[ϕ(· − s)ψ(s)− ϕ(−s)ψ(·+ s)]Cxds

=
a∫

0

[ψ(s)G (ϕ(· − s))Cx− ϕ(−s)G (ψ(·+ s))Cx] ds

=
a∫

0

[G (ϕ′(· − s))G (ψ(·+ s))x− G (ϕ(· − s))G (ψ′(·+ s))x] ds (3.2)

= −
a∫

0

d

ds
[G (ϕ(· − s))G (ψ(·+ s))x] ds (3.3)

= G (ϕ)G (ψ)x− G (ϕ(· − a))G (ψ(·+ a))x
= G (ϕ)G (ψ)x− G (ϕ(· − a))0x = G (ϕ)G (ψ)x
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для любых x ∈ E и ϕ,ψ ∈ D (ϕ,ψ ∈ D∗). Здесь (3.2) следует из (3.1) и (3.3) с
использованием элементарных рассуждений, учитывающих непрерывность G ,
а также тех фактов, что (ζ ∈ D∗) lim

h→0
(τhζ) = ζ в D (D∗), lim

h→0
1
h (τhζ − ζ) = ζ ′ в

D (D∗) для всякой функции ζ ∈ D и что множество {τhζ : |h| ≤ 1} ограничено
в D (D∗). �

Теорема 3.6. Предположим, что G ∈ D ′
0(L(E)) (G ∈ D ′∗

0 (L(E))), G (ϕ)C =
CG (ϕ), ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗) и A — замкнутый линейный оператор на E такой, что
G (ϕ)A ⊆ AG (ϕ), ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗) и

AG (ϕ)x = G (−ϕ′)x− ϕ(0)Cx, x ∈ E, ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗). (3.4)

Справедливы следующие утверждения.
(i) G удовлетворяет (C.S.1).
(ii) Если распределение G ограниченно равностепенно непрерывно и удо-

влетворяет (C.S.2), то G — (C-ПР) ((C-ПУР) ∗-класса), порожденная C−1AC.
(iii) В случае распределений если пространство E допустимо, то условие

(C.S.2) автоматически выполнено для G .
Доказательство. Фиксируем ϕ,ψ ∈ D (ϕ,ψ ∈ D∗). Используя включе-

ние G (ϕ)A ⊆ AG (ϕ) и равенство (3.4), получаем AG (ϕ)G (ψ)x = G (ϕ)AG (ψ)x,
x ∈ E, т. е.

G (−ϕ′)G (ψ)x− ϕ(0)CG (ψ)x = G (ϕ)[G (−ψ′)x− ψ(0)Cx], x ∈ E. (3.5)

На самом деле это (3.1), так что (i) немедленно следует из предложения 3.5. До-
казательство п. (iii) точно такое же, как и в случае банахова пространства (см.,
например, [1] и доказательство теоремы 3.1.27 в [10]). Значит, остается доказать,
что интегральный генератор G — это оператор C−1AC, если G ограниченно
равностепенно непрерывно и удовлетворяет (C.S.2) (см. (ii)); для краткости рас-
смотрим только случай распределения. Символом B обозначим интегральный
генератор G . Немедленно проверяется, что C−1AC ⊆ B. Предположим, что
(x, y) ∈ B, т. е. что G (−ζ ′)x = G (ζ)y для всех ζ ∈ D0. Отсюда AG (ζ)x = G (ζ)y
для всех ζ ∈ D0. Рассмотрим уравнение (3.5) с ϕ = ξ и ξ(0) = 1. В силу (3.4) лег-
ко получаем, что CG (ψ)x ∈ D(A). Поскольку AG (ζ)x = G (ζ)y для всех ζ ∈ D0,
имеем G (ζ)ACG (η)x = G (ζ)CG (η)y для всех ζ ∈ D0 (η ∈ D). Ввиду (C.S.2)
ACG (η)x = CG (η)y (η ∈ D). Отсюда, в свою очередь, CAG (η)x = CG (η)y,
AG (η)x = G (η)y, G (−η′)x − η(0)Cx = G (η)y (η ∈ D), и так как η произволь-
но, то Cx ∈ D(A). Объединяя это с равенством ACG (η)x = CG (η)y (η ∈ D),
получаем, что ACx = Cy и C−1ACx = y, что и требовалось. �

Замечание 3.7. (i) Даже в случае, когда E — банахово пространство и
C = I, G не обязано удовлетворять условию (C.S.2) в случае ультрараспределе-
ний [10].

(ii) Предположим, что R(C) = E, пространство E бочечное и A порождает
плотную (C-ПР) ((C-ПУР) ∗-класса) на E. Тогда из предложения 3.4(iii) выте-
кает, что двойственное распределение G (·)∗ есть (C∗-ПР) ((C∗-ПУР) ∗-класса)
на E∗. Так как G ∗(ϕ)A∗ ⊆ A∗G ∗(ϕ), ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗) и соотношение (3.4) вы-
полняется, где A и G заменяются соответственно на A∗ и G ∗, из теоремы 3.6(ii)
следует, что интегральный генератор G ∗ есть оператор (C∗)−1A∗C∗ (см. также
[10, замечание 3.1.22]).

(iii) Пользуясь предложением 3.5 и методом, предложенным в [14, § 6],
можно ввести интегральный генератор пред-(C-ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-класса)
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на произвольном секвенциально полном локально выпуклом пространстве. С
другой стороны, представляется, что метод, предложенный в [10, § 3.5, опре-
деление 3.5.7], можно использовать для определения интегрального генератора
пред-(C-ПР) (пред-(C-ПУР) ∗-класса) только в случае, когда E — банахово про-
странство. Изложение деталей здесь заняло бы слишком много места.

Предложение 3.8. Всякая C-полугруппа-распределение (C-полугруппа-
ультрараспределение ∗-класса) однозначно определяется своим генератором.

Доказательство. Докажем утверждение только в случае распределений,
так как случай ультрараспределений рассматривается вполне аналогично. Пред-
положим, что G1 и G2 — две C-полугруппы-распределения, порожденные опера-
тором A. Положим G := G1 − G2. Тогда G ∈ D ′

0(L(E)), AG (ϕ) ⊆ G (ϕ)A, ϕ ∈ D ,
и AG (ϕ) = G (−ϕ′), ϕ ∈ D . Отсюда

G (ϕ′)G (ψ)x = −AG (ϕ)G (ψ)x = −G (ϕ)AG (ψ)x = G (ϕ)G (ψ′)x

для всех ϕ,ψ ∈ D и x ∈ E. Вместе с этим равенством часть доказательства
предложения 3.5, начинающаяся с уравнения (3.2), показывает, что

0 =
a∫

0

[G (ϕ′(· − s))G (ψ(·+ s))x− G (ϕ(· − s))G (ψ′(·+ s))x] ds = G (ϕ)G (ψ)x

при всех ϕ,ψ ∈ D и x ∈ E (здесь a > 0 выбрано так, что supp(ψ) ⊆ (−∞, a]).
В частности, G (ψ)G (ϕ) = G (ϕ)G (ψ) = 0 (ϕ,ψ ∈ D), и потому

G1(ϕ)G2(ψ) + G2(ϕ)G1(ψ) = G1(ψ)G2(ϕ) + G2(ψ)G1(ϕ), ϕ, ψ ∈ D . (3.6)

Применяя оператор A к обеим частям (3.6) и используя (3.6) еще раз для при-
равнивая членов G1(−ϕ′)G2(ψ) + G2(−ϕ′)G1(ψ) и G1(ψ)G2(−ϕ′) + G2(ψ)G1(−ϕ′),
получаем, что

G1(ψ)G2(−ϕ′)− ϕ(0)G2(ψ)C + G2(ψ)G1(−ϕ′)− ϕ(0)G1(ψ)C

= G1(−ψ′)G2(ϕ)− ψ(0)G2(ϕ)C + G2(−ψ′)G1(ϕ)− ψ(0)G1(ϕ)C, ϕ, ψ ∈ D . (3.7)

Применим теперь оператор A к обеим частям (3.7). Таким образом,

G1(−ψ′)G2(−ϕ′)− ψ(0)G2(−ϕ′)− ϕ(0)[G2(−ψ′)− ψ(0)C2]

+ G2(−ψ′)G1(−ϕ′)− ψ(0)G1(−ϕ′)− ψ(0)[G1(−ψ′)− ψ(0)C2]

= G1(−ψ′)[G2(−ϕ′)− ϕ(0)C]− ψ(0)[G2(−ϕ′)− ϕ(0)C2]

+ G2(−ψ′)[G1(−ϕ′)− ϕ(0)C]− ψ(0)[G1(−ϕ′)C − ϕ(0)C2]

для любых ϕ,ψ ∈ D . Пользуясь этим равенством с ϕ(0) = 1 и инъективностью
C, имеем G1(ψ′) = G2(ψ′), ψ ∈ D . Значит, G ′ = 0, и стандартные рассуж-
дения из теории скалярнозначных распределений показывают, что существу-

ет пробная функция η ∈ D[0,1] такая, что
+∞∫
−∞

η(t) dt = 1 и G (ψ) = G 1(ψ) −

G2(ψ) =
( +∞∫
−∞

ψ(t) dt
)
G (η) для всех ψ ∈ D . Выбирая ψ ∈ D[−2,−1] со свой-

ством
+∞∫
−∞

ψ(t) dt = 1, легко получаем, что G (η) = 0 и потому G (ψ) = 0 для всех

ψ ∈ D . �



C-полугруппы-распределения 625

Замечание 3.9. В [29] замечено (без соответствующего доказательства),
что для всякого замкнутого линейного оператора A на E существует не более
одного векторнозначного распределения G ∈ D ′

0(L(E)) такого, что G (ϕ)A ⊆
AG (ϕ), ϕ ∈ D , и (3.4) выполнено с C = I. Следует отметить также, что мы не
пользуемся операцией свертки векторнозначных (ультра)распределений в дока-
зательстве предложения 3.8.

Доказательство следующей леммы аналогично доказательству в скаляр-
нозначном случае.

Лемма 3.10. Предположим, что 0 < τ ≤ ∞, n ∈ N и f : (0, τ) → E —
непрерывная функция. Если

τ∫
0

ϕ(n)(t)f(t) dt = 0, ϕ ∈ D(0,τ),

то существуют элементы x0, . . . , xn−1 в E такие, что f(t) =
n−1∑
j=0

tjxj , t ∈ (0, τ).

Теорема 3.11. Пусть G — (C-ПР), порожденная оператором A, и пусть
L(E, [D(A)]) — квазиполное (DF)-пространство. Тогда для каждого τ > 0 су-
ществуют nτ ∈ N такие, что A — интегральный генератор локальной nτ раз
проинтегрированной C-полугруппы на E.

Доказательство проводится с использованием теоремы 3.1.7 из [10], лем-
мы 3.10 и структурной теоремы для распределений со значениями в локально
выпуклом пространстве. �

Замечание 3.12. Пусть G — (C-ПР), порожденная оператором A. Тогда
AG (ϕ)x = −G (ϕ′)x−ϕ(0)Cx, ϕ ∈ D , x ∈ E, так что можно рассматривать G как
непрерывное линейное отображение из D в L(E, [D(A)]). Теорема 3.11 остается
верной, если предположить, что распределение G ∈ D ′(L(E, [D(A)])) конеч-
ного порядка, вместо предположения, что L(E, [D(A)]) — квазиполное (DF)-
пространство. Для переноса утверждений теоремы 3.1.21 и замечания 3.1.22
в [10] на C-полугруппы-распределения в локально выпуклых пространствах ка-
жется почти неизбежным предполагать, что распределение G ∈ D ′(L(E, [D(A)]))
имеет конечный порядок.

Доказательство следующей теоремы можно вывести с помощью леммы 3.10,
доказательства теоремы 3.1.8 из [10] и элементарных рассуждений, касающихся
топологических свойств пространства D .

Теорема 3.13. Пусть существует последовательность ((pk, τk))k∈N0 в N0×
(0,∞) такая, что lim

k→∞
τk = ∞, и A — подгенератор локально равностепенно

непрерывной pk раз проинтегрированной C-полугруппы (Spk(t))t∈[0,τk) на E,
k ∈ N0. Тогда оператор C−1AC порождает (C-ПР) G , задаваемую формулой

G (ϕ)x = (−1)pk
∞∫
0

ϕ(pk)(t)Spk(t)x dt, ϕ ∈ D(−∞,τk), x ∈ E.

Замечание 3.14. В случае, когда C = I, достаточно предположить, что
оператор A — интегральный генератор локально равностепенно непрерывной p
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раз проинтегрированной полугруппы (Sp(t))t∈[0,τ) для некоторого p ∈ N и τ > 0
(см. [10, замечание 3.1.10] для случая банаховых пространств).

Пусть α ∈ (0,∞)\N, f ∈ S и n = dαe. Напомним, что дробная производная
Вейля Wα

+ порядка α (см. [10, 18]) определяется формулой

Wα
+f(t) :=

(−1)n

� (n− α)
dn

dtn

∞∫
t

(s− t)n−α−1f(s) ds, t ∈ R.

Если α = n ∈ N0, то полагаем Wn
+ := (−1)n dn

dtn . Известно, что Wα+β
+ f =

Wα
+W

β
+f , α, β > 0, f ∈ S . Предположим, что α ∈ (0,∞) \N и f ∈ C([0,∞) : E).

Пусть fn−α(t) := (gn−α ∗ f)(t), t ≥ 0. Пользуясь теоремой о мажорированной
сходимости и заменой переменных s 7→ s− t, получаем

1
� (n− α)

dn

dtn

∞∫
t

(s− t)n−α−1ϕ(s) ds =
∞∫
0

gn−α(s)ϕ(n)(t+ s) ds, t ≥ 0, ϕ ∈ D .

Значит,
∞∫
0

Wα
+ϕ(t)f(t) dt = (−1)n

∞∫
0

gn−α(s)ϕ(n)(t+ s)f(t) dsdt

= (−1)n
∞∫
0

t∫
0

ϕ(n)(t)gn−α(s)f(t− s) dsdt

= (−1)n
∞∫
0

ϕ(n)(t)fn−α(t) dt, ϕ ∈ D .

Поэтому если A — интегральный генератор локально равностепенно непрерыв-
ной α раз проинтегрированной C-полугруппы (Sα(t))t≥0 на E, то

∞∫
0

Wα
+ϕ(t)Sα(t)x dt = (−1)n

∞∫
0

ϕ(n)(t)Sn(t)x dt, x ∈ E, ϕ ∈ D ,

где (Sn(t))t≥0 — локально равностепенно непрерывная n раз проинтегрирован-
ная полугруппа, порожденная оператором A. С учетом теоремы 3.13 из изло-
женного выше вытекает

Теорема 3.15. Предположим, что α ≥ 0 и A — интегральный генератор
локально равностепенно непрерывной α раз проинтегрированной C-полугруппы
(Sα(t))t≥0 на E. Положим

Gα(ϕ)x :=
∞∫
0

Wα
+ϕ(t)Sα(t)x dt, x ∈ E, ϕ ∈ D . (3.8)

Тогда A — интегральный генератор (C-ПР) Gα.
Хорошо известно, что интегральный генератор C-полугруппы-распределе-

ния в банаховом пространстве может иметь пустое C-резольвентное множе-
ство. С другой стороны, существование и полиномиальная ограниченность C-
резольвенты оператора A на некоторой экспоненциальной области гарантирует,
что оператор C−1AC порождает (C-ПР). Более точно, справедлива
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Теорема 3.16. Пусть a > 0, b > 0, α > 0 и e(a, b) ⊆ ρC(A). Предположим,
что отображение λ 7→ (λ − A)−1Cx, λ ∈ e(a, b), непрерывно для любого фикси-
рованного элемента x ∈ E и что семейство операторов {(1 + |λ|)−α(λ−A)−1C :
λ ∈ e(a, b)} ⊆ L(E) равностепенно непрерывно. Пусть

G (ϕ)x := (−i)
∫
�

ϕ̂(λ)(λ−A)−1Cxdλ, x ∈ E, ϕ ∈ D , (3.9)

где � — ориентированная вверх граница области e(a, b). Тогда G — (C-ПР),
порожденная C−1AC.

Доказательство. Можем предполагать без ограничения общности, что
для всякого x ∈ E отображение λ 7→ (λ − A)−1Cx аналитично в некоторой
открытой окрестности области e(a, b). Из рассуждений, приведенных в дока-
зательстве теоремы 3.1.27 в [10], легко следует, что G ∈ D ′

0(L(E)), а также
что G (ϕ)Cl((z − A)−1C)m = Cl((z − A)−1C)mG (ϕ), ϕ ∈ D (m, l ∈ N0). Пусть
B — ограниченное подмножество в D . Тогда существует τ > 0 такое, что B
содержится и ограничено в D[−τ,τ ]. Так как

ϕ̂(λ) =
(−1)n

2πλn

∞∫
−∞

eλtϕ(n)(t) dt, ϕ ∈ D , λ ∈ C \ {0}, (3.10)

получаем, что для каждого n ∈ N существует cn > 0 такое, что для каждо-
го ϕ ∈ B имеем |ϕ̂(λ)| ≤ cneτ Reλ|λ|−n, λ ∈ C \ {0}. Учитывая эту оценку и
равностепенную непрерывность семейства {(1 + |λ|)−α(λ− A)−1C : λ ∈ e(a, b)},
легко доказать, что G ограниченно равностепенно непрерывна. Аналогично
доказательству теоремы 3.1.27 в [10] имеем G (ϕ)A ⊆ AG (ϕ), ϕ ∈ D , и выпол-
нено (3.4). В силу теоремы 3.6(i) G удовлетворяет (C.S.1). Для доказатель-
ства (C.S.2) предположим, что G (ϕ)x′ = 0, ϕ ∈ D0, для некоторого x′ ∈ E.
Известно, что существуют числа n ∈ N, n > α + 1, и τ ′ > 0 такие, что опе-
ратор A (C−1AC) является подгенератором (интегральным генератором) ло-
кально равностепенно непрерывной невырожденной n раз проинтегрированной
C-полугруппы (Sn(t))t∈[0,τ ′), определяемой формулой

Sn(t)x =
1

2πi

∫
�

eλtλ−n(λ−A)−1Cxdλ, x ∈ E, t ∈ [0, τ ′).

Из интегрирования по частям следует, что
∞∫
0
ϕ(n)(t)eλt dt = (−1)nλn

∞∫
0
ϕ(t)eλt dt,

λ ∈ C, ϕ ∈ D(0,τ ′). Применяя это равенство, теорему Фубини и предыдущие
рассуждения, легко проверить, что

G (ϕ)x = (−1)n
∞∫
0

ϕ(n)(t)Sn(t)x dt, x ∈ E, ϕ ∈ D(0,τ ′).

В частности, это выполнено для x = x′, и потому из леммы 3.10 вытекает, что

найдутся элементы x0, . . . , xn−1 ∈ E, для которых Sn(t)x′ =
n−1∑
j=0

tjxj , t ∈ [0, τ ′).

Полагая t = 0, получаем, что x0 = 0. Значит,

A
n−1∑
j=1

tj+1

j + 1
xj =

n−1∑
j=1

tjxj −
tn

n!
Cx′, t ∈ [0, τ ′),



628 М. Костич, С. Пилипович, Д. Велинов

откуда x1 = · · · = xn−1 = 0 и, следовательно, x′ = 0, так как (Sn(t))t∈[0,τ ′)
невырожденно. Тем самым G — (C-ПР). Согласно теореме 3.6(ii), интегральный
генератор полугруппы G есть оператор C−1AC. �

Замечание 3.17. (i) В доказательстве теоремы 3.1.27 из [10] уравнение
(3.4) и структурная теорема для векторнозначных распределений с носителем
в точке существенно использованы в доказательстве свойства (C.S.2) для G .
Заметим, что здесь не предполагаем, что пространство E допустимо.

(ii) Объясним, как можно доказать свойство (C.S.1) для G непосредствен-
ными вычислениями. Фиксируем две пробные функции ϕ,ψ ∈ D , элемент x ∈ E
и число z ∈ ρC(A) \ e(a, b). Используя обобщенное резольвентное уравнение
(6) из [47], получаем, что семейство операторов {(1 + |λ|)−1(λ − A)−1C((z −
A)−1C)dαe+1 : λ ∈ e(a, b)} ⊆ L(E) равностепенно непрерывно. Положим y :=
((z − A)−1C)dαe+1x. Используя уравнение (3.10) с n = 1, интегрирование по
частям и формулу Коши, получаем

G (ϕ)y =
(−1)
2πi

∫
�

∞∫
−∞

1
λ
eλtϕ′(t)(λ−A)−1Cy dtdλ

=
(−1)
2πi

∫
�

∞∫
0

1
λ
eλtϕ′(t)(λ−A)−1Cy dtdλ

=
1

2πi

∫
�

ϕ(0)
λ

+
∞∫
0

eλtϕ(t) dt

(λ−A)−1Cy dλ

=
1

2πi

∫
�

∞∫
0

eλtϕ(t)(λ−A)−1Cy dtdλ, ϕ ∈ D . (3.11)

Из этого легко следует, что

G (ϕ ∗0 ψ)y =
1

2πi

∫
�

∞∫
0

∞∫
0

eλ(t+s)ϕ(t)ψ(s)(λ−A)−1Cy dtdsdλ. (3.12)

Пусть θ ∈ (0, π/2) — фиксированный угол. Рассматривая для достаточно боль-
шого числа R > 0 положительно ориентированную кривую � ′ := � ′1∪� ′2∪� ′3∪� ′4,
где � ′1 := {t − iR cos θ : t ∈ [−R sin θ, a−1 ln(R cos θ)]}, � ′2 := {λ ∈ � : | Imλ| ≤
R cos θ}, � ′3 := {t + iR cos θ : t ∈ [−R sin θ, a−1 ln(R cos θ)]} и � ′4 := {Reiϑ : ϑ ∈
[θ + (π/2), (3π/2)− θ]}, и применяя формулу Коши, получаем, что

1
2πi

∫
�

∞∫
0
eλtϕ(t) dt

λ− η
dλ = 0, ϕ ∈ D , η /∈ � . (3.13)

Пусть �1 — положительно ориентированная граница области e(a1, b1), где 0 <
a1 < a и b1 > b. Замечая, что для каждого фиксированного числа λ ∈ �
оператор A = λ порождает сильно непрерывную полугруппу (eλt)t≥0 на C и
что всякая C-полугруппа-распределение на банаховом пространстве однозначно
определяется своим генератором, можем применить [10, теорема 3.1.27], чтобы
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получить

(−i)
∫

η∈�1

ψ̂(η)
η − λ

dη =
∞∫
0

eλtψ(t) dt. (3.14)

Положим ϕ̂+(λ) :=
∞∫
0
eλtϕ(t) dt, λ ∈ C. Используя формулу Коши, (3.11), (3.13),

(3.14), резольвентную теорему и теорему Фубини, получаем

G (ϕ)G (ψ)y =
(−1)
2π

∫
�

∫
�1

ϕ̂+(λ)ψ̂(η)
(λ−A)−1C2y − (η −A)−1C2y

η − λ
dηdλ

=
1

2πi

∫
�

∞∫
0

ϕ̂+(λ)eλtψ(t)(λ−A)−1C2y dtdλ

− 1
2π

∫
�1

(∫
�

∞∫
0
eλtϕ(t) dt

λ− η
dλ

)
ψ̂(η)(η −A)−1C2y dη

=
C

2πi

∫
�

∞∫
0

ϕ̂+(λ)eλtψ(t)(λ−A)−1Cy dtdλ

=
C

2πi

∫
�

∞∫
0

∞∫
0

eλ(t+s)ϕ(s)ψ(t)(λ−A)−1Cy dsdtdλ = CG (ϕ ∗0 ψ)y.

Поскольку G (ζ) коммутирует с оператором ((z−A)−1C)dαe+1 (ζ ∈ D), из (3.12)
и проделанных вычислений следует, что G (ϕ)G (ψ)x = G (ϕ∗0ψ)Cx и что (C.S.1)
выполнено.

(iii) Предложение 3.1.28(i) в [10] остается верным в локально выпуклых
пространствах.

В оставшейся части данного раздела снова рассмотрим определение регу-
лярной полугруппы-распределения, данное в [1], и докажем некоторые резуль-
таты о плотных (C-ПР) ((C-ПУР) ∗-класса). Предположим, что G ∈ D ′

0(L(E))
(G ∈ D ′∗

0(L(E))) ограниченно равностепенно непрерывно. Проанализируем сле-
дующие условия для G :

(d1): G (ϕ ∗ ψ)C = G (ϕ)G (ψ), ϕ,ψ ∈ D0 (ϕ,ψ ∈ D∗
0 ),

(d2): то же, что и (C.S.2);
(d3): R(G ) плотно в E;
(d4): для любого x ∈ R(G ) существует функция ux ∈ C([0,∞) : E) такая,

что ux(0) = Cx и G (ϕ)x =
∞∫
0
ϕ(t)ux(t) dt, ϕ ∈ D (ϕ ∈ D∗);

(d5): если (d2) выполнено, то (d5) означает, что G(ϕ+)C = G (ϕ), ϕ ∈ D
(ϕ ∈ D∗).

Используя те же рассуждения, что и в случае банаховых пространств
(см. [10]), можем доказать следующую теорему.

Теорема 3.18. (i) Предположим, что G ∈ D ′
0(L(E)) (G ∈ D ′∗

0(L(E))) огра-
ниченно равностепенно непрерывно и GC = CG . Распределение G является
(C-ПР) ((C-ПУР) ∗-класса) тогда и только тогда, когда выполнены (d1), (d2) и
(d5).



630 М. Костич, С. Пилипович, Д. Велинов

(ii) Предположим, что G ∈ D ′
0(L(E)) (G ∈ D ′∗

0(L(E))) удовлетворяет (d1)–
(d4) и GC = CG . Если G ограниченно равностепенно непрерывно, то G —
(C-ПР) ((C-ПУР) ∗-класса).

(iii) Пусть G — (C-ПР) ((C-ПУР) ∗-класса). Тогда G удовлетворяет (d4).
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10. Kostić M. Generalized semigroups and cosine functions. Belgrade: Math. Inst. SANU, 2011.
11. Kunstmann P. C. Distribution semigroups and abstract Cauchy problems // Trans. Amer.

Math. Soc.. 1999. V. 351. P. 837–856.
12. Wang S. Quasi-distribution semigroups and integrated semigroups // J. Funct. Anal.. 1997.

V. 146. P. 352–381.
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14. Kisyński J. Distribution semigroups and one parameter semigroups // Bull. Polish Acad. Sci..

2002. V. 50. P. 189–216.
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