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И ГРУППЫ ВИРТУАЛЬНЫХ ЗАЦЕПЛЕНИЙ

Ю. А. Михальчишина

Аннотация. С использованием представления Вады классической группы кос стро-
ятся продолжения этих представлений на группы виртуальных кос и кос со спай-
ками. С помощью полученных представлений строится группа виртуального за-
цепления и доказывается, что она является инвариантом зацепления. Приводятся
примеры вычисления групп торических (виртуальных) зацеплений.
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Введение

Группа кос на n нитях Bn, n ≥ 2, является классическим объектом иссле-
дования как в комбинаторной теории групп, так и в маломерной топологии.
В частности, основная проблема теории узлов сводится при помощи теорем
Александера и Маркова [1] к некоторым проблемам для групп кос. Результаты
более чем столетних исследований по теории кос можно найти в монографиях
[1–3].

Многие авторы изучают различные обобщения классической теории узлов.
Одним из таких обобщений является теория виртуальных узлов, введенная Ка-
уффманом [4]. Также Кауффман определил группу виртуальных кос, которая
играет ту же роль в теории виртуальных узлов, что и классическая группа кос
в теории узлов. Для виртуальных узлов и зацеплений доказаны аналоги теорем
Александера и Маркова [4–6].

Одним из наиболее сильных инвариантов классического зацепления явля-
ется его группа (фундаментальная группа дополнения зацепления в 3-мерной
сфере). Для нахождения группы классического зацепления используется пред-
ставление Артина группы кос Bn в группу автоморфизмов Aut(Fn) свободной
группы Fn ранга n. Существует несколько подходов к определению группы вир-
туальных узлов и зацеплений (см. [4, 6–10]). В [9] было построено продолжение
представления Артина на группу виртуальных кос V Bn. С использованием
этого продолжения были определены группы виртуальных зацеплений.

Вада [11] построил несколько семейств представлений Bn в группу Aut(Fn)
и определил некоторые группы классических зацеплений. С помощью пред-
ставления Вады в [12] строятся линейные локальные представления Bn.

В настоящей работе строятся продолжения представлений Вады на груп-
пы виртуальных кос и кос со спайками (§ 2). В § 3 дается определение груп-
пы виртуального зацепления. При этом используются два подхода: косовый и

c© 2017 Михальчишина Ю. А.



642 Ю. А. Михальчишина

диаграммный. Доказывается эквивалентность этих двух подходов и показыва-
ется, что построенная группа является инвариантом виртуального зацепления.
В оставшейся части работы приводятся примеры вычисления групп классиче-
ских (§ 4) и виртуальных зацеплений (§ 5).

§ 1. Вспомогательные утверждения

Группа кос. Группа кос впервые была введена Артином [1]. Напомним,
что группа кос Bn, n ≥ 2, на n нитях задается порождающими элементами
σ1, σ2, . . . , σn−1 и определяющими соотношениями

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2, (1)

σiσj = σjσi при |i− j| ≥ 2. (2)

Существует гомоморфизм группы Bn на группу подстановок Sn, переводящий
порождающий σi в транспозицию (i, i + 1), i = 1, 2, . . . , n − 1. Ядро этого го-
моморфизма называется группой крашеных кос и обозначается символом Pn.
Группа Pn порождается элементами aij , 1 ≤ i < j ≤ n, которые выражаются
через порождающие группы Bn следующим образом:

aii+1 = σ2
i при i = 1, 2, . . . , n− 1, (3)

aij = σj−1σj−2 . . . σi+1σ
2
i σ

−1
i+1 . . . σ

−1
j σ−1

j−1 при 1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1. (4)

Группа виртуальных кос и кос со спайками. Группа виртуальных
кос V Bn введена в работе Кауффмана [4], там же выписана ее система по-
рождающих и определяющих соотношений. В работе В. В. Вершинина [13]
построена более компактная система соотношений (приведенная ниже). Груп-
па V Bn равна 〈Bn, Sn〉, где Bn = 〈σ1, . . . , σn−1〉 — классическая группа кос,
Sn = 〈ρ1, . . . , ρn−1〉 — группа подстановок.

Порождающие σi, i = 1, . . . , n − 1, группы кос Bn удовлетворяют соотно-
шениям (1), (2), а порождающие ρi, i = 1, . . . , n− 1, группы подстановок Sn —
следующим соотношениям:

ρ2
i = 1 при i = 1, 2, . . . , n− 1, (5)

ρiρj = ρjρi при |i− j| ≥ 2, (6)

ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2. (7)

Остальные определяющие соотношения являются смешанными и имеют вид

σiρj = ρjσi при |i− j| ≥ 2, (8)

ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2. (9)

Отметим, что последнее соотношение равносильно такому:

ρi+1ρiσi+1 = σiρi+1ρi при i = 1, 2, . . . , n− 2. (10)

Как замечено в [14], в группе V Bn не обязаны выполняться соотношенияF1: ρiσi+1σi = σi+1σiρi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2,F2: ρi+1σiσi+1 = σiσi+1ρi при i = 1, 2, . . . , n− 2.
Они называются запрещенными соотношениями.

В [15] введена группа кос со спайками WBn, которая порождается элемен-
тами σi, αi, i = 1, 2, . . . , n − 1. Группа, порожденная элементами σi, является
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классической группой кос Bn, группа, порожденная элементами αi, — группой
подстановок Sn, при этом выполняются смешанные соотношения

αiσj = σjαi при |i− j| ≥ 2, (11)

αiαi+1σi = σi+1αiαi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2, (12)

αiσi+1σi = σi+1σiαi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2. (13)

Сравнивая соотношения групп V Bn и WBn, видим, что WBn получается из
V Bn введением дополнительного соотношения (13). Следовательно, существует
гомоморфизм

ϕV W : V Bn −→ WBn,

переводящий σi в σi и ρi в αi при всех i. Таким образом, WBn является гомо-
морфным образом группы V Bn.

Представления Вады. В [11] построены семь типов локальных представ-
лений группы кос Bn в группу Aut(Fn). Напомним, что представление является
локальным, если образ σi, i = 1, . . . , n− 1, действует нетривиально на паре со-
седних порождающих xi, xi+1, при этом образ элемента xi является словом
u(xi, xi+1), а образ элемента xi+1 — словом v(xi, xi+1), где u, v — приведенные
слова в группе, порожденной xi и xi+1. Из этих семи типов четыре точные (см.
[16–18]). Вада высказал предположение, что описаны все возможные локальные
представления группы кос Bn в группу Aut(Fn). Это предположение доказал
Ито [19]. Из четырех точных представлений два сопряженные. Таким образом,
мы рассматриваем только три типа представлений Вады.

Напомним определение этих представлений.
1. Представление wr

1, r ∈ Z, r 6= 0, определяется формулой

wr
1(σi) :

{
xi 7−→ xr

ixi+1x
−r
i ,

xi+1 7−→ xi.

Здесь и далее указываем только нетривиальное действие на порождающих, под-
разумевая, что остальные порождающие остаются на месте. Отметим, что при
r = 1 это представление Артина. Для краткости будем обозначать wr

1 просто
через w1.

2. Представление w2 определяется формулой

w2(σi) :

{
xi 7−→ xix

−1
i+1xi,

xi+1 7−→ xi.

3. Представление w3 определяется формулой

w3(σi) :

{
xi 7−→ x2

ixi+1,

xi+1 7−→ x−1
i+1x

−1
i xi+1.

Эти три типа представлений Вада использовал для построения инвариан-
тов зацеплений.

Крисп и Парис доказали [20], что представления w2 и w3 эквивалентные.
Более точно, существует автоморфизм χ : Fn −→ Fn такой, что

χ ◦ w3(σi) ◦ χ
−1 = w2(µ(σi)), i = 1, . . . , n− 1,

где µ : Bn −→ Bn — инволюция, посылающая σi в σ−1
i .



644 Ю. А. Михальчишина

Представление wr
1 и соответствующие ему группы изучались в работах Ва-

ды [11], Нельсона, Лина и Ньюмена [21, 22]. Нельсон и Ньюмен доказали, что
группа, построенная по представлению w2

1 , определяет узлы с точностью до
зеркального образа.

Продолжение представления Артина. Представление группы вирту-
альных кос V Bn −→ Aut(Fn+1) в группу автоморфизмов свободной группы
Fn+1 = 〈x1, x2, . . . , xn, y〉 ранга n + 1 рассматривалось независимо в [6, 8, 23]:

ϕA(σi) :

{
xi 7−→ xixi+1x

−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
ϕA(ρi) :

{
xi 7−→ xy−1

i+1 ,

xi+1 7−→ xy
i ,

где ab = b−1ab. Оно является продолжением представления Артина ϕA : Bn −→
Aut(Fn) (см. [1]).

Преобразования Титце. Пусть G имеет следующее представление в виде
системы порождающих и определяющих соотношений:

G = 〈x1, . . . , xn ‖ r1 = 1, . . . , rt = 1〉.

Теорема Титце [2, гл. IV] утверждает, что одно представление данной груп-
пы G может быть преобразовано в любое другое представление группы G при-
менением конечной последовательности операций следующих типов и обратныx
к ним, называемых преобразованиями Титце.

(I) Добавление соотношения r = 1, являющегося следствием соотношений
r1 = 1, . . . , rt = 1, к множеству соотношений. В итоге получается представление

〈x1, . . . , xn ‖ r1 = 1, . . . , rt = 1, r = 1〉.

(II) Добавление нового порождающего x и нового соотношения xw−1 = 1,
где w — это любое слово в алфавите x1, . . . , xn. Таким образом получается
представление

〈x1, . . . , xn, x ‖ r1 = 1, . . . , rt = 1, xw−1 = 1〉.

§ 2. Представления группы виртуальных

кос и группы кос со спайками

Построим отображения Wl : V Bn −→ Aut(Fn+1), l = 1, 2, 3, являющиеся
продолжением представлений Вады wl, т. е. Wl(σk) = wl(σk), k = 1, . . . , n− 1.

Для этого зададим действие Wl на порождающем ρk, k = 1, . . . , n − 1,
следующим образом:

Wl(ρk) :

{
xk 7−→ yxk+1y

−1,

xk+1 7−→ y−1xky.

Вопрос. Являются ли построенные таким образом продолжения представ-

лений Вады wl, l = 1, 2, 3, представлениями группы виртуальных кос V Bn?

Предложение 1. Отображения Wl, l = 1, 2, 3, продолженные на V Bn,

суть представления V Bn в Aut(Fn+1) свободной группы Fn+1 = 〈x1, . . . , xn, y〉.

Доказательство. Для того чтобы отображения Wl, l = 1, 2, 3, являлись
представлениями группы виртуальных кос, нужно проверить, что при отобра-
жениях Wl соотношения V Bn переходят в соотношения.
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Соотношения (1), (2) выполняются, так как Wl|Bn
= wl, а wl является

представлением группы Bn, l = 1, 2, 3. Утверждение о том, что соотношения
(5)–(7) выполняются, доказано ранее в [23]. Соотношение (8) выполняется в
силу локальности. Остается проверить выполнение соотношения (9), т. е.

Wl(ρkρk+1σk) = Wl(σk+1ρkρk+1) при k = 1, 2, . . . , n− 2, l = 1, 2, 3.

Для W1 вычисляем левую часть соотношения (здесь и далее действие будет
слева направо):

W1(ρkρk+1σk) :





xk
ρk
−→ yxk+1y

−1 ρk+1

−→ y2xk+2y
−2 σk−→ y2xk+2y

−2,

xk+1
ρk
−→ y−1xky

ρk+1

−→ y−1xky
σk−→ y−1xr

kxk+1x
−r
k y,

xk+2
ρk
−→ xk+2

ρk+1

−→ y−1xk+1y
σk−→ y−1xky,

y
ρk
−→ ρk+1σky.

Вычисляем правую часть соотношения:

W1(σk+1ρkρk+1) :





xk
σk+1

−→ xk
ρk
−→ yxk+1y

−1 ρk+1

−→ y2xk+2y
−2,

xk+1
σk+1

−→ xr
k+1xk+2x

−r
k+1

ρk
−→ y−1xr

kyxk+2y
−1x−r

k y
ρk+1

−→ y−1xr
kxk+1x

−r
k y,

xk+2
σk+1

−→ xk+1
ρk
−→ y−1xky

ρk+1

−→ y−1xky,

y
σk+1ρkρk+1

−→ y.

Видим, что смешанное соотношение (9) группы виртуальных кос выполняется.
Значит, W1 является представлением V Bn.

Представления W2 и W3 рассматриваются аналогично. �

Подобно случаю группы виртуальных кос строим отображения W̃l, l =
1, 2, 3, группы кос со спайками WBn, являющиеся продолжениями представ-

лений Вады wl, т. е. W̃l(σk) = wl(σk), k = 1, . . . , n− 1.

Задаем действие W̃l на порождающем αk, k = 1, . . . , n − 1, следующим
образом:

W̃l(αk) :

{
xk 7−→ xk+1,

xk+1 7−→ xk.

Вопрос. Являются ли построенные таким образом отображения представ-

лениями группы кос со спайками WBn в группу Aut(Fn)?

Предложение 2. Отображения W̃1 и W̃2, продолженные на WBn, явля-

ются представлениями WBn в Aut(Fn).

Доказательство. Для того чтобы отображения W̃l, l = 1, 2, 3, являлись
представлениями группы кос со спайками, нужно, чтобы выполнялись все со-
отношения WBn. Как упоминали ранее, WBn получается из V Bn введением

дополнительного соотношения (13). Для W̃1 и W̃2 простым вычислением про-
веряется выполнение соотношения (13), которое совпадает с F1. �

Предложение 3. Отображение

W̃3 : WBn −→ Aut(Fn)
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является представлением группы кос со спайками при условиях

x2
k = 1, [xk+1, xk+2] = 1, k = 1, . . . , n− 2.

Доказательство. Вычисляем левую часть равенства (13) под действием

W̃3:

W̃3(αkσk+1σk) :





xk
αk−→ xk+1

σk+1

−→ x2
k+1xk+2

σk−→ x−1
k+1x

−2
k xk+1xk+2,

xk+1
αk−→ xk

σk+1

−→ xk
σk−→ x2

kxk+1,

xk+2
αk−→ xk+2

σk+1

−→ x−1
k+2x

−1
k+1xk+2

σk−→ x−1
k+2x

−1
k+1xkxk+1xk+2.

Вычисляем правую часть равенства:

W̃3(σk+1σkαk+1) :





xk
σk+1

−→ xk
σk−→ x2

kxk+1
αk+1

−→ x2
kxk+2,

xk+1
σk+1

−→ x2
k+1xk+2

σk−→ x−1
k+1x

−2
k xk+1xk+2

αk+1

−→ x−1
k+2x

−2
k xk+2xk+1,

xk+2
σk+1

−→ x−1
k+2x

−1
k+1xk+2

σk−→ x−1
k+2x

−1
k+1xkxk+1xk+2

αk+1

−→ x−1
k+1x

−1
k+2xkxk+2xk+1.

Видим, что смешанное соотношение (13) группы кос со спайками выполняется
при условиях x2

k = 1, [xk+1, xk+2] = 1, k = 1, . . . , n− 2. �

Замечание 1. Соотношение F2 не выполняется для W̃l, l = 1, 2, 3.

Используя результат Чтеренталя [24], который установил, что представле-
ние ϕA группы V Bn не точное при n ≥ 4, можно показать, что и представления
W1 и W2 также не точные при n ≥ 4.

Предложение 4. Элемент β =
(
σ−1

2 ρ1σ2ρ3

)3
∈ V P4 лежит в ядре пред-

ставлений W1 и W2 и не лежит в ядре представления W3.

Доказательство. Непосредственной проверкой находим, что W1(β) = 1
и W2(β) = 1.

Обозначим α = σ−1
2 ρ1σ2ρ3. Тогда β = α3. Для проверки последней части

предложения находим автоморфизм W3(α). Имеем

W3(α) :





x1 7−→
(
x2

2x
y−1

4

)y−1

,

x2 7−→ x
x
y−1

4
x
−y
1

2 ,

x3 7−→ xy
1x

−y−1

4 x−2
2 xy−1

4 ,

x4 7−→ x4.

Находим

W3(β) :





x1 7−→
(
x2

2

)xy−1

4
x
−y
1

x−2

2
y−1

xy−2

4 ,

x2 7−→
(
x2

2

)xy−1

4
x
−y
1 (x2)

x
y−1

4
x
−y
1

x−2

2

(
x−2

2

)xy−1

4
x
−y
1 ,

x3 7−→
(
x2

2

)xy−1

4
x
−y
1

(
x−2

2

)xy−1

4
x
−y
1

x−2

2 xy−1

4 ,

x4 7−→ x4,

т. е. W3(β) 6= 1. �

Тем не менее остаются открытыми следующие

Вопросы. Будут ли представления W1,W2 : V Bn −→ Aut(Fn+1) точными

при n = 3? Будет ли представление W3 точным при n ≥ 3?
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§ 3. Группы виртуальных зацеплений

Диаграммой виртуального узла (зацепления) называется регулярная про-
екция узла (зацепления) на плоскость, в которой каждая двойная точка снаб-
жена дополнительной информацией: является ли эта двойная точка класси-
ческим перекрестком или виртуальным [4] (рис. 1). Виртуальный узел — это
класс эквивалентности диаграмм по обобщенным преобразованиям Райдемай-
стера (рис. 2). Основная проблема теории виртуальных узлов — классификация
виртуальных узлов.

Рис. 1. Двойная точка виртуального узла

Рис. 2. Обобщенные преобразования Райдемайстера

Связь между виртуальными зацеплениями и виртуальными косами пол-
ностью задается аналогами теорем Александера и Маркова [5, 6, 25]. Аналог
теоремы Александера утверждает, что любое виртуальное зацепление можно
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представить в виде замыкания виртуальной косы. Напомним, что операция за-

мыкания, обозначающаяся символом ̂ , соединяет соответствующие начала и
концы нитей косы (рис. 3). Таким образом, получается зацепление β̂, соответ-
ствующее косе β.

Рис. 3. Замыкание косы σ2

Для нахождения представления группы
зацепления можно использовать два подхода.
Первый, подход Виртингера, состоит в том,
что строим диаграмму зацепления и по ней
находим порождающие и соотношения груп-
пы зацепления. Второй подход основан на
представлении зацепления в виде замкнутой
косы и представлении группы кос в группу
автоморфизмов некоторой группы. Оба эти
подхода описаны в [1] для классических зацеплений и в [7] для виртуальных
зацеплений. В частности, для всякой виртуальной косы β, используя представ-
ления W1, W2 и W3, можно определить группы G1, G2 и G3 соответственно.
При этом если хотим построить инвариант зацепления, надо доказывать, что
соответствующая группа зависит только от зацепления β̂.

Рис. 4. Соотношения

в классических перекрестках

Группа классического зацепления.

Напомним: если L — классическое зацепле-
ние в S3, то его группой G(L) называется фун-
даментальная группа π1(S

3 \L) дополнения L
в S3 [2]. Каждой компоненте связности диа-
граммы сопоставляется порождающий, а каж-
дому классическому перекрестку сопоставля-
ется следующее соотношение: c = aba−1 для
положительного перекрестка (рис. 4 слева) и
c = b−1ab для отрицательного перекрестка (рис. 4 справа).

Косовый подход. Опишем общий подход, позволяющий по представле-
нию группы виртуальных кос автоморфизмами некоторой группы строить инва-
рианты зацеплений. Предположим, что у нас есть представление ϕ : V Bn −→
Aut(H) группы виртуальных кос в группу автоморфизмов некоторой группы

H = 〈h1, h2, . . . , hm ‖ R〉, где R — соотношения группы H и L = β̂ — виртуаль-
ное зацепление. Сопоставим виртуальной косе β ∈ V Bn следующую группу:

Gv
ϕ(β) = 〈h1, h2, . . . , hm ‖ R, hi = ϕ(β)(hi), i = 1, 2, . . . ,m〉.

Группа Gv
ϕ будет инвариантом виртуального зацепления L, если доказать, что

для любой другой косы β′ такой, что зацепления β̂ и β̂′ эквивалентны, группа
Gv

ϕ(β) изоморфна группе Gv
ϕ(β′).

Используем этот подход для представлений Wl, l = 1, 2, 3. Пусть β ∈ V Bn

для некоторого n. Тогда группой косы β назовем следующую группу:

Gv
l (β) = 〈x1, x2, . . . , xn, y ‖ xi = Wl(β)(xi), i = 1, 2, . . . , n〉.

Покажем, что определенная таким образом группа будет инвариантом вир-
туального зацепления β̂. Более точно, справедлива

Теорема 1. Пусть β ∈ V Bn и β′ ∈ V Bm — две виртуальные косы, за-

мыкания которых определяют одно и то же виртуальное зацепление L. Тогда
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Gv
l (β) ∼= Gv

l (β
′), l = 1, 2, 3, т. е. группа Gv

l (β) является инвариантом виртуаль-

ного зацепления L.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2 в [26]. �

Диаграммный подход. Пусть DL — диаграмма виртуального зацепления
L. Каждой дуге диаграммы от одного перекрестка до другого (классического
или виртуального) сопоставим свой порождающий. Получим некоторое множе-
ство порождающих a, b, c, . . . . Для представлений W1 и W2 дуге, проходящей
сверху в классическом перекрестке, сопоставляется один порождающий, для
представления W3 в этом случае сопоставляются два порождающих.

Группой диаграммы DL назовем группу, порожденную элементами a, b, c,
. . . , y и определяемую следующей системой соотношений. Дополнительный эле-
мент y вводится для виртуальных перекрестков. Для представления W1 поло-
жительному перекрестку соответствует соотношение c = arba−r (рис. 5 слева),
отрицательному перекрестку — соотношение c = b−rabr (рис. 5 справа), вирту-

альному перекрестку — пара соотношений c = by
−1

и d = ay (рис. 6).

Рис. 5. Соотношения в классических Рис. 6. Соотношения в виртуальном

перекрестках группы Gv

1
(DL) перекрестке группы Gv

1
(DL)

Для представления W2 положительному перекрестку соответствует соотно-
шение c = ab−1a (рис. 7 слева), отрицательному — соотношение c = ba−1b (рис. 7
справа), виртуальному — та же пара соотношений, что и для представления W1.

Рис. 7. Соотношения в классических Рис. 8. Соотношения в классических

перекрестках группы Gv

2
(DL) перекрестках группы Gv

3
(DL)

Для представления W3 перекрестку каждого типа соответствует пара со-
отношений: c = a2b и d = b−1a−1b в случае положительного перекрестка (рис. 8
слева) и c = ab−1a−1 и d = ab2 в случае отрицательного перекрестка (рис. 8
справа). Виртуальному перекрестку соответствует та же пара соотношений, что
и для представления W1.

Определенные таким образом группы являются инвариантами зацепления
L, т. е. справедлива

Теорема 2. Если DL и D′

L — две диаграммы, отвечающие виртуальному

зацеплению L, то Gv
l (DL) и Gv

l (D
′

L) изоморфны, l = 1, 2, 3.

Доказательство следует из теоремы 1 и предложения 5. �
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Предложение 5. Пусть L — виртуальное зацепление, DL — его диаграм-

ма и β — виртуальная коса такая, что ее замыкание β̂ эквивалентно L. Тогда

группа Gv
l (DL) изоморфна группе Gv

l (β), l = 1, 2, 3.

Доказательство аналогично доказательству предложения 1 в [26]. �

§ 4. Примеры вычисления

групп классических зацеплений

В этом параграфе рассматриваем только представления w1 и w2, так как
w3 эквивалентно w2. Символом Gl(L) будем обозначать группу зацепления L,
построенную по представлению wl, l = 1, 2.

Для начала установим связь группы узла (зацепления) с группой зеркаль-
ного образа этого узла. Напомним, что в диаграмме зеркального образа узла
все положительные перекрестки исходного узла становятся отрицательными, и
наоборот (см. ниже рис. 11). Для зеркального образа узла (зацепления) спра-
ведливо

Предложение 6. Пусть β̂ — узел (зацепление), а β̂−1 — его зеркальный

образ. Тогда Gl(β
−1) = Gl(β), l = 1, 2. Это означает, что группы Gl не отличают

узел (зацепление) от его зеркального образа.

Доказательство. По определению группа Gl(β), l = 1, 2, β ∈ Bn, равна

Gl(β) = 〈x1, x2, . . . , xn, y ‖ wl(β)(xi) = xi, i = 1, 2, . . . , n〉.

Соотношение wl(β)(xi) = xi, i = 1, . . . , n, равносильно xi = w−1
l (β)(xi), что

эквивалентно следующему:

xi = wl(β
−1)(xi).

Таким образом, получается соотношение группы Gl(β
−1). �

Зацепления, полученные замыканием 2-нитиевых кос, называются 2-ни-

тиевыми торическими зацеплениями. Сформулируем общий результат для

таких зацеплений σ̂k
1 , σk

1 ∈ B2, где k ∈ N, и как частные случаи найдем группы
тривиального узла, зацепления Хопфа и трилистника. Для представления w1

справедливо

Предложение 7. Группа G1

(
σk

1

)
, где σ̂k

1 — 2-нитиевое торическое зацеп-

ление, σk
1 ∈ B2, k ∈ N, имеет следующий вид:

G1

(
σk

1

)
=

〈
x1, x2 ‖ x1 x

r
2x

r
1x

r
2 . . . x

r
2︸ ︷︷ ︸

k−1

= xr
2x

r
1x

r
2 . . . x

r
2︸ ︷︷ ︸

k−1

x1, x2 x
r
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

k−1

= xr
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

k−1

x2

〉
,

если k четное, и вид

G1

(
σk

1

)
=

〈
x1, x2 ‖ x1 x

r
2x

r
1x

r
2 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

k−1

= xr
2x

r
1x

r
2 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

k−1

x2, x2 x
r
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
2︸ ︷︷ ︸

k−1

= xr
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
2︸ ︷︷ ︸

k−1

x1

〉
,
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если k нечетное.

Доказательство. Пусть k = 1. Автоморфизм w1(σ1) имеет вид

w1(σ1) :

{
x1 7−→ xr

1x2x
−r
1 ,

x2 7−→ x1.

Тогда
G1(σ1) =

〈
x1, x2 ‖ x1 = xr

1x2x
−r
1 , x2 = x1

〉
= 〈x1〉 ∼= Z.

Пусть k нечетное, т. е. k = 2m− 1,m ∈ N. Нетрудно заметить, что

w1

(
σ2m−1

1

)
:





x1 7−→ xr
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

2m−1

x2 x
−r
1 x−r

2 x−r
1 . . . x−r

1︸ ︷︷ ︸
2m−1

,

x2 7−→ xr
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

2m−2

x2 x
−r
1 x−r

2 x−r
1 . . . x−r

1︸ ︷︷ ︸
2m−2

.

Действуя на порождающий x1 автоморфизмом w1

(
σ2m

1

)
, имеем

x1
w1(σ2m−1

1
)

−→ xr
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

2m−1

x2 x
−r
1 x−r

2 x−r
1 . . . x−r

1︸ ︷︷ ︸
2m−1

w1(σ1)
−→ xr

1x
r
2x

−r
1 xr

1x
r
1 . . . x

−r
1 x1x

r
1x

−r
2 x−r

1 x−r
1 xr

1 . . . x
−r
1

= xr
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

2m

x2 x
−r
1 x−r

2 x−r
1 . . . x−r

1︸ ︷︷ ︸
2m

.

Действуя на порождающий x2 автоморфизмом w1(σ
2m
1 ), получаем

x2
w1(σ2m−1

1
)

−→ xr
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

2m−2

x2 x
−r
1 x−r

2 x−r
1 . . . x−r

1︸ ︷︷ ︸
2m−2

w1(σ1)
−→ xr

1x
r
2x

−r
1 xr

1x
r
1 . . . x

−r
1 x1x

r
1x

−r
2 x−r

1 x−r
1 xr

1 . . . x
−r
1

= xr
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

2m−1

x2 x
−r
1 x−r

2 x−r
1 . . . x−r

1︸ ︷︷ ︸
2m−1

.

Таким образом,

G1

(
σ2m

1

)
=

〈
x1, x2 ‖ x1 x

r
2x

r
1x

r
2 . . . x

r
2︸ ︷︷ ︸

2m−1

= xr
2x

r
1x

r
2 . . . x

r
2︸ ︷︷ ︸

2m−1

x1, x2 x
r
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

2m−1

= xr
1x

r
2x

r
1 . . . x

r
1︸ ︷︷ ︸

2m−1

x2

〉
.

Для нечетного k доказывается аналогично. �

Отсюда легко вытекает

Следствие. Пусть k ∈ Z. Тогда для всякого зацепления σ̂k фактор-группа

группы G1

(
σk

1

)
по коммутанту равна

G1

(
σk

1

)
/
(
G1

(
σk

1

))
′

=

{
Z × Z при k = 2m,

Z при k = 2m− 1,

где m ∈ N.

Группы, построенные по представлению w2 для 2-нитиевого торического
зацепления, будут иметь кручение. А именно, верно
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Предложение 8. Группа G2

(
σk

1

)
, где σ̂k

1 — 2-нитиевое торическое зацеп-

ление, σk
1 ∈ B2, k ∈ N, имеет следующий вид:

G2

(
σk

1

)
= 〈x1, t ‖ tk = 1〉 ∼= Z ∗ Zk.

Доказательство. Пусть k = 1. Автоморфизм w2(σ1) имеет вид

w1(σ1) :

{
x1 7−→ x1x

−1
2 x1,

x2 7−→ x1.

Тогда

G1(σ1) =
〈
x1, x2 ‖ x1 = x1x

−1
2 x1, x2 = x1

〉
= 〈x1〉 ∼= Z.

Нетрудно заметить, что

w2

(
σk−1

1

)
:

{
x1 7−→

(
x1x

−1
2

)k−1
x1,

x2 7−→
(
x1x

−1
2

)k−2
x1.

Действуя на x1 автоморфизмом w2

(
σk

1

)
, получим

x1
w2(σk−1

1
)

−→
(
x1x

−1
2

)k−1
x1

w2(σ1)
−→

(
x1x

−1
2 x1x

−1
1

)k−1
x1x

−1
2 x1 =

(
x1x

−1
2

)k
x1.

Аналогично, действуя на x2, имеем

x2
w2(σ

k−1

1
)

−→
(
x1x

−1
2

)k−2
x1

w2(σ1)
−→

(
x1x

−1
2 x1x

−1
1

)k−2
x1x

−1
2 x1 =

(
x1x

−1
2

)k−1
x1.

Следовательно,

G2

(
σk

1

)
=

〈
x1, x2 ‖ x1 =

(
x1x

−1
2

)k
x1, x2 =

(
x1x

−1
2

)k−1
x1

〉
= 〈x1, t ‖ tk = 1〉,

где t = x1x
−1
2 . Видим, что группа G2

(
σk

1

)
изоморфна Z ∗ Zk. �

Предложение 8 дает классификацию 2-нитиевых торических зацеплений с
точностью до зеркального образа.

Используя предложения 7 и 8, можем сформулировать следующие резуль-
таты для тривиального узла, зацепления Хопфа и трилистника.

Тривиальный узел. Тривиальный узел U можно представить в виде
замыкания косы σ1 ∈ B2 (рис. 9). Известно, что классическая группа триви-
ального узла G(U) = π(S3 − U) изоморфна Z. В случае представлений Вады
справедливо

Рис. 9. Тривиальный узел Рис. 10. Зацепление Хопфа
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Предложение 9. Пусть U = σ̂1 — тривиальный узел. Тогда его группа

Gl(σ1), l = 1, 2, изоморфна бесконечной циклической группе, т. е. Gl(σ1) ∼= Z.

Зацепление Хопфа. Напомним, что зацепление Хопфа является зацеп-
лением двух тривиальных узлов (рис. 10). Его можно представить в виде за-
мыкания косы σ2

1 ∈ B2. Классическая группа зацепления Хопфа имеет вид

G
(
σ2

1

)
= 〈x1, x2 ‖ x1x2 = x2x1〉 ∼= Z

2.

Для зацепления Хопфа справедливо

Предложение 10. Группы зацепления Хопфа, построенные по представ-

лениям w1 и w2, имеют следующий вид:

G1

(
σ2

1

)
=

〈
x1, x2 ‖ x1x

r
2 = xr

2x1, x2x
r
1 = xr

1x2

〉
=

〈
x1, x2 ‖

[
x1, x

r
2

]
=

[
xr

1, x2

]
= 1

〉
,

G2

(
σ2

1

)
∼= Z ∗ Z2.

Рис. 11. Трилистники

Трилистник. Узел, изображенный на рис. 11 слева, называется трилист-

ником и обозначается символом T . Его можно представить в виде замыкания
косы σ3

1 ∈ B2. Известно, что классическая группа трилистника G(T ) изоморфна
B3. Найдем группы трилистника для представлений w1 и w2.

Предложение 11. Группы трилистника, построенные по представлениям

w1 и w2, имеют следующий вид:

G1

(
σ3

1

)
=

〈
x1, x2 ‖ x1x

r
2x

r
1 = xr

2x
r
1x2, x2x

r
1x

r
2 = xr

1x
r
2x1

〉
,

G2

(
σ3

1

)
∼= Z ∗ Z3.

Зеркальный образ трилистника. Обозначим зеркальный образ три-
листника T символом T (рис. 11 справа). Его можно представить в виде замыка-
ния косы σ−3

1 ∈ B2. Известно, что классическая группа не отличает трилистник
от его зеркального образа, т. е. G(T ) ∼= G(T ), хотя доказано, что трилистник и
его зеркальный образ не эквивалентны.

Предложение 12. Группы Gl не отличают трилистник от его зеркального

образа, т. е. Gl

(
σ−3

1

)
∼= Gl

(
σ3

1

)
, где l = 1, 2.

Доказательство следует из предложения 6. �
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§ 5. Примеры вычислений

групп виртуальных зацеплений

Предложение 13. Пусть L = β̂ — классическое зацепление. Тогда

Gv
l (β) = Gl(β) ∗ Z, l = 1, 2, 3.

Тривиальный узел. Вычисляем группы тривиального узла U = σ̂1, где
σ1 ∈ B2, для представлений Wl, l = 1, 2, 3. Справедливо

Предложение 14. Gv
l (σ1) ∼= F2, l = 1, 2, 3.

Доказательство. Для Gv
1(σ1) и Gv

2(σ1) это следует из предложений 9
и 13. Рассмотрим случай W3. Имеем

W3(σ1) :

{
x1 7−→ x2

1x2,

x2 7−→ x−1
2 x−1

1 x2.

Тогда

Gv
3(σ1) =

〈
x1, x2, y ‖ x1 = x2

1x2, x2 = x−1
2 x−1

1 x2

〉
= 〈x1, y〉 ≃ F2. �

Рис. 12. Виртуальное

зацепление Хопфа

Виртуальное зацепление Хопфа. Вирту-
альное зацепление Хопфа можно представить в ви-
де замкнутой косы ρ̂1σ1, где ρ1, σ1 ∈ V B2, (рис. 12).
Справедливо

Предложение 15. Gv
l (ρ1σ1) ∼= F2 ⋋ Z, l =

1, 2, 3.
Доказательство. Находим группу Gv

1(ρ1σ1).
Автоморфизм W1(ρ1σ1) действует на x1 и x2 сле-
дующим образом:

W1(ρ1σ1) :

{
x1

ρ1
−→ yx2y

−1 σ1−→ yx1y
−1,

x2
ρ1
−→ y−1x1y

σ1−→ y−1xr
1x2x

−r
1 y.

Группа виртуального зацепления Хопфа имеет вид

Gv
1(ρ1σ1) =

〈
x1, x2, y ‖ x1 = yx1y

−1, x2 = y−1xr
1x2x

−r
1 y

〉

=
〈
x1, x2, y ‖ xy

1 = x1, xy
2 = x−r

1 x2x
r
1

〉
.

Видим, что группа Gv
1(ρ1σ1) является полупрямым произведением свободной

группы F2 = 〈x1, x2〉 и бесконечной циклической группы 〈y〉, при этом y дей-
ствует на F2 как автоморфизм

ϕ1 :

{
x1 7−→ x1,

x2 7−→ (x2)
xr
1 .

Автоморфизм W2(ρ1σ1) действует на x1 и x2 следующим образом:

W2(ρ1σ1) :

{
x1 7−→ yx1y

−1,

x2 7−→ y−1x1x
−1
2 x1y.

Получаем группу

Gv
2(ρ1σ1) =

〈
x1, x2, y ‖ x1 = yx1y

−1, x2 = y−1x1x
−1
2 x1y

〉

=
〈
x1, x2, y ‖ [x1, y] = 1, yx2y

−1 = x1x
−1
2 x1

〉
.
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Таким образом, Gv
2(ρ1σ1) является расширением свободной группы F2 = 〈x1, x2〉

при помощи Z = 〈y〉, и сопряжение элементом y−1 индуцирует автоморфизм

ϕ2 :

{
x1 7−→ x1,

x2 7−→ x1x
−1
2 x1.

Автоморфизм W3(ρ1σ1) действует на x1 и x2 следующим образом:

W3(ρ1σ1) :

{
x1 7−→ yx−1

2 x−1
1 x2y

−1,

x2 7−→ y−1x2
1x2x1x2y.

Группа имеет вид

Gv
3(ρ1σ1) =

〈
x1, x2, y ‖ x1 = yx−1

2 x−1
1 x2y

−1, x2 = y−1x2
1x2y

〉

=
〈
x1, x2, y ‖ xy

1 = x−1
2 x−1

1 x2, x2 =
(
x2

1x2

)y〉
.

Преобразуем последнее соотношение:

x2 =
(
xy

1

)2
xy

2 = x−1
2 x−2

1 x2x
y
2 ⇒ xy

2 = x−1
2 x−2

1 x2
2.

Получаем

Gv
3(ρ1σ1) =

〈
x1, x2, y ‖ xy

1 = x−1
2 x−1

1 x2, xy
2 = x−1

2 x−2
1 x2

2

〉
.

Покажем, что Gv
3(ρ1σ1) является HNN-расширением с базой F2 = 〈x1, x2〉, ассо-

циативными подгруппами A = F2, B =
〈
xx2

1 , x−1
2 x−2

1 x2
2

〉
и проходной буквой y,

которая индуцирует изоморфизм A на B:

ϕ3 :

{
x1 7−→ xx2

1 ,

x2 7−→ x−1
2 x−2

1 x2
2.

Покажем, что B = A. Для этого надо показать, что сопряжение элементом
y индуцирует автоморфизм ϕ3 группы A. Используем преобразования Нильсена
[27] для группы B = 〈x−1

2 x1x2, x
−1
2 x−2

1 x2x2

〉
. Умножая второй элемент на квад-

рат первого, имеем
(
x−1

2 x1x2, x−1
2 x2

1x2x
−1
2 x−2

1 x2x2

)
=

(
x−1

2 x1x2, x2

)
. Сопрягая

элементом x−1
2 первый элемент, получаем

(
x2x

−1
2 x1x2x

−1
2 , x2

)
= (x1, x2). �

Следствие. Группы Gv
l (ρ1σ1), l = 1, 2, 3, линейны.

Рис. 13. Виртуальный

трилистник

Доказательство. Поскольку Gv
l явля-

ется расширением F2 при помощи Z, она вкла-
дывается в голоморф HolF2. Из [28] следует,
что голоморф HolF2 является линейной груп-
пой. �

Виртуальный трилистник. Виртуаль-
ный трилистник vT (рис. 13) является замы-
канием косы ρ1σ

2
1 ∈ V B2. Найдем группу

Gv
1(vT ). Имеем

W1

(
ρ1σ

2
1

)
:

{
x1

ρ1
−→ yx2y

−1 σ1−→ yx1y
−1 σ1−→ yxr

1x2x
−r
1 y−1,

x2
ρ1
−→ y−1x1y

σ1−→ y−1xr
1x2x

−r
1 y

σ1−→ y−1xr
1x

r
2x1x

−r
2 x−r

1 y.

Следовательно,
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Gv
1

(
ρ1σ

2
1

)
=

〈
x1, x2, y ‖ x1 = yxr

1x2x
−r
1 y−1, x2 = y−1xr

1x
r
2x1x

−r
2 x−r

1 y
〉
.

Из первого соотношения выражаем x2, подставляем во второе, получаем

Gv
1

(
ρ1σ

2
1

)
=

〈
x1, y ‖ x−r

1 y−1x1yx
r
1 = y−2xr

1yx1y
−1x−r

1 y2
〉
.

Аналогично строим группы виртуального трилистника, используя W2 и W3.
Автоморфизм W2

(
ρ1σ

2
1

)
действует на x1 и x2 следующим образом:

W2

(
ρ1σ

2
1

)
:

{
x1 7−→ yx1x

−1
2 x1y

−1,

x2 7−→ y−1x1x
−1
2 x1x

−1
2 x1y.

Получаем группу

Gv
2

(
ρ1σ

2
1

)
=

〈
x1, x2, y ‖ x1 = yx1x

−1
2 x1y

−1, x2 = y−1x1x
−1
2 x1x

−1
2 x1y

〉
.

Из первого соотношения выражаем x2, подставляем во второе и получаем

Gv
2

(
ρ1σ

2
1

)
=

〈
x1, y ‖ x1y

−1x−1
1 yx1 = y−2x1yx

−1
1 y−1x1y

2
〉
.

Ясно, что группы Gv
1

(
ρ1σ

2
1

)
и Gv

2

(
ρ1σ

2
1

)
не изоморфны F2, так как они имеют

два порождающих и одно нетривиальное соотношение.
Автоморфизм W3

(
ρ1σ

2
1

)
действует на x1 и x2 следующим образом:

W3

(
ρ1σ

2
1

)
:

{
x1 7−→ yx−1

2 x−1
1 x−1

2 x−1
1 x2y

−1,

x2 7−→ y−1x2
1x2x1x2y.

Соответствующая группа имеет вид

Gv
3

(
ρ1σ

2
1

)
=

〈
x1, x2, y ‖ x1 = yx−1

2 x−1
1 x−1

2 x−1
1 x2y

−1, x2 = y−1x2
1x2x1x2y

〉
.

Видим, что группы Gv
l

(
ρ1σ

2
1

)
, l = 1, 2, 3, не изоморфны F2, что доказывает

неэквивалентность виртуального трилистника тривиальному узлу.

Рис. 14. Узел Кишино

Узел Кишино. Узел Кишино (рис. 14
слева) является связной суммой двух тривиаль-
ных виртуальных узлов, при этом он сам не
является тривиальным узлом [29]. Известно,
что его полином Джонса тривиален. Пусть c =
ρ1σ2σ1σ2ρ1σ

−1
2 σ−1

1 σ−1
2 ∈ V B3 (рис. 14 справа),

тогда замыкание ĉ эквивалентно узлу Кишино.
Найдем группы Gv

1(c) и Gv
2(c).

Нетрудно доказать, что образы косы c при
представлениях W1 и W2 имеют вид

W1(c) :





x1 7−→ yx2y
−1,

x2 7−→ x
(y−1x−r

1
y2x−r

2
yxr

2y
−1)

3 ,

x3 7−→ x
(y2x−r

2
y−2xr

2y
−2xr

1yx
r
3y

−1x−r
1

y2x−r
2

yxr
2y

−1)
1 ,

y 7−→ y,

W2(c) :





x1 7−→ yx2y
−1,

x2 7−→
(
x−1

3

)(y−1x1y
2x−1

2
yx2y

−1)
,

x3 7−→
(
x−1

1

)(y2x2y
−2x−1

2
y−2x1yx

−1

3
y−1x1y

2x−1

2
yx2y

−1)
,

y 7−→ y.
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Покажем, что Gv
l (c)

∼= F2, l = 1, 2, т. е. эти группы не отличают узел
Кишино от тривиального узла. Имеем

Gv
1(c) =

〈
x1, x2, x3, y ‖ x1 = yx2y

−1, x2 = x
(y−1x−r

1
y2x−r

2
yxr

2y
−1)

3 ,

x3 = x
(y2x−r

2
y−2xr

2y
−2xr

1yx
r
3y

−1x−r
1

y2x−r
2

yxr
2y

−1)
1

〉
.

Используя первое соотношение, можно исключить x1 из множества порожда-
ющих группы Gv

1(ĉ), а используя второе соотношение, можно исключить x3.
Получаем

Gv
1(c) = 〈x, y ‖ x−ryx−ryxry−1xyx−ry−1xry−1xr

= x−ryx−ryxry−1xyx−ry−1xry−1xr〉 ∼= F2,

где x = x2.
Аналогично проверяется, что Gv

2(c)
∼= F2.

Рис. 15. Диаграмма узла Кишино

Для вычисления группы Gv
3(c) удобнее использовать диаграммный подход

(рис. 15). Имеем

Gv
3(c) = 〈a, b, c, d, e, f, g, h, l,m, n, p, y ‖ a = eb−1e−1, d = eb2, e = fy−1

,

b = cy, c = g2d, f = d−1g−1d, g = n2h, m = h−1n−1h, n = py
−1

,

h = ly, l = a m−1a−1, p = am2〉.

Можно показать, что она изоморфна

Gv
3(c) = 〈c, l, p, y ‖ y−1l−yp−2y−1

l−yp−2y−1

cc−2yy = c−1l−yp−2y−1

c,

p−1lp = l−ypy
−1

ly, p = l−yp−2y−1

l−yp−2y−1

cc−yc−1p2y−1

l2y〉.

Вопрос. Будет ли Gv
3(c) изоморфна F2?
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