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PREFACIO

La idea de escribir este libro de texto surgié en septiembre de
1994, durante una estadia conjunta en la Universidad de La Habana,
de los profesores J.Guddat (Humboldt-Universitat, Berlin, R.F.A.) y
H.Th.Jongen (Rheinisch-Westfalische Technische Hochschule, Aachen,
R.F.A)).

El libro contiene una selecciéon de topicos que se ha ofrecido a estu-
diantes de matematica, en cursos magistrales de optimizacién no lineal,
en las universidades mencionadas.

Los autores hemos renunciado conscientemente a temas clasicos
como la optimizacién lineal y la teoria de dualidad. Han sido colo-
cadas en el centro de nuestra atencion las condiciones de optimalidad,
la teoria del punto critico (minimos locales, puntos de ensilladura y sus
respectivas relaciones), las singularidades para problemas paramétricos
no lineales y los métodos de continuacion y saltos, asi como su uti-
lizacién en métodos de resolucién de la optimizacion no lineal.

Hemos escrito este libro pensando, en primer lugar, en los estu-
diantes de matematica, de economia y de investigacién de operaciones.
Con esto deseamos contribuir a la unificacion de la elaboraciéon concep-
tual y al desarrollo de la optimizacion matematica en el ambito hispano.

Aachen, Berlin, Erlangen-Niirnberg, Habana, San José

Los Autores






Capitulo 1

Introduccion

1.1 Analisis de contenidos

Para comenzar, consideremos el problema de optimizacion no lineal,
cuya estructura standard esta dada por:

(P) min{f(x)|z € M}, (1.1)

donde
M :={x € R"|hi(z)=0,0 € 1, gj(z) > 0,5 € J}

I={l,....m},m <n,J:={1,....8} vy f,hi,g; € CX(IR*",R), i €
I, 7 € J. La magnitud de k sera precisada en cada capitulo.

Tal y como se ha mencionado en el prefacio, nos hemos concentrado
en ciertos temas que mencionaremos a continuacion:

El Capitulo 2 contiene condiciones de optimalidad de ler. y 2do.
orden para problemas con restricciones sencillas. Un ejemplo lo propor-
ciona el problema (1.1) cuando el conjunto factible M posee la forma

M := IRP x IH* (1.2)

donde H*:={z € R |z, >0,i=1,...,9} yn=p+q.

En el Capitulo 3 seran deducidos, de un modo no tradicional, al-
gunos criterios de optimalidad para problemas generales de la forma
(1.1). En tal deduccién jugara un papel decisivo el llamado difeomor-
fismo standard. Este servira, por ejemplo, para describir la estructura
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2 Anélisis de Contenidos

local del conjunto factible, en una vecindad de un minimo local, a través
del problema descrito por (1.2).

Para tal construccion necesitaremos contar con la condicion de re-
gularidad de independencia lineal (en breve LICQ de la expresién en
inglés: Linear Independence Constraint Qualification). En los dos
primeros capitulos seran introducidos también los conceptos de minimo
global, minimo local, minimo local estricto, punto critico y punto es-
tacionario. Ademas, una generalizacién del concepto de punto critico
(punto critico generalizado) se introducira en el Capitulo 5.

El Capitulo 4 es uno de los capitulos centrales del libro. En el se
considerara el conocido Lema de Morse, el cual permite describir la
estructura local de una funcién (dos veces diferenciable) en un punto
critico no degenerado. Para ello se ha escogido un enfoque homotépico,
el cual, por lo demas, resulta esencial en el estudio de las singulari-
dades: la funcién que esta en la base del analisis sera conectada, me-
diante una familia uniparamétrica, con su desarrollo de Taylor (aqui
hasta el segundo orden) en el punto critico. Luego serd esquematizada
la relacién global entre los puntos criticos. También se considerara la
modificacion de la estructura topoldgica de los conjuntos de nivel infe-
rior, especialmente al traspasarse niveles que contienen puntos criticos.
En esto resulta decisiva la distribucion de los valores propios de la ma-
triz hessiana de la funcién en los puntos criticos. Posteriormente se
mostrara de qué modo las citadas consideraciones se pueden trasladar
a problemas con restricciones. Por ultimo, se mostrara graficamente
como se modifica la funcién objetivo y el conjunto factible (para casos
simples) en una familia uniparamétrica. En realidad, tales familias uni-
paramétricas (deformaciones continuas) y las respectivas aplicaciones
constituyen la base conceptual del presente libro.

En el Capitulo 5 seran abordadas conocidas proposiciones sobre
sistemas de desigualdades lineales, las cuales seran utilizadas con pos-
terioridad. Mencionaremos aqui el Lema de Farkas, teoremas de al-
ternativa, condiciones necesarias de optimalidad para un minimo local
(sin LICQ), la llamada condicién de Fritz-John, etc.

También se introducira una condicion de regularidad mas débil que
la condiciéon LICQ, la llamada Condicién de regularidad de Manga-
sarian-Fromowitz MFCQ(Del idioma inglés: Mangasarian-Fromowitz
Constraint Qualification). Tal condicién es suficiente para garantizar
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que un minimo local sea también un punto estacionario. La condicion
MFCQ es también condicion necesaria y suficiente para que el conjunto
de los multiplicadores de Lagrange, pertenecientes a un punto esta-
cionario, sea acotado (Teorema de Gauvin). Ambas propiedades se
mostraran en el Capitulo 5.

En los capitulos 6 y 7 nos ocuparemos de problemas de optimizacién
paramétricos con la estructura standard siguiente

P(t) min{f(z,t)|x € M(t)}, te R (te]0,1])
donde
M(t) :=={z € R"|hi(z,t) =0,0 € I, g;(x,1) > 0,7 € J}

I'={l,....m},m<mn, J:={l,...,8}y f, hi,g; € C*(IR"* x IR, IR),
k> 2.

Para algunos de los resultados dados en los capitulos 6 y 7 nece-
sitaremos un grado mayor de diferenciabilidad.

En el Capitulo 6 seran introducidas inicialmente las clases de fun-
ciones F de Jongen,Jonker y Twilt y la de Kojima y Hirabayashi. Ahi
consideramos los conjuntos siguientes:

Yo = {(z,t) € R" x IR | z es punto critico generalizado de P(t)}
Ystar = {(2,t) € R" x IR | x es punto estacionario de P(t)}
Yie = {(x,t) € R" x IR | x es punto de minimo local de P(t)}

En el mismo capitulo se describe detalladamente la estructura lo-
cal del conjunto ¥,. cuando la tripleta (f, H, &) pertenece a la subfa-
milia (C3-densa y abierta) de funciones F C C*(IR™ x IR, IR)'*™*s,
donde C3 designa la topologia fuerte o topologia de Whitney y H :=
(hi,.o b)), Gi=(g1,...,9s)".

La clase F se define de manera tal que si (f, H,G) € F, entonces
¥, puede caracterizarse segin cinco tipos de puntos. La Figura 1.1
ilustra, para cada uno de los cinco tipos de puntos criticos generaliza-
dos, la estructura local del conjunto ¥,..

El lector puede encontrar en el presente capitulo pruebas detalladas,
tanto del teorema sobre la genericidad de la clase F como del teorema



Anélisis de Contenidos

Tipo 1 /i——/

Tipo 2

Tipo 3 >2 2<

Tipo 4 \ z 2/ ‘ > z z<
,l \\~
Jo(Z2) £ 0 Jo(Z2) £ 0 Jo(z2) =0 Jo(Z) =10
(9) (/)1) (1) (7)
// :\\ /”:
Tipo 5 ::\ z,5°7 ::\\\ B B Rt
//;u&;;- //;ibz :_~~~

MFCQ vale MFCQ violada MFCQ violada
(k (0) (m)

- Estat

———— N

Figura 1.1: Estructura de ¥,.



Introduccién 5

sobre perturbaciones. Este ultimo nos indica de qué modo es posible
instalarse en la clase F a partir de cualquier problema paramétrico y
es por ende importante desde el punto de vista de las aplicaciones.

La clase de funciones denominada de Kojima-Hirabayashi (Ver [110])
fue introducida como una generalizacion de la definicion clasica de un
valor regular de una funcién continuamente diferenciable. Fn efecto,
mediante la denominada aplicacion de Kojima, la cual es continuamente
diferenciable a trozos, se puede lograr una descripcion del sistema de
Karush-Kuhn-Tucker y caracterizar sus soluciones.

El sistema de Karush-Kuhn-Tucker, para un problema dado P(t)
(con restricciones de desigualdad en la forma “>"), tiene solucién en un
punto (7, 1) si existe, a su vez, un punto y € R™** tal que H(z,y,t) = 0,
donde H : Rrtmtstl  Rrntm+s estd definida por

Dof(a.t) + Xy Do) + 3yt Dagi (1)
i€l jed

My )= | _pia,t), iel :

Ymij — i), J € J
(1.3)
(para o € IR sea a* = max{a,0} y = = min{a, 0}).

Obviamente la aplicacion H en (1.3) es continuamente diferenciable
a trozos. Se puede mostrar que, si 0 € R"T™*% es un valor regular de H,
entonces H™'(0) es una C'-variedad unidimensional. Haremos notar,
en este mismo Capitulo 6, que la condicién (f, H,G) € F implica que
cero es un valor regular de la aplicaciéon ‘H de Kojima.

El Capitulo 7 contiene una descripcion de los métodos de conti-
nuaciéon que se puede utilizar sobre los conjuntos X, y %, para las
familias de funciones consideradas en el Capitulo 6. Este capitulo con-
tiene ademas una discusion sobre el concepto de “salto”, desde una
componente conexa hacia otra ,tanto en el conjunto ¥;,. como en ¥,..
El lector encontrara en este capitulo un tratamiento mas detallado y
mas sencillo sobre esta tematica que en el libro [61].

En el capitulo final seran utilizados los conceptos y algoritmos consi-
derados en los capitulos 6 y 7 para analizar y mejorar métodos conocidos
de la optimizacién no lineal (por ejemplo los métodos de penalizacién).
Este analisis tendra como base la idea de interpretar dichos métodos
como métodos de continuacién, usando inmersiones adecuadas.
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Una inmersion del problema (1.1) se entiende como un problema de
optimizacion uniparamétrico

P(t) min{f(y,t)ly € M(t)}, te][0,1] (1.4)
donde
M(t) == {y € R"|hi(y,t) = 0,i € I, g;(y,1) > 0,5 € J}

n <ny.Jesun conjunto de indices finito con J C J. Dicho proble-
ma p(t) ha de ser tal que para ]5(0) conozcamos un punto solucion
(punto de partida) y que ]3(1) sea equivalente (en sentido general) con
el problema original (1.1).

Un ejemplo de inmersion es el siguiente: definimosn=n, J =Jy

flz,t) = tf(z)+ (1 =t)[z —2°
hi(e,t) = hi(z)+ (- Dhi(e®)i € 1, (1.5)
gi(z,t) = gi(z)+ (1 —t)]g;(2°)],j € J

donde 2° € IR™ se escoge arbitrariamente.

Esta es la llamada inmersién standard, considerada en la Seccién
8.3 (Ver detalles en [34], [63]). Observamos que el punto z° es incluso
un minimo global de P(0) para la inmersién (1.5).

En un caso como el anterior, o inclusive mas general, podemos
plantearnos la problematica de encontrar una discretizacion del inter-
valo [0, 1]:

O=to<...<t;<...,tn=1

y, consecuentemente, minimos locales (puntos estacionarios o puntos
c.g.) de ﬁ(ti), i = 1,...,N. El anterior planteamiento tiene una
relacion natural con los métodos de continuacion y puede utilizarse no
solamente para replantear problemas de optimizacion a través de in-
mersiones sino también para reformular otros problemas como veremos
mas adelante.

En la Seccion 8.2 se interpretara el método de penalizaciéon como un
método de inmersion. Para los asi llamados métodos de penalizacion
exacta y de los multiplicadores de Lagrange se ha realizado investi-
gaciones similares (Ver [63, 62, 23, 24]). El lector podré encontrar
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en la Seccién 8.3 un resumen de dichas publicaciones. Hacemos no-
tar que también puede estudiarse con esta concepcion de inmersion
otros métodos, como por ejemplo los de punto interior (a los cuales
pertenecen también los de barrera y los métodos centrales). Ver por
ejemplo [57, 196, 138] y las publicaciones alli mencionadas.

Los analisis de tales métodos se centran en dar respuesta a algunas
de las preguntas siguientes:

(i) ¢ Es la inmersién elegida apropiada para aplicarle una concepcién
de inmersion?

(ii) ; Cémo es posible instalarse en la clase F?

(iii) ¢ Qué tipos de singularidades pueden aparecer?

(iv) ; Es posible saltar de una componente conexa a otra?

)

)

)

v) ; Resulta razonable la hipdtesis de pertenencia a la clase F para
P p p p

la inmersién elegida?

Tal analisis conduce a modificaciones de las inmersiones clasicas,
mediante las cuales se aclara la posibilidad de encontrar, al menos, un
punto critico generalizado de (P). Debe hacerse incapié, sin embargo,
que el analisis de las inmersiones modificadas muestra la necesidad de
encontrar, en el peor de los casos, todas las componentes conexas del
conjunto ;.. Tal problema permanece abierto. Al lector le sera posible
reconocer el origen de las dificultades a lo largo de los capitulos 6 y 7.

En la siguiente seccién de la Introducciéon consideraremos otras apli-
caciones y se mostrara, entre otras cosas, que el problema de la opti-
mizacién global estaria resuelto si la inmersion standard, considerando
un punto arbitrario z° € IR", fuera siempre exitosa. Si fuéramos
capaces de encontrar tal algoritmo, tendriamos a nuestra disposicion
un algoritmo deterministico para resolver los problemas de la opti-
mizacion global. Pero debemos decir que hasta el presente no existe
una metodologia deterministica lo suficientemente poderosa como para
resolver el mencionado problema (Ver la Seccién 8.4).

Un dltimo detalle general deseamos precisar antes de pasar a la
siguiente seccién. En el Capitulo 8 se calculan numerosos ejemplos. Di-
chos ejemplos fueron todos calculados mediante el uso de el programa
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PAFO. Dicho paquete de programa ha sido desarrollado en la Univer-
sidad Humboldt de Berlin para la exploraciéon numérica de métodos
de continuacién en la optimizacion. Las ilustraciones que ofrecen los
resultados de dichos calculos son las que ofrece el paquete de progra-
mas antes mencionado. Como consecuencia en las figuras que reflejan
calculos con PAFO se observan algunos términos en inglés como por
ejemplo type, jumps y otros. Esperamos que dicha inconsistencia no
constituya un obstaculo de mayor cuantia. En el Capitulo 7 se tiene
con el mencionado detalle a la Figura 7.2. En el Capitulo 8 se tienen
en total 20 figuras que representan calculos de PAFO.

1.2 Otras aplicaciones de la optimizacion
paramétrica

1.2.1 Optimizacién global

Introduzcamos el problema de la optimizacién global . Dada la funcién
F € C*(IR", IR) consideramos el problema que consiste en encontrar
un minimo global de F' € C*(IR", IR) restringida al conjunto K. El
problema se puede expresar formalmente del siguiente modo:

min glob {F(z) |z € K}. (1.6)
El conjunto K se supone compacto y convexo, por ejemplo:
K = {x e R"||z|* < q} con ¢ >0
Proponemos la estrategia simple siguiente (Ver Figura 1.2):
Paso 1. : Computar un punto estacionario & de min{F(z) |z € K}.

Paso 2. : Encontrar un punto que pertenezca al conjunto {z € K |
F(z) < F(&) — €},
donde ¢ es suficientemente pequeno, mediante la bisqueda de un
punto critico generalizado de

min{|lz — 2°||* | 2 € K, g(z) > 0}. (1.7)

donde z° € K es arbitrario y g(z) = —F(z) + F(2) — e.
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F
F(z)—e
K
Figura 1.2:

Desde luego, el paso 2 es el mas dificil . Y tal paso podria realizarse

si dispusiéramos de un algoritmo convergente para el problema (1.7).
Hacemos notar, ademas, que  es un minimo global para el problema

min{F(z) |z € K} siy solosi{zx € K| F(z)<F(&)— ¢} ={. para
todo € > 0.
Consideremos ahora la inmersién siguiente del problema (1.7):
P(t)  min{[e—2°|*| = € K, g(z) + (t — 1)g(z°) > 0}.

Se trata de una forma de la inmersién standard. En la seccién 8.4
se muestra, precisamente para tal inmersién, que aparecen puntos de
Tipo 4 para los cuales no se dispone de un salto a otra componente

conexa (Ver también [61, Section 6.3]).

1.2.2 Optimizacion vectorial

Consideremos el problema de optimizacion vectorial
(MO) min {(fi(2),..., fo(x) | = € M}
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donde M es un subconjunto no vacio de IR™ y fi,..., fr son funciones
definidas en IR™.

Aqui utilizaremos las nociones muy conocidas de punto eficiente
(Ver p.e. [61]) (también llamado 6ptimo de Pareto, punto no domi-
nado, punto admisible, etc.), de punto localmente eficiente y las menos
conocidas nociones de punto propiamente eficiente con cota € y de punto
débilmente eficiente. Le recordamos al lector tales nociones.

Un punto = € M se denomina punto eficiente si

(f(2)+ D) f(M) =0
donde D = —IR¥\{0}, f(z) = (fi(z),..., fu(x)).

Un punto * € M se denomina punto propiamente eficiente con cota
€ si

(f(@)+ D) F(M) =0
donde D = D\{0}, D. = {y € R" | dist(y, —R}) < ¢}. Por dist en-

tendemos la distancia usual entre un punto y un conjunto, definida
como el valor infimo de la distancia euclideana entre el punto y todos
los puntos del conjunto.

Un punto € M se denomina punto débilmente eficiente si

(f(2)+ D) F(M) =0

donde D = —intﬂ%{;.

Denotaremos al conjunto de todos los puntos eficientes con M.y,
al conjunto de puntos localmente eficientes con Mj,..sy, al conjunto de
puntos propiamente eficientes con cota ¢ lo designaremos con M,
al conjunto de puntos local y propiamente eficientes con cota ¢ con la
notacion My, ., al conjunto de puntos débilmente eficientes con cota
€ sera My ..y, finalmente, al conjunto de puntos local y débilmente
eficientes lo llamaremos My, ., . Entonces se puede obtener las si-
guientes inclusiones:

M C Mgy C Myess

Ahora consideraremos las tres parametrizaciones siguientes (u € IR"
representara siempre al vector parametro ).
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Primera parametrizacion

Consideremos la siguiente funcion objetivo:

L
s(f(2), 1) = maxA?(fi(z) = pi) + 6 DN (filw) — pi), (1.8)
=1
donde XA € A := {)\ERLM;C >0,k = 1,...,L} y 6 € (0,1) son fijas y
0 < e.

Sea ¥1(p)(1, 1oc(1)) el conjunto de todos los minimos globales (lo-
cales) de

min{s(f(z),u) |z € M}, p€ R" (1.9)

Entonces (1.9) posee la propiedad
U '1/)1(,“) C Meyy, ( U d’ﬂoc(ﬂ) C Zwloceff) . (1-10)
neRT neRT

La clausura del primer miembro de la inclusién en (1.10) tiende a
M. cuando € — 0:

Meefj C U {z € '¢1,10c(/‘) | s(f(z),u) =0} C U V1(p),

pEF(Mosy) pERL
(1.11)
(Aflﬁoceff C U {.I‘ € ‘Ivbl,loc(:u) | S(f(l‘),lu) = 0} C U Ivbl(:u))
Ef(Miocers) ucRL
(1.12)

Hacemos notar que s(f(), p), definida por (1.8), no es diferenciable
y, por lo tanto, no es adecuada para nuestras aplicaciones. Sin embargo,
tomando una variable adicional v, es posible transformar (1.9) en un
problema diferenciable de pardmetro p € IR":

L O F (o) — 0 — o
Pi(p): min{(SZ A(filz) = i) + v T e M, /\ZL(iZ(l ) /Li) <0 }
=1 e,

(1.13)
siempre que las funciones de (M Q) sean diferenciables.
Sequnda parametrizacion
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L
IAE min{z MNfu(@) |z € M, —fi(x) > —pp, k = 1,...,L}, n € RE,
k=1

donde al igual que en la parametrizacién anterior \° € A es arbitrario
pero fijo.

Si denotamos con 12(4) (¢, 1o (#)) al conjunto de todos los minimos
globales (locales) de Py(u), es conocida la relacién siguiente:

pERL peRE

Megs= U aln), (Mloceff: U ¢2,10c(ﬂ))- (1.14)

(cf. e.g. [64]).

Tercera parametrizacion

Pw):  minfo|(zi0) € Ms(u)}, pe Y,
donde

Ms(p) :={(z,v) E R" xR |z eM,—fr(z)+v>0, k=1,...,L}

Denotamos con ';/;3(#)(';/;3 loc(#)) al conjunto de todos los minimos

globales (locales) de P3(p) y definimos

Ya(p) =={z € R" | v € R: (z,v) € ';z:;g(ﬂ)},
(%/JB,ZOC(,M) 1= {IE ER|FvelR: (z,v)€ ';/Jg,loc(,u)}) )

Entonces se tiene

U U3(p) = Myesy ( U ¢3710C(,M) = Mlocweff) . (1.15)

neRT neRT

Las relaciones (1.10), (1.14) y (1.15) muestran que podemos utilizar
los problemas de optimizacién paramétrica P;(u),i = 1,2,3, para la
computacién de puntos de interés ( por ejemplo puntos eficientes, etc.).
Desde luego existe otro tipo de parametrizaciones.

Resaltamos el hecho de que las parametrizaciones P;(u),7 = 1,2,3
representan problemas de tipo multiparamétrico. En nuestro enfoque
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Tabla 1.3:

[64] reducimos dichos problemas a una secuencia de problemas uni-
paramétricos, la cual es generada por un procedimiento interactivo.
Eso se puede lograr tomando puntos adecuados x° vy ' junto con el
segmento que los conecta {u € IRY | u® + t(p* — p°},¢ € [0,1]. Con
esto obtenemos problemas uniparamétricos

Pi(t) = Pi(p° + t(p' = u®), te€l0,1],:=1,2,3.

En lo que sigue trataremos de explicar con mayor precisién de qué
modo obtenemos los puntos p® y u'. Sea z*
(resp. localmente eficiente, etc.). Consideremos una descripcién tipo

un punto eficiente dado

pantalla dada por la Tabla 1.3 . La informacion mas importante esta
dada por los valores de la funcién objetivo, en los puntos z*, en relacién
con los valores dados por fi = inf{fi(z) |z € M}, i=1,...,L.

La tercera columna contiene el porcentaje de desviacion de los va-
lores actuales de la funcién objetivo f;(z¥), en comparacién con las
cotas inferiores f;. Es claro que a tales cantidades debe asignarseles
valores adecuados en los casos f; = 0y f; = —oo. Cuando el problema
inf{ fi(z) | * € M} es soluble, solo es posible lograr una buena apro-
ximacion de los f;, en general, en el caso convexo. Para otros casos
solamente se logra encontrar minimos locales.

En la toma de decisiones se debe responder a las siguientes preguntas
interactivamente:

(a) ; Cudles f;, ¢« = 1,...,L se desea mejorar?. Denotemos con
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K c {l,..., L} el correspondiente subconjunto de indices.
(b) ; Cuéles metas a; son deseables para f;, 1 € K7
(c) ¢ Cudles cotas superiores a; son aceptables para f;, j ¢ K?

Al responder a las preguntas anteriores, el sujeto que toma las de-
cisiones puede expresar sus deseos actuales. El control de la relacion
interactiva, en el sentido de realizar tales deseos, se puede lograr es-
cogiendo u} = a; (j = 1...,L). En el presente contexto a; = +oo
significa que la desigualdad correspondiente f; < u; debe descartarse.
El parametro de partida u° serd escogido de modo que f;(z*) < ,u?, 1=
1,...,L.

Desde luego, los problemas uniparamétricos no son otra cosa que los
diferentes métodos de inmersion tratados en el Capitulo 7. Para ello
debemos plantear las mismas interrogantes que ya hemos hecho antes.
Para mayores detalles ver [64].

1.2.3 Un Problema de la Vida Real

A continuacion describimos un ejemplo que ilustra un problema practico:
El despacho optimal de una estacion termo-eléctrica en un periodo corto
de tiempo.

El modelo (Ver [73]) puede utilizarse para la optimizacién de los
costos de la generacion de cargas en un sistema termo-eléctrico, en
un periodo corto de tiempo (digamos, menos de una hora). EI sis-
tema global de generacién puede, adicionalmente, integrar otros modos
de generacion, tales como energia hidro-eléctrica y plantas de almace-
namiento. Pero aqui asumimos que la operacion de los diversos modos
son fijos de manera tal que el sistema, incluyendo desde luego las plan-
tas térmicas, es capaz de satisfacer la demanda total de carga.

Astimase que hay N unidades térmicas operando con capacidades
limitadas superior e inferiormente. Dendtese, con la variable z;, la carga

desconocida de la unidad i-ésima y, con z;, ¥;, las cotas de capacidad
(¢=1,...,N). Se obtiene asi

gzgngf“ Z=1,,JV (116)
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Sea a;(x;) la funcién (dada) de costo para la unidad i-ésima. En-
tonces el costo total para la generacion de carga sera

=1

Definiendo P i= YN, 2 v Prar := Y, Z; obtenemos que el
supuesto de que las unidades en operacién son capaces de satisfacer la
demanda actual de carga equivale a la existencia de un ¢ € [0,1] de
modo tal que la demanda esta dada por

Pmin + t(Pmax - Pmm)

Las ecuaciones de balance entre la generacién y la demanda son:

N
in = FPrmin T 75(Pmow: - Pmm)a le [Oa 1] (118)

=1

Aqui t € [0,1] representa un parametro que corresponde a los di-
ferentes valores de la demanda actual. Las relaciones (1.16), (1.17) y
(1.18) nos conducen al siguiente problema de optimizacién uniparamé-

trico.
N N
. Ei: T; = Prin +1 Pmaz‘ - P’rmn ;
P(t) mm{Zai(xi) ‘1r-<x-<’77- z'(zl v ) , tel0,1].
i:l = T = 1y gty

Conviene observar que si la funcién objetivo 3%, a;(z;) es estric-
tamente convexa, entonces existe una solucién tnica z(t) para todo
t €10,1] y z(-) es una funcién lineal a trozos (Ver p.e. [7]). En tal caso,
aprovechando la estructura especial del problema, podemos utilizar un
procedimiento sencillo.

Para terminar, referimos al lector a otras areas de la matematica
aplicada:

e optimizacién estocastica (Ver p.e. [29, 30, 64, 105, 158, 161]).

e problemas de optimizacién multi-nivel, los cuales aparecen parti-
cularmente en conexién con métodos de descomposicion (Ver p.e.

186, 187]).
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Otras aplicaciones

e optimizacion semi-infinita, relacionada con optimizacion multi-
paramétrica (finito dimensional) (Ver p.e. [79, 102, 103, 98, 86,
97]).

e optimizacién tipo input (Ver p.e. [197]).



Capitulo 2

Criterios de optimalidad

sobre R" y IH"

En este capitulo presentaremos condiciones de optimalidad para los
problemas que tengan como conjunto de factibilidad a R", a IH" o a
IR? x IHY. Utilizaremos , naturalmente, los resultados obtenidos en estos
problemas para obtener criterios analogos en problemas mas complejos.

Definicién 2.1

Sea f:IR"— R, M C IR". Un punto T € M se llama minimo local
de f |m, si existe una vecindad abierta U de T tal que , f(z) > f(Z)
para todo x € UN M . Si dicha vecindad puede ser escogida tal que
f(z) > f(Z) para todo x € UN M, x # T, enltonces T serd un minimo
local estricto para f |p. Si U puede ser tomada como IR™, entonces T
es un minimo global de f |pr.

Observacién 2.2
Un punto z se llama mdximo ( local, global estricto, global) de f |m, si
T es un minimo ( local, global estricto, global) de (—f) |m

Respecto a la existencia de minimos é maximos senalamos el conocido
Teorema de Weierstrass.

Teorema 2.3 (K. Weierstrass)

Sea M C IR", no vacio y compacto. Sea f : IR" — R una funcion
continua. Fuxiste entonces un & € M, tal que f(z) > f(Z) para todo
ze M.

17
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Primeramente analizaremos una condicién necesaria de optimalidad
cuando M = IR". Para ello consideramos en IR" la norma euclideana
(Jlz)|> = 7x). Ademas de esto designaremos por C*(IR", IR) al espacio
de todas las funciones , que son k-veces continuamente diferenciables.
Designaremos con C°(IR", R) y C(IR™, IR) el espacio de las funciones
continuas.

Si f € CYIR™, IR) entonces D f(x) denotara el vector fila de las
derivadas parciales evaluadas en z. De forma analoga se define C*(U, V)
si U y V son abiertos de IR", IR™ respectivamente. En ocasiones es-
cribiremos f € C*, si U y V estéan fuera de duda.

Teorema 2.4 (Condiciones necesarias de ler orden sobre IR™)
Sea f € CY(IR",IR) yx € IR™ un minimo local de f. Se tiene entonces

que Df(z) =

Demostracion:
Supongamos que D f(Z) # 0. Existe entonces ¢ € IR" tal que { #0 y
Df(z)¢ = a < 0. (Por ejemplo £ = =D f(z)7).

Construyamos con un tal ¢ la siguiente funcién auxiliar.

B(1) = f(7 +16) (2.1)

Notemos que ®'(t) = D f(Z + t£)é. Mediante el desarrollo de Taylor de
¢ obtenemos que si t # 0:

B(t) = ®(0) + ®(0)t + of|t]) = B(0) + £ '(0) + @] (2.2)

Como@—)ﬂsit—)(),yq)(): Df(z){ = a < 0, se obtiene
que existe £ > 0 con ®'(0) + ﬁLil < $ Vte (0,f). Ademas, ®(t) <
®(0) + ot para t € (0,7), de (2.2). Finalmente:

O(t) < ®(0) Vte(0,7)
dado que a < 0, o, lo que es igual,
f@+1€) < f(z) Ve (0D

Sin embargo, lo anterior contradice que  sea minimo local para f. O
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Observacién 2.5

En la demostracion del Teorema 2.4 hemos probado realmente que si x
es minimo local de f € C'(IR",IR), entonces Df(Z)é > 0VE € IR™.
Mas ain, podemos notar que hemos probado la desigualdad para los &
que son direcciones factibles. La misma idea serd usada en el Teorema

2.6.
Denotaremos por IH™ al siguiente conjunto
H'={z€eR"|2; >0,:=1,...,n}

Veamos a continuacién una condicién necesaria de optimalidad para el
origen + = 0 en [H™.

Teorema 2.6 (Condiciones necesarias de ler orden sobre IH")
Sea f € CYIR",IR) y sea 0 € IH™ un minimo local de f|mn». Se cumple
que

0 :
DO 20.i= 1. (DJ(O) € ")
Ty
Demostracién:
Supongamos que exista un indice j € {1,...,n}, en el cual se cumpla

que Df(0)e; = a < 0. Aqui ¢; es el vector que tiene todas sus compo-
nentes iguales a 0, excepto la j-ésima que vale 1.

Esta claro que V¢ > 0 se cumple que te; € IH™.

Consideremos la funcién ¢(t) = f(0 + te;). De nuevo el desarrollo
de Taylor nos lleva a:

(1) = 6(0) + 11¢/0) + 213 (23)

Como ¢'(0) = Df(0)e; = o < 0, existe ¢ > 0 tal que

8(1) < 6(0) + ot Vi€ (0,)

usando lo anterior en (2.3) obtenemos ¢(t) < #(0) Vit € (0,1).
Lo cual indica que f(te;) < f(0), Vit e (0,1)

Lo anterior contradice que x = 0 sea minimo local de f|gn, pues
te; e H" sit>0yte; - 0s1t— 0.
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Por lo tanto D f(0)e; > 0 para todo j = 1,...,n, o lo que es igual

0 (0)>0,5=1,

— R O
al‘j - ’

?

Observacién 2.7
Notemos que la misma demostracion del Teorema 2.6 nos sirve para
probar que si x = 0 es minimo de f|gn, entonces V& € H™ Df(0)¢ > 0.

Teorema 2.8 (Condiciones necesarias de ler orden sobre IRP x IH?)
Sean =p+gq, f € C(R",R) yx =0 un minimo local de f|Rroxma-
Se cumple entonces que:

a:UZ_f(O) =0, 2=1,...,p

0 .
—f(0) > 0, j=p+1,....n
0:cj

Demostracion:

Como x = 0 es minimo local de f|grexpq, existe U (vecindad del cero
en R") tal que f(z) > f(0) VYo € UN IR? x H'. Pero entonces
flz) = f(0) VaelUnIR? x{0,}. Consideremos ahora la funcién

flz1, .o 2p) = flza,...,2p,0,...,0)

(Notemos que fe CY(IR?, IR)), y consideremos ademds todos los puntos
de (UNIR? x {0,}) proyectados sobre las primeras p componentes. Este
conjunto resultard una vecindad de cero en IRP. Tendremos entonces
que 0 € IR? sera minimo local de f|]Rp .

Por lo tanto usando el Teorema 2.4 obtenemos que

- 0
Df(0)=0 0)=0, 2=1,...
fO =05 L@ =0, =1
Anélogamente, si consideramos f(zy,...,2,) = f(0,...,0,21,...,2,),

entonces f € CY(IR?, R). Por otra parte, si proyectamos los puntos de
Un{0,} x H? sobre sus dltimas n — p componentes a través de una
aplicacion

T(x1,...,20) = (Tpgp1ye vy Tn)
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entonces (U N{0,} x IH?) se transforma por T en la interseccién de una
vecindad del cero con JH?. De aqui obtenemos que cero es un minimo
local de f|p+. Y usando el Teorema 2.6 se llega a que:

aixj (0)>0, j=1,....¢= ai%f(()) >0, j=p+1,....n O
Hemos presentado las condiciones necesarias de ler orden (Solo aparece
involucrada la primera derivada) para problemas definidos sobre los
conjuntos IR", IH" y IR? x IH?. Pasaremos en lo siguiente a condiciones
necesarias de 2do orden (Con uso de segundas derivadas).

Para f € C*(IR",IR) construimos la siguiente matriz de tamaifio

n X n. 82

Denotamos a esta matriz por D?f(z). Observamos que la asi llamada

i,7=1,...,n

hessiana de f es una matriz simétrica.

Definicién 2.9

Sea A una matriz, n X n, simétrica. A es definida positiva (negativa),
sizl Az > 0 (< 0) Ve € R*,z # 0. Se dice que A es semidefinida
positiva (negativa) si x7 Az >0 (<0)Vz e R*.

Teorema 2.10
Sea f € C*(IR",IR) y * € IR" un minimo local de f. Se cumple
entonces que D f(z) =0 y que D?f(z) es semidefinida positiva.

Demostracion:
Del Teorema 2.4 se tiene que D f(z) = 0.

Supongamos que D? f(Z) no sea semidefinida positiva, entonces exis-
te £ £ 0 tal que £T D f(2)é = a < 0.

Tomemos ¢(t) = f(z + t£). Desarrollando la serie de Taylor de la

funcién ¢ en t = 0 tenemos que:
(t) = ¢(0) + ¢'(0)t + ¢"(0)¢* + o(t?) (2.4)
Pero ¢/(t) = Df(z +t£)¢ = T DT f(z + t£), de donde ,
¢"(t) = €D f(z + 16)¢
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Y por lo tanto ¢/(0) = 0 y ¢"(0) = (T D?*f(z)¢ = a < 0.
De (2.4) se sigue que:

o(0) = 6(0) + £ ¢'0) + 2|

Usando la misma técnica del Teorema 2.4 podemos llegar a

#(t) < ¢(0) Vie(0,1)

lo cual contradice que # sea minimo local. O
Veamos un tltimo criterio necesario de optimalidad.

Teorema 2.11
Sean = p+q, f € C*(IR", R) y0 € IR x [H? minimo local de f|gwxma-

Se tiene que:

0
0) = 0, 2=1,...
al'zf( ) 7 ¢ 7 7p
9?
f(0) es semidefinida positiva
axzax] 1,7=1,...,p
0 .
—f(0) > 0, j=p+1,....n
al‘j
Demostracién:

Usando las ideas y proyecciones del Teorema 2.8 obtenemos la condicién
senalada usando en el caso f|gr el Teorema 2.10. O
Hemos completado el camino de las condiciones necesarias. Veamos
ahora las condiciones suficientes de ler y 2do orden para IH" y IR? x IH?.
Tomemos las siguientes notaciones:
B(z,r) = {zeR"||lz—z| <r}
B(z,r) = {zeR'|z—=z| <r}
Teorema 2.12 :(Condiciones suficientes de ler orden para IH")
Sea f € CY(IR", R), %f(()) >0, ¢ =1,...,n. Entonces existe una
vecindad U de x =0 y un 6 > 0, tales que:

n

f(z) > f(0O)+6(D ) YVeeUNnH" (2.5)

i=1

De donde 0 € IH" es un minimo local estricto de f|gn.
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Demostracién:
Las derivadas parciales a%if(:v),i = 1,...,n son continuas , pues [ €
CYR", R).

Como %f(()) > 0,2 = 1,...,n, tomemos un valor 4, tal que
mini=1,..n %f(()) > 6 > 0 existen entonces valores r; > 0,7=1,...,n
tales que:

0
6;vf(x) >6>0, Yze B(0,r)
Tomando r = min;—,..., r;, entonces r > 0 , 6 > 0 y se cumple que
0

>
%Z_f(x) >6>0, Yae B(0,r)

Para = € B(0,r) se tiene que tz € B(0,r) Vit € [0,1]. Usando el
teorema fundamental del calculo diferencial obtenemos que:

19
fl@) = $(0) = [ 5 f(t)di
o Ot
Y aplicando la regla de la cadena

F@) = £(0) = /OIZ aiz_f(m)xi dt = Z:E /01 aiif(tx)dt (2.6)

Si x € B(0,r) se tiene con (2.6) que f(x)— f(0) > 6>, x;, y por lo
tanto se obtiene (2.5), asumiendo a U como B (0,7).

Como Y7 x; > 0six € H™\ {0}, se tiene que x = 0 es minimo
local estricto de f|gn. O

Ahora daremos otra condicién suficiente:

Teorema 2.13 (Condicion suficiente de 2do orden para IR? x IH?).
Sean =p+q, f € C*(IR", R) y sean satizfechas las condiciones:

I- 22f0)=0,i=1,....p [%;xjf(O)] iet.p definida positiva

Oz i,5=

II- %f(()) >0,j=p+1,....n
FExiste entonces una vecindad U de 0 y un 6 > 0, tales que:
F@) > f(0) + 6ol Ve e Un (R x HY)

FEs decir, x = 0 es un minimo local estricto de f|rexme
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Para la demostracidon de este teorema necesitamos tres lemas:

Lema 2.14

Sea M C IR™ compacto y f € C°(IR" x IR™, IR). Consideremos la
variable z € IR™ x IR™ como z = (z,y), © € IR", y € IR™. Denotemos
por

é(x) = min f(z,y) ; ¥(x) = max f(z,y)

yeM yeEM

Se cumple que ¢ y ¥ son funciones continuas.

Demostracién:(del Lema 2.14)
Probemos la continuidad de ¢.

Sea (x)) una sucesion cualquiera con x; — z. Debemos probar que
¢(x) — 6(2).

Producto del Teorema 2.3 de Weierstrass podemos escoger (yi) tales
que yp € My ¢(xx) = f(xk, yr)-

Supongamos que ¢(xx) 4 ¢(z), ello implica que existe una sub-
sucesion (xg,) de (zx) y un € > 0 tales que:

ber) € (6(2) — e, 0(8) +¢) Vi=1,2,... (2.7)

La correspondiente sucesion (yg,) tendrd en M un punto limite y, pero
podemos suponer sin perder generalidad que yi, — y € M. Tenemos
entonces que (2, yr,) — (Z,y), lo cual implica, por la continuidad
de f, que f(xk,yr,) — f(Z,y). Usando (2.7) obtenemos finalmente
que f(z,y) # ¢(z). Esto implica que existe y € M tal que f(z,7) <
f(z,y) — a, @ > 0. Producto de la continuidad de f, tenemos que a
partir de cierto indice 1

. _ .«
f(‘rkivy) < f(xvy) - 5
Como f(xk,yr) < f(zr,y) Vi€ IN,se cumple que:

f('rknyki) < f('f’g) -

para t > 2

| R

Lo que contradice que f(xg,,yr,) — f(Z,7).
La demostracion para i es analoga. O
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Lema 2.15
Sea x € R?, y € R* y A: (z,y) — A(z,y) una aplicacion continua de
IR? x IR? al espacio lineal de las matrices simétricas de tamano p X p
(cada a;;(z,y) es continua). Ademds, sea A(0,0) definida positiva.
Pongamos n(z,y) =z A(z,y) z.
FEntonces existe una vecindad U C IRP x IR de 0 y un 6 > 0, tal
que

n(z,y) = ollzl* V¥(x,y) €U (2.8)

Demostracién:(del Lema 2.15)
Notemos que 7(0,y) = 0 cumpliéndose, en ese caso (2.8).
Sea pues x # 0. Se tiene la igualdad:

n@w=[G%fA@w(ﬁﬂLMP

de donde obtenemos que

Mww)ZﬁﬁgéTA@wwﬂMHQ (2.9)

La funcién (¢, z,y) — €T A(z,y)¢ es continua y el conjunto

{Ee R IEl=11

’ . .7
es compacto y no vacio. Por ende la aplicacion

wa)=ﬁ&g§TA@ww€

es continua segin el Lema 2.14. Finalmente, como A(0,0) es definida
positiva, se tiene que ¢(0,0) = ¢ > 0. Por lo tanto, existe una vecindad

U de (0,0) tal que
Bey) 25 >0 V(e el

Si tomamos ¢ = § y usamos (2.9) obtenemos (2.8). O

Lema 2.16
Sea g : IR" — IR continua con g(0) > 0. FEntonces existe para cada
6 > 0 una vecindad Ug C IR" de 0, tal que Ve=1,...,n

z;g(x) > 6z} VaxeUs cona;>0.
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Demostracién: (del Lema 2.16)

Sea 6 > 0 cualquiera. Tenemos que ¢;(z) = g(z) — éx; son funciones
continuas para ¢ = 1,...,n. Ademas ¢;(0) =¢(0) >0 Vi=1,...,n.
Existe por lo tanto una vecindad Us, en la cual todas las ¢; , se
mantienen positivas, o sea:

éi(z) >0 Vi=1,....n y VazeUs

lo cual significa que g(z) > éz;.
Al multiplicar por z; > 0, obtenemos que

z;g(z) > 82 VYaeUs conz; >0 O

Demostracién: ( del Teorema 2.13)
De acuerdo a (2.6) tenemos que

flz)— f(0) = z:"ﬂzgz(;v), donde

10
gi($>: 0 a.I'Z

fltx)dt o=1,...,n (2.10)

Como f € C? se tiene que g; € C', 7 = 1,...,n. Ademés, de (2.10)
tenemos que.

0
_6;172-

Usando la hipétesis I obtenemos que ¢;(0) =0, =1,...,p.
Usando de nuevo (2.6) pero sobre las g; obtenemos que:

i(0) fO) i=1,...,n

gi(x) — ¢:(0) = gi(x) = iwjhij(;v), 1=1,...,p (2.11)

Como ¢; € C*, entonces h;; € C° i = 1,...,p;j = 1,...,n. Susti-
tuyendo (2.11) en la expresion de f(z), obtenemos que:

n

o) = FO0) £ 3 S awihig(e) 4+ 3 wigile)

=1 j=1 1=p+1
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Redefiniendo

by = b thi) =1

gi(z) = g(z)+ éﬂfz‘hz‘j(w), j=p+1,...n

obtenemos que }NLZ']‘, g; € C°y que

Fo) = FO) 4 3 maghy(e) + 30 wiis(a).

1,5=1 J=p+1
Notese que:
L 0 .
9i(0) = gi(0) = 5 —f(0) >0 j=p+1,....,n yaque
j
~ 1 0*
hii i
[ J(O)L,FL...,p 2 [a;via;vjf(o)] o
2,0=1,....,p

es una matriz definida positiva.
Mediante el Lema 2.15 obtenemos que existe una vecindad U; del
0 € IR" y un 6 > 0 tales que:

P P
Z $217]h”($) Z 5Z{E22 Va € U1
7,7=1 =1
Del Lema 2.16 tenemos que para el 6 anterior existe una vecindad U,
del 0 € IR™ tal que si z; > 0,2 =p+1,...,n, se tiene que

z;gi(x) > 627 VecUyconz; >0i=p+1,....n
Por lo tanto si @ € (U; NUy) N IR? x IH?

f(z) = f(0) + |||

Lo anterior prueba sin duda que z = 0 es un minimo local estricto de
flrrxme. O

Con relacién a las condiciones necesarias de ler orden , para el pro-
blema sobre IR", (o, en general sobre un abierto de IR"™), damos la
definicién siguiente:
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Definicién 2.17
Un punto & € IR" se llama critico de f si D f(z) = 0.

En lo que resta de este capitulo seran introducidos distintos conceptos
y resultados preparatorios para los restantes capitulos.

Definicién 2.18
Sean U y V C IR" conjuntos abiertos. Se dice que una aplicacion
biyectiva F' : U =V es un C*-difeomorfismo (k > 1) si F € C*(U,V)
y también F~' € C*(V,U). (En tal caso se dice que U dispone de
un nuevo sistema de coordenadas 'V, a través de la transformacion de
coordenadas F ).

Teorema 2.19
Sea f € C*U,IR). Sea ® : U — V un C*-difeomorfismo. Tenemos que

a) SiDf(z)=0 entonces se cumple que:
D(fo® ") (7) =0, con j = ®(Z) (2.12)
D¥(fo®™h)(y) = DO} (y) D* f(2) DO~ (y) (2.13)

b) Ain si ® es solamente un C'-difeomorfismo se mantienen vdilidas

las igualdades (2.12) y (2.13).

En la demostracién de este teorema se hara uso de la siguiente norma
matricial

][] = sup |JA¢]
lléf|=1

y se empleara también las propiedades siguientes:

[Az|l < [llA[lf]l]]
HABII[ < [[AlTBI

Demostracion:

Si @ es un C'-difeomorfismo, tenemos que:

D(fo® ")(y)=Df(® ' (y)D® ' (y) (2.14)
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Por lo tanto si D f(z) = 0 , entonces tomando y = y = ®(z) en (2.14)
obtenemos (2.12).
Si @ es un C*-difeomorfismo, entonces D f(®~!(y))D®'(y) € C",

y diferenciando nuevamente , obtenemos que

D*(fo®")(y) = D& '(y)DT (P (y))+

DT(I)—l(y)DQf((I)—l(y))Dq)_l(y) (2.15)

Tomando en (2.15) y = § y teniendo en cuenta la hipétesis de que
Df(®'(y)) = Df(z) = 0 se obtiene (2.13).

Si @ es solo una C!-transformacién de coordenadas entonces D®~1(y)
es solo una funcién continua en V.

Como Df(z) = 0, tenemos (2.12). Por lo tanto, solo debemos
probar que la aplicacién:

DT (fo®!)(y)=DT@ (y)DTf(d7(y)): V s R
es diferenciable en § y que la diferencial est4 dada precisamente por
DT~ (y)D* f(x) DO (y).
O sea, debemos probar que:

ID"(fo® " )(y) = DT~ (y)D* f(2) D@ (y)(y — )|l = ollly — yll)
(2.16)
Teniendo en cuenta que la aplicacién DT f o ®1(y) es diferenciable y
desarrollandola por Taylor en y tenemos que:

DT f(@7 (y)) = D*f(2) DO ()(y — §) + ollly = ) (2.17)

Sustituyendo (2.17) en el miembro izquierdo de (2.16) y definiendo la
aplicacion

W(y) = (DT®7'(y) — DT~ (7))(D* f(z) DO (§))(y — §)
este queda como

W (y) + D™~ (y)o(lly — gl (2.18)
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Pero:
W)l < 1078 (5) — D& @I 1D* (@)D~ @)1y 1
(2.19)
Al dividir (2.19) por ||y — y|| tenemos que la parte derecha queda
como una constante (|||D*f(z)D®!(y)|||) multiplicada por un valor
que tiende a cero cuando y — 7 (|||[DT®~!(y) — DT®~(7)]||) pues
DT®!(y) es continua (®~! € C'). Del anterior analisis obtenemos

que:
Wyl
ly — 9l
Por otro lado se cumple que:
DT~ (y)olly =yl - lo(lly — ¥IDI
ly — ¥ < |||DT(I) l(y)||| —
y =yl ly =yl
La parte derecha de (2.21) es el producto de algo acotado (|||DT®~1(y)]|||)
,pues @~ € C!, por un infinitésimo .

=0 (2.20)

(2.21)

Con esto obtenemos el resultado deseado, pues usando la desigual-
dad triangular en (2.18) y las expresiones (2.20) y (2.21) llegamos a
(2.16) y, por ende, a (2.13) de la afirmacién b. O

El Teorema 2.19 nos dice, en esencia, que en un punto critico la
segunda derivada de la funcién, en las nuevas coordenadas, esta dada
por una matriz conjugada de la segunda derivada en las coordenadas
originales.

Ademas, el Teorema de Sylvester (cf. [121]) nos permite deducir
que, en el caso tratado (punto critico), la cantidad de valores pro-
pios negativos , positivos o nulos se mantiene invariante bajo transfor-
maciones de coordenadas. (Comparar con el Lema de Morse 4.3 del
Capitulo 4, sobre el nimero de términos cuadraticos positivos y nega-
tivos).

Teorema 2.20 ( Teorema de Sylvester)
Sea A una matriz de tamano n X n simétrica y real, y B una matriz
real y reqular, entonces

In(A) = In(BTAB)

donde In(.) = (#val.prop.negativos, #val.prop.positivos, #val.prop.0)
(In proviene de la palabra inglesa Inertia).



Capitulo 3

Criterios de optimalidad
sobre restricciones generales

Supondremos en lo que sigue que I = {1,....,m}, J = {1,...,s} son
conjuntos de indices finitos. En este capitulo trataremos sobre criterios
de optimalidad para problemas de la forma f|y;, donde M posee la
siguiente descripcion

M={zeR"| h(z)=0, i€l gi(x)>0,j€J} (3.1)

Las funciones h;, = € I, son las llamadas restricciones de igualdad y las
gi, J € J, restricciones de desigualdad .

Los conjuntos de la forma M][h,g|, son conjuntos muy generales,
para nuestros propdsitos en este capitulo, por lo cual introducimos una
condicién adicional que deben cumplir los conjuntos que usaremos.

Definicién 3.1
Dado M|h,g] descrito por 3.1

a) El conjunto de indices activos en T € M[h,g| se define por
Jo(z) ={j€e S| gi(z)=0}
b) Se dice que M[h, g] satisface las condiciones de regularidad de in-

dependencia lineal en & (a lo cual nos referiremos en forma re-
sumida como LICQ), proveniente de la expresion en inglés “linear
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independence constraint qualification”) si el conjunto de vectores
{ Dhi(z), 1 € 1, Dg;(z), j € Jo(z) }

es linealmente independiente. Cuando M|[h,g] cumple LICQ) en
todo punto x € MIh,g| decimos que se cumple LICQ) sobre M.

Por argumentos de continuidad se puede notar que LICQ se cumple,
junto con Z, en toda una vecindad de Z interceptada con M.

El siguiente teorema reduce la estructura local de M[h,g], a través
de un cambio de coordenadas, a la estructura estudiada en el capitulo
anterior.

Teorema 3.2
Sea k > 1, h;, g; € CHIR",IR), i € I, j € J. Sea & un punto en el
cual M[h,g] cumple LICQ. Sea p = |Jo(Z)| y m =|I|.

Entonces existen vecindades abiertas U, V tales que T € U, 0 € V
y un CF-difeomorfismo ® : U — V con:

(z)=0 y ®UNM)=VN{H0,}x H x R"™7)
Donde 0,, es el origen de IR™.

Demostracion:

Sin perder generalidad, sea Jo(z) = {1,...,p}.
Escojamos vectores &ypt1,- .., € IR" que completen el sistema
{ DVhy(z),1 €I, DTg;(z), j € Jo(Z) } a una base de IR".

Pongamos ahora

yi = hiz) i=1,...,m
Ym+; = g](.f) ]: 15"'ap (32)
e = e—2) k=m+p+1,...,n

Y denotémoslo por y = ®(z).
Notemos que ® € C*(IR", IR), ®(z) = 0 y que la matriz jacobiana
D®(7) es:

=1,...,p (3.3)
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Producto de la elecciéon de los &;, j = m+p+1,...,n , tenemos que
D®(z) es no singular. Por el teorema de la funcién inversa tenemos
entonces que existen vecindades abiertas U y V de z y 0 € IR", tales
que ® : U — V es un C*-difeomorfismo.

Podemos reducir U de forma tal que Jo(z) C Jo(Z), Va2 eUNM.
Obtenemos asi que U N M se describe en las nuevas coordenadas a
través de las igualdades lineales y; = y2 = ... = y,, = 0 (reduccién
de la dimensién) y las desigualdades lineales y41 > 0,... Ymip > 0
(formacion de esquinas). O

Al difeomorfismo definido en (3.2) lo llamaremos de ahora en ade-
lante difeomorfismo standard. Mostraremos a continuacién un lema
preparatorio para obtener las condiciones de optimalidad de ler y 2do
orden para f|p.

Lema 3.3

Sea f € CYIR", R), M[h,g] como en el Teorema 3.2. Sea & € M|h, g]
tal que se cumple LICQ. Sea ademds ® el difeomorfismo standard de
(3.2). Se cumple entonces que exvisten nimeros X, ji;, O con:

a)
Df(f)=Z§thi(f)+ZﬂjD9j(f)+ Yo a& (34

k=m+p+1
b)
A a(focp—l)(o) =1
i = , 1=1,...,m
0y2-
_ 0 _1 .
flj—m = a,—y,(fo@ )(0), j=m+1,....m+p
j
- 0
bp = —(fo®N0), k=m+p+1,...,n
Y
Demostracion:

a) Se cumple debido a que
{ Dhi(#), i €1, Dg;(z). j € Jo(®), &, k=m+p+1,....n}

es una base de IR". Se tiene ademas que los \;, f;, 65 son tnicos.
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b) Notemos que

0
——(fo®71)(0) = Df(2) DO (0)es
Iy
Pongamos D®~!(0)e; = n. Se sigue que e; = D®(Z)n. De acuerdo a
(3.3) tenemos que 7 es ortogonal a DT hy(z), ..., &, v, que Dhy(z)n = 1.
Multiplicando (3.4) por n, tenemos que D f(z)n = A, y por lo tanto

9

M= Df(@)D (0)er = 5

(fo®1)(0)
Las otras igualdades de b) se obtienen analogamente. O

Estamos preparados para presentar las condiciones necesarias de
optimalidad del problema f|s.

Teorema 3.4 (Condiciones necesarias de optimalidad de 1er orden)
Sean f, h;, g; € CY(IR",R), i € I, j € J. Sea M[h,g] tal que cumpla
LICQ en z.

Si & es minimo local de fppp g, entonces existen nimeros i, i €1
y [y, j € Jo(z) tales que:

a)

b) A, fi; son unicos.

c)
B >0, 5 € Jo(z) (3.6)

Demostracion:

Tomamos el difeomorfismo standard ¢ de acuerdo a (3.2). Notemos
que f o CI>_1|{0m}X,HpXRn—m—p tiene a 0 € {0,,} x IH? x [R*™™77 como
minimo local y, por tanto, fo®1(0,...,0,Ymt1,---,¥n) también posee
a0 e H? x R""™"P como minimo local.

Usando el Lema 3.3 y el Teorema 2.8, tenemos que

=0, k=m+p+1,....n vy ji; >0, j€ Jo(z)



Optimalidad sobre restricciones generales 35

La unicidad de los ); y ji; se obtiene de LICQ. O
De acuerdo a este resultado y generalizando la Definicién 2.17,
podemos hacer la siguiente:

Definicién 3.5
Sean f, h;, g; € C(R",R), i €1, j€J yseax € Mlh,g]. El punto
T se llama punto critico de f|ppg) cuando existen nimeros \i, i€ Ty
Li, 7€ Jo(T) que cumplen (3.5).

Los mimeros \;, 1 € I, fi;, j € Jo(&) se llaman multiplicadores de
Lagrange y la funcion

L(z) = f(z) = 3 Aihix) = > fijg5(x)

iel i€Jo ()

se denomina la funcion de Lagrange correspondiente.

St x es un punlo critico y los numeros A;, p; pueden escogerse
tales que, ademds, se satizfaga (3.6), entonces T se llamard punto esta-
cionario (o punto de Karush-Kuhn-Tucker, KKT).

Observacién 3.6
St no se cumple LIC(Q) , entonces no necesariamente un minimo local
serd un punto estacionario.

Como ejemplo considere el punto 0 € IR? para el problema definido

por
f(fﬂ) = Ty, 91(50) =T — fﬂfa 92(50) = 'ZJﬂf — T2, gs(fﬂ) = T173

Para enunciar los criterios de optimalidad de 2do orden del problema
f|am necesitamos introducir primero el concepto de espacio tangente y
el de matriz restringida a un subespacio.

Definicién 3.7
Sean h;, g; € C'(R",R), i € I, j € J ysea z € M[h,g] un punto
factible donde se satisface LICQ. El conjunto

ToM = { €€ R| Dhi(2)é = 0,i € I, Dg;(2)€ =0, j € Jolz) (} |
3.7

se denomina espacio tangente a M en .
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Teorema 3.8

Sea k > 1, hiyg; € C*(IR",IR), i € I, j € J y seaz € M[h,g] con
LICQ). Se tiene entonces la siguiente caracterizacion del espacio tan-
genle:

£ €TeM & e >0 y una CF-curva = : (—¢,€) = R™, tales que:
a) z(0)==x
b) hi(z(t))=g;(x(t)=0,1 €1, j€ Jo(T) V1IE(—¢e)
c) gu(0)=¢

Demostracién:
“<:?7
Notemos que no es necesaria en esta implicaciéon LICQ. Pues:

hi(z(t))=0 Vite(—ee€), luego

d
Dhi(a) = < hi(w(0)) =0, i€l
lo mismo ocurre con g;(z(t)), j € Jo(z), luego ¢ € Tz M.
L(i”
Consideramos el difeomorfismo standard ® (se necesita LICQ). Te-
nemos que si £ € TzM entonces, usando (3.3), tenemos que:

er DO(z)E =0, k€ TUJy(z)

Definamos n = D®(z)¢ y x(t) = ®71(0 + in).

Como V es vecindad de 0 € IR", existe € > 0 para el cual se cumple
que Yt € (—¢€), 0+tnp €V y por ende z(t) € U. Como ademés
nTer =0, k € U Jy(Z) tenemos que:

ex®(x(t)) =0, t € (—¢,€), k€ TU Jo(T)

Por lo tanto:

hi(z(t)) =0 Vte(—¢e), 1€l

gi(z(t)) =0 VteE(—ece), j€ Jo(x)
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Por dltimo

%Z‘(O) = D(I)_l(())?] = f y -I'(O) — (I)—l(o) — 7 0O

Observacién 3.9

Notemos que Tz M es el subespacio ortogonal al subespacio vectorial ge-
nerado por los vectores { Dh;(z),1 € I, Dg;(z), 7 € Jo(Z) } y que €l
conjunto de vectores { D®'(0)eg, k = |I|+|Jo(Z)|+1,...,n } es una
base de ToM, pues D®(z)D®~'(0) = I,

Definicién 3.10

Sea T C IR" un subespacio lineal y A una matriz n x n. A se dice
definida positiva sobre T si xTAxz > 0, VYo € T,z # 0. A se dice
semidefinida positiva sobre T, si x' Az >0, VaeT.

Como ultima preparaciéon a los criterios de optimalidad de 2do orden,
necesitamos el

Lema 3.11
Sean f, h;, g; € C*(IR",R),i € I,j € J ysea x € M[h,g] donde se
cumpla LICQ. Sea T un punto critico de f|ynq y sea L la funcion de
Lagrange correspondiente.

Pongamos g(y) = fo® ! (y), donde ® es el difeomorfismo standard.
Se cumple entonces que:

%9(0)20, j=m+p+1,...,n

(329(), = (0T (0) D L(z) (DO (0))e; )

.....

Demostracion:

Tenemos primeramente de (3.5) y la definiciéon de L(zx) que:
DL(z)=0

Por otra parte si hi(z) = 0, ¢ € I, g;(x) = 0,7 € Jo(T), entonces
f(2) = L(z), luego

(0,00, Ymapitse s Un) = Lo ® 70,0, Yrngpitse ey Un)

Teniendo en cuenta el Teorema 2.19 obtenemos lo senalado. O
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Teorema 3.12
Sean f, h;, g; € C*(IR",R),i € I,j € J yseax € M[h,g] un punto
donde se cumpla LIC(Q). Supongase ademds que T es un minimo local
para el problema f|nr

Se tiene entonces que T es un punto estacionario y que D2L(;Tz) €s
semidefinida positiva sobre Tz M, donde L es la funcion de Lagrange
correspondiente.

Demostracion:

Que 7 es un punto estacionario se obtiene del Teorema 3.4.

Usando el difeomorfismo standard tenemos que el 0 € IR"™™ es un
minimo local del problema §(y)|grx rn-m-», tomando a § como §(y) =
fo @ 0m,y) = g(0n,y)-

Teniendo en cuenta el Teorema 2.11 obtenemos que la matriz

* ]
~——9(0
[ayzayf ( ) t,j=p+1,...,n—m—p

es semidefinida positiva y, por tanto, la matriz

d? ]
g(0
layzay] ( ) ,7=m+p+1,...,n

es también semidefinida positiva.
Si consideramos la matriz de tamano n x (n — m — p)

tenemos, usando el Lema 3.11 que

| PT(DT07Y(0)) D*L(z) (DO}(0)) P | )
n—m—pXn—m—p
es semidefinida positiva.
De acuerdo a la Observacién 3.9 D®~'(0)P es una matriz cuyas
columnas forman una base de Tz M. Luego si v € Tz M, entonces existe

A € R"™™7? tal que v = D®1(0)PA, por lo tanto V v € T;

v D?L(z)v = AT PT(DT®71(0)) D*L(z) (D®™1(0)) P A >0
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Con esto hemos mostrado que D?L(Z) es semidefinida positiva sobre
=M. O

Por 1ltimo tenemos la siguiente condicion suficiente de 2do orden.

Teorema 3.13
Sean f, h;, g; € C*IR",R),i € I, j € J y sea LICQ satisfecha en el
punto * € M[h,g]. Sea z punto critico de f|yr con multiplicadores de
Lagrange X;, i € I, ji;, j € Jo(Z) y funciéon de Lagrange L.

St se cumple que:

1) p@; >0, 5 € Jo(z)
2) D?L(Z) es definida positiva sobre Ty M.
Entonces & es un minimo local estricto de f|ar.

Demostracion:
Comencemos tomando g(y) = f o ®'(y) donde ® es el difeomor-
fismo standard. Es obvio que si gl }x mrx rr-m—» tiene a y = 0 como

minimo local estricto, entonces f|y tiene a & como minimo local es-
tricto, por la propiedad de ® de ser difeomorfismo y porque se cumple
que (M NU)=Vn({0,} x H? x [R*™"?). Probemos ahora que
9l{0,yx Hrx Rn-m-» tiene a y = 0 como minimo local estricto.

Por el Lema 3.11.

9,
+—90)=0, j=m+p+1,...,n
dy, ©
Aplicando el Lema 3.3 obtenemos que
a — .
a—y] (0):#j>07.7:m+1,...,m—|—p_

Del Lema 3.11 y los razonamientos hechos en la demostracion del teo-
rema anterior sabemos que

[ay?;ng(()) = PT(DT®7(0)) D*L(z) (D®*(0)) P

Sea A € IR"™™ % con A # 0, entonces D®~'(0) P\ € T-M segin la

Observacién 3.9. Luego

ATPT(DTO7(0)) D*L(z) (DO (0)) PA >0
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pues D*L(Z) es definida positiva sobre Tz M. Por ende

o ]
g(0
layzay] ( ) i,7=m+p+1,...,n

es definida positiva.

Disponemos pues de lo necesario para aplicar el Teorema 2.13 al
problema ¢(y) = ¢(0n,y)|Hrxrr—m-r, obteniendo de esta forma que
y = 0 es un minimo local estricto del problema g(y)|10,,}x Hrx RP—m—> ¥,
por ende, que Z es minimo local estricto del problema f|y;. O



Capitulo 4

Teoria del punto critico

En los capitulos 2 y 3 desarrollamos condiciones necesarias y suficientes
para que un punto factible sea un minimo local. En el caso sin restriccio-
nes la anulacion de la derivada de la funcion objetivo es una condicion
necesaria. Tales puntos son denominados puntos criticos. Los puntos
criticos son, por asi decirlo, los elementos esenciales a partir de los
cuales se compone una funcién diferenciable f : IR" — IR. En general
no se puede establecer arbitrariamente los puntos criticos: tan es asi
que, por ejemplo, en un espacio unidimensional debe aparecer siempre,
entre dos minimos locales, un méaximo local (Ver Figura 4.1)

Tal situacién remite a una conexion global de puntos criticos de dife-
rente tipo o naturaleza. Este rompecabezas combinatorio es el objeto de
este capitulo. En la seccién 4.1 consideramos una funcién diferenciable,
expresada en forma candnica, ya sea en la vecindad de un punto regular
o en la vecindad de un punto critico no degenerado.

Con ayuda de estas formas candnicas estudiaremos, en la seccion
4.2, la configuracién global de los puntos criticos. En la secciéon 4.3
seran introducidas restricciones. Ahi asumiran los puntos estacionarios
el papel de los puntos criticos del caso sin restricciones.

Finalmente, consideraremos en la Seccién 4.4 deformaciones con-
tinuas de problemas de optimizacion, como un avance a las curvas
criticas, las cuales ocuparan el lugar principal en los tltimos capitulos.
En particular, veremos de que modo minimos locales pueden conver-
tirse en puntos de ensilladura y como puede transformarse la estructura
local de los conjuntos factibles. Para una apretada sintesis sobre este
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42 Formas candnicas: el caso sin restricciones

a b C
a, c: Minimos locales

b: Méaximo local

Figura 4.1:

tema, con referencias en varias direcciones, remitimos a [100].

4.1 Formas canonicas: el caso sin restric-
ciones

En esta seccion estudiaremos el comportamiento local de una funciéon
diferenciable f : IR" — IR alrededor de un punto dado Z. Sin pérdida
de generalidad suponemos que z = 0.

Si utilizamos el desarrollo de Taylor de la funcién f alrededor del
punto Z, obtenemos (f € C* k > 2):

£(2) = F(0) + DFO) + 32T Df(O)x +olll 2 ) (4.1
El valor de f(0) no es relevante en relacién con el comportamiento de f.
Cuando Df(0) # 0, entonces prevalece el término lineal D f(0)z sobre
los términos de orden superior (cf. Teorema 4.1). Cuando Df(0) =0
(zx = 0 es un punto critico ) y la matriz hessiana D?f(0) (la matriz
simétrica de las derivadas parciales segundas) no es singular, entonces
los términos de orden cuadratico dominan a los términos de orden su-
perior. (cf. Teorema 4.3, Lema de Morse). Cuando D?f(0) es singular
las derivadas parciales de orden superior juegan un rol en el estudio del
comportamiento local de la funcion f alrededor de x = 0. Cuales de
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dichas derivadas parciales juegan precisamente el papel predominante
es menos claro; esto ultimo es objeto de estudio de la teoria de singula-
ridades (cf. [15, 3]). Nosotros nos ocuparemos aqui de los dos primeros
Casos.

Teorema 4.1 (Forma candnica de un punto no critico )
Sea f € CYR",IR) con f(0) = 0 y Df(0) # 0. FEntonces existen
conjuntos abiertos U,V > 0 y un C'-difeomorfismo, ®: U~V  con
®(0) =0, tal que

foq)_l(ylvy%"'vyn) = (42)
Demostracién:
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que %f(()) # 0y definir
y = é(z) como

yoo= flz) (4.3)

Yi = x5 1=2,...,M.
De aqui se sigue que ® € C'', ®(0) = 0 y que

%f ‘ * L.k
0
Do) = | . , (4.4)
n—1

0
donde I, es la (n — 1)-matriz identidad. Se tiene de (4.4) que

det(DD(0)) = a% (0) # 0

Con ello D®(0) es invertible y, por lo tanto, debido al teorema sobre
la funcién inversa, ® es localmente C''-invertible. La forma candnica
(4.2) se sigue inmediatamente de (4.3).0

En la Fig. 4.2 se ha representado graficamente la anterior transfor-
macién de coordenadas.

Definicién 4.2

Un punto critico x € IR™ (Definicion 2.17) con f € C*(R",R) se
denomina no degenerado cuando la matriz hessiana D*f(z) no es sin-
gular. En este caso el indice cuadrdtico QI (co-indice CQI) denota el
nimero de valores propios negativos (positivos) de D? f(x).
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T w0)

\s < '

Figura 4.2:

Teorema 4.3 (Lema de Morse: Forma candnica de un punto critico
no degenerado).

Sea f € C*(IR",IR), f(0) =0 y sea x = 0 un punto critico no degenera-
do. Supongase ademds que exactamente k valores propios de la matriz

hessiana D?f(0) son negativos. Entonces existen conjuntos abiertos
U,V 350 yun Ct-difeomorfismo ,®: UV con ®(0) =0, tal que

k n
oo™y, y)==d ui+ X v (4.5)
i=1 J=k+1
Para una funcién cuadratica f la prueba del Lema de Morse es facil. De
hecho, sea f(z) = 2T Az, con A una matriz simétrica (n,n). Entonces
existen una matriz (n,n) ortogonal Q (cuyas columnas son vectores
propios de A) y una matriz diagonal A (cuyos elementos en la diagonal
son los valores propios de A) tales que

A-Q=Q-A (yQ'Q=1I (4.6)

Ponemos y = QTz, 0 sea, x = Qy y de aqui se sigue que:

flz)=2"Az=y"Q"TAQy =y Ay = \y}

=1
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(con A = diag(A,..., ).

Finalmente ponemos z; = /| A; |y;, ¢ = 1,...,n, y obtenemos que
f adquiere la forma deseada >, 427 en las coordenadas z.

Para la prueba del Teorema 4.3 basta entonces construir un C'-di-
feomorfismo local ® de modo que, localmente, valga:

(fo@ ' (y) =y Ay).

La formula de Taylor (4.1) insintda la eleccién A = 1D?f(0). En la
prueba del Teorema 4.3 compararemos la funciéon f(x) con la aproxi-
macién de Taylor 227 D? f(0)z ( considere que f(0) = 0y que Df(0) =
0). En una vecindad del origen f(z) sera transformada dindmicamente
en su polinomio de Taylor (de segundo orden).

Tal tipo de enfoque es fundamental en la teoria de singularidades
(cf. también [185]) y muestra de que modo las singularidades (puntos
criticos) pueder ser deformadas con ayuda de una homotopia (una fami-
lia 1-paramétrica). En los tltimos capitulos las familias 1-paramétricas
jugaran un rol central.

Demostracién:(Teorema 4.3)

Debido a que f(0) =0, Df(0) =0, se sigue de (4.1) que:

1
f) =gz 4ol 2 ). con  glx)= LaTDFO)  (4)
Asi f es igual a g salvo términos de orden més pequetios que || = ||2.
Con ayuda de un parametro real u conectamos a f con g por medio de
una homotopia lineal H:

H(z,u) := (1 —u)f(z) + ug(x) (4.8)
En particular se cumple que
H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(2) (4.9)

El procedimiento ulterior esta esquematizado en la Fig 4.3.
En una vecindad del intérvalo {0} x [0,1] C IR™ x IR definimos un
campo vectorial F' de la forma siguiente

F(z,u) =[x(z,u),1], con x(0,u)=0. (4.10)
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Figura 4.3:
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Cuando F € C!, entonces la ecuacién diferencial auténoma

(5)-ren (1)

es soluble en (Z, %) cerca de {0} x [0, 1] para valores pequerios de ¢ y se
tiene que el flujo W,(z, u) es una aplicacién C'! en las variables (z,,u).

Aqui Uy (x,u) es el punto en IR que es alcanzado, después de
integrar (4.11) sobre el tiempo ¢, con valor inicial (Z,%) = (z,u). La

=R

) (4.11)

diferenciabilidad continua de (¢, z,u) — W;(z,u) es un resultado prin-
cipal de la teoria de ecuaciones diferenciales (cf. [21]).

De la forma del campo vectorial F' se observa que el origen z = 0
permanece invariante y que el nivel u = 0 se traslada, en tiempo 1, al
nivel u = 1.

Un punto (x,0) se ha transportado, en el tiempo 1, en un punto
\Ijl (33, 0)

Definimos @ del siguiente modo (cf. Fig 4.3)

(®(z),1) = ¥y(,0) (4.12)

La aplicacién (local) ® es una aplicacién de clase C'' que ademds posee
una inversa en C' (integracién en sentido inverso !) y es, por consi-
guiente, un C'-difeomorfismo.

El campo vectorial F' en C' es construido de tal modo que la ho-
motopia H sea constante sobre las curvas integrales. Asi se cumple
que

H{V,(2,0)] = H[Wo(z,0)]

—— ——
(®(),1) (0)
918(x)] )
O sca.
g=fol™

con esto y la anterior discusién sobre funciones cuadraticas, queda con-
cluida la prueba.Od
Como formulacién para el campo vectorial F' = (x, 1), tomamos:

(4.13)

W | =IID:H|™ DyH-DJH |50y , siz#0
X(I’u)_{ 0 siz=0

?
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Cuando xy € C! entonces H es, de hecho, constante sobre las curvas
integrales ya que

5}

EH[\I&(;U,U)] =DH -F=D,H -x+D,H-1

y por lo tanto
0 -2 T
—H[Y(z,u)]=—-| D.H | -D,H-D,H-D,H+D,H =0
ot —_—

ID=H||?

El anterior calculo remite a la eleccién de la aplicacion x en (4.13). La
principal dificultad reside en mostrar que y es, de hecho, continuamen-
te diferenciable, pues D, H(0,u) = 0; y con ello aparece en (4.13) un
problema de division del tipo “0:0”.

En esencia, el factor D, H esta en el numerador y || D, H || en el
denominador. Sin embargo de D, H = g— f = o(|| = ||?) y de la regula-
ridad de la matriz hessiana se tiene que || D, H ||'= O(||z|™") (véase
mas adelante).

Con esto el numerador tiende mas rapido a cero que el denominador;
puesto que || x |[= O(|| z ||) - o(]| = ||*) = o(]| = ||), se sigue entonces que
X es continua (observe que x(0,u) = 0).

Una aproximacion analoga da como resultado que y incluso es con-
tinuamente diferenciable (esto no serd mostrado aqui (cf. [90])). Para
terminar mostramos que || D, H ||7'= O(]|z||7).

Dado que D*f(0) no es singular, se tiene D?f(0)¢ # 0 para todo

£ € IR" con || £ ||= 1. La esfera unidad es compacta en IR" y por eso
se cumple que

min | Df(0)- &=y >0 (4.14)
Se tiene que:

Do H(z,u) = Df(x) +u(Dy(z) — Df(z))
SN——
D f(0) +27D2£(0)+o(||=|]) ulo(||z|])]
0 o(llz|1)

dado que u € [0, 1].
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Por consiguiente, con (4.14), para u € [0,1] y ||z|| suficientemente
pequeno se obtiene:

| DH | z
] ]

De (4.15) se sigue que || D, H ||7'< %Hx”‘l y con ello

{Jn

el 1, .

I DH || 7= O(]l=] 7).

4.2 Conexion global entre los puntos cri-
ticos

En esta seccién partimos de una funcién f : IR" — IR € C?, cuyos
) )
puntos criticos son no degenerados. Ademas suponemos, para simpli-
ficar, el siguiente comportamiento asintético:
)

(A) Para || z || suficientemente grande f(z) =|| = ||*.

De los resultados de la secciéon 4.1 se desprende que f tiene, en la
vecindad de un punto # € IR" y salvo una constante f(Z), la forma
canénica (4.2) o (4.5). Los puntos esenciales son los puntos criticos; los
puntos no criticos sirven para “rellenar” el espacio. No se puede fijar
arbitrariamente puntos criticos y con ello construir una funciéon que
satisfaga la condicién asintética (A). En la base de esto se encuentra,
como en un juego de rompecabezas, una armazén combinatoria, la cual
vamos a discutir en lo que sigue. FEl tratamiento que haremos tiene el
proposito de hacer tal situacion visible y plausible. Para los detalles
matematicos referimos a ([81, 90, 135]).

Imaginemos el grafico de una funcion f como superficie de una
montana multidimensional; luego hagamos crecer en este “mundo” el
nivel del agua y observemos como se transforma la estructura de los
lagos que se forman en funcién del nivel del agua. Matematicamente
hablando consideraremos los conjuntos de nivel inferior M*®, para valo-
res crecientes de a € IR:

M*={z € R"| f(z) < a}. (4.16)
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Figura 4.4:

A causa de la condicién asintética (A) todas nuestras curvas de nivel
son compactas. Ademas el conjunto de los puntos criticos es cerrado, se
compone solo de puntos aislados a causa del supuesto de no degenera-
cién y esta contenido en M*, para a > 0 suficientemente grande. Como
consecuencia, el conjunto de puntos criticos es finito. Veremos que la
estructura de los lagos que surgen se transforma, salvo una deformacion
continua, solamente cuando traspasamos un nivel ¢ donde se incorpora
a M" un nuevo punto critico. Para facilitar las cosas deseamos suponer
que los distintos puntos criticos tienen valores f diferentes. Considere-
mos entonces la Figura 4.4

En la Fig. 4.4 se observa que la estructura conexa de los conjuntos
de nivel inferior cambia al traspasarse los niveles as, as,ar (se puede
contar el nimero de las componentes conexas!). Entre los niveles ay y
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as, respectivamente as y a7, se incrementa el conjunto de nivel inferior
y éste podria ser continuamente deformado en un conjunto de nivel
inferior mas pequeno. Una tal deformacion se puede alcanzar a lo largo
de las trayectorias del campo vectorial de maxima pendiente:

Ox . T

(5 =) &=-D"f(z) (4.17)

ot

Considérese para ello el conjunto de nivel intermedio M?,

M(i’:{:pER” |a < f(z) < b} (4.18)

En caso de que M? no contenga puntos criticos (digamos a = a3, b =
ay), entonces se tiene que Df(z) # 0 para todo = € M? y con ello, a
causa de la compacidad de M?, se tiene que

inf{| Df(x) || | =€ M} >0

Por eso el campo vectorial escalado F'esta acotado en una vecindad

de M?, donde
DT f(z)

| Df(z) |2
Para z € M! vale que Df(z)DF(z) = —1; con ello se logra que,
después de una integracién del campo vectorial F' durante un tiempo
t = f(x) — f(a), un punto = € M? se traslade al conjunto M®. (Ver
Figura 4.5).

Obsérvese que las curvas integrales del campo vectorial DT f y F
son iguales; solamente es diferente la rapidez. La acotacion de F' en

F(z) = — (4.19)

una vecindad de M? garantiza que se pueda integrar sobre tiempos ma-
yores, en particular sobre el tiempo f(z)— f(a). Aqui se haya oculta la
suposicion (A); en caso de que no se suponga (A) es preciso garantizar,
mediante alguna condicion, que el campo vectorial F' sea integrable so-
bre un tiempo mayor (cf. la llamada Condicién de Palais-Smale [142]).

La transicion del nivel ag al nivel ag se puede interpretar de la si-
guiente manera: el conjunto de nivel inferior M puede deformarse
continuamente en el conjunto M% U E', donde E! representa un inter-
valo (cf. Fig. 4.6).

Supongamos ahora que M, 2 contenga exactamente un punto critico
z con a < f(x) < by seasuindice cuadratico Q1 igual a k. Entonces se
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Figura 4.5:

a=uag, b=uag, k=1

Figura 4.6:
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Figura 4.7:

puede, analogamente a la Fig 4.6, deformar continuamente el conjunto
M®en M*UE*, donde E* es una k-célula. Por una k-célula entendemos

un conjunto homeomorfo a la bola unitaria k-dimensional Dy
DF:={ze R* ||| || 1}.

Se puede realizar lo anterior del siguiente modo: Escogemos una peque-
na vecindad U del punto critico Z en la cual, salvo una constante f(z),
se puede introducir la forma canénica (4.5). Fuera de U deformamos
con ayuda del campo vectorial F' de (4.19). Dentro de U utilizamos la
forma canénica (4.5): Sin pérdida de generalidad, tenga f la forma

k n
—delt X T
=1 J=k+1

Con ayuda de la particién IR" = IR* x IR"* deformamos M" parale-
lamente a las tdltimas n — k coordenadas en M® U E* (cf. Fig. 4.7).
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Figura 4.8:

La intersecciéon de M?® y E* es precisamente el borde de E*. que
denotaremos como AF*. La imagen del conjunto M? U E* se puede
interpretar del siguiente modo: Una k-célula E* se ha pegado (a lo
largo de su borde) a M®. En este sentido ha cambiado la estructura
(conexa) de los conjuntos de nivel inferior M en comparacién con M®.

Si k = 1 se ha pegado una 1-célula E' a lo largo del borde OFE"
a M®. El borde FE"' consiste de dos puntos distintos . Para pegar
hay dos alternativas: Ya sea que los dos puntos se han pegado a dos
componentes conexas diferentes de M* (I), o a la misma componente
conexa (II).

En el primer caso disminuye el nimero de las componentes conexas
en una unidad; en el segundo caso crece el nimero de hoyos 2-dimen-
sionales en una unidad.

Las alternativas han sido representadas en abstracto con ayuda de
las curvas de nivel de una funcién de dos variables.

Cuando k = 2 se podria proceder, un tanto ingenuamente, de modo
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pegar

2-célula

Resultado: Hoyo
3—dimensional

¥
-ém

Alternativa | Alternativa I1

Figura 4.9:

analogo. El pegamento de una 2-célula a lo largo de su borde resulta
en la “cerradura” de un hoyo 2-dimensional (I) o en la “creacién” de
un hoyo 3-dimensional (II); véase Figura 4.9.

Desde luego, se debe precisar qué se entiende, exactamente, por un
“hoyo k-dimensional”. Sin animo de entrar aqui en detalles entendemos
un hoyo k-dimensional de un espacio topolégico X como un elemento
de una base del espacio de homologia de orden (k — 1) de X sobre el
cuerpo de los niimeros reales. (cf. [90, 178]).

En particular, la dimension del espacio de homologia de orden 0 da
el nimero de componentes (camino) conexas .

Con el concepto de un “hoyo k-dimensional” anteriormente men-
cionado, se facilita la generalizacion del efecto de pegado de una k-
célula a un espacio topoldgico X y, en efecto, existen las siguientes
alternativas:

(I) el nimero de hoyos k-dimensionales disminuye una unidad
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(IT) el nimero de hoyos (k+1)-dimensionales aumenta una unidad

A causa de la condicién asintética (A), el conjunto de nivel inferior
M*® es una bola completa, para a > 0 suficientemente grande. Una tal
bola tiene solo una componente conexa y ningun hoyo de dimensién
> 2.

Hagamos ahora, mentalmente, que el nivel a crezca; entonces deben
cerrarse nuevamente todos los hoyos de dimensiéon > 2 que se hayan
creado al traspasarse niveles criticos. Este simple argumento nos pro-
porciona una relacién combinatoria entre los puntos criticos (las lla-
madas Relaciones de Morse).

Sea ¢, el numero de puntos criticos de indice cuadratico k y sea ¢
(resp. ¢f) el ndimero de puntos criticos con QT = k donde ocurre, al au-
mentar el nivel del conjunto de nivel inferior, la alternativa (I)(resp.IT).
Son vélidas, obviamente, las siguientes igualdades (Relaciones de Mor-
se).

cd—c =1 (4.20)
z-'}- —Ciy1 = 0, 1 # 0
Notamos que ¢f = ¢y v que ¢;41 = 0 para 7 > n.

Para la funcién de segundo grado f(z) = ||z||* se cumple que ¢y = 1
y ¢; =0, ¢ > 1; con ello se satisfacen, en este caso, las igualdades (4.20)
en sentido minimal.

En general, junto a los minimos globales, todos los demas puntos
criticos aparecen en pares y con indices cuadraticos (k,k + 1), &k > 0.
Cuando se construye la suma alternante de las igualdades (4.20), se
establece inmediatamente que

co—citeat+ -+ (=), =1 (4.21)

Conviene anotar que la igualdad (4.21) vale para todas las funciones f
que satisfacen las condiciones iniciales.

En la Fig. 4.10 se ha construido una funciéon f de dos variables a
partir de un grafo conexo en IR? (el armazén combinatorio). Los nodos
del grafo corresponden a los minimos locales (Q1 = 0) y las aristas
corresponden a los puntos criticos con QI = 1.
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Indices cuadraticos
QI=0,1, 2

Figura 4.10:

4.3 Traslado al caso con restricciones

En esta seccion trasladamos las relaciones globales de los puntos criticos
a problemas con restricciones. Se desprende de ello que en este caso
los puntos estacionarios jugaran el rol topologico de los puntos criticos.
Para detalles referimos a [90, 91].

Se considera el conjunto factible M := M[h, ¢g] y la funcién f,

Mihygl={ o€ B [ h(z)=0,i€ 1, gi(z) >0, j€J} (1.22)

donde | I |[<n, | J|<ooy f, hi, g; € C*(IR", R).

Para mayor facilidad suponemos que se satisface la condicién LIC(Q)
en cada punto de M.

Un punto critico z, de acuerdo a la Definicion 3.5, se llama no dege-
nerado cuando se cumplen las siguientes condiciones ND1, ND2:

NDI (lineal) wi 0, 7€ Jo(7) (4.23)
ND2 (de segundo grado) D?L(Z) |r,ar no es singular '
Tz M en (4.23) es el espacio tangencial a M en & (Definicién 3.7).

Sea p = dim(TzM) y V una (n,p)-matriz cuyas columnas consti-
tuyan una base de Tz M. Decimos que D?L(Z) es no singular cuando
VT.D2L(%)-V no es singular. El niimero de valores propios negativos
(resp.positivos) de VT - D2[(z) - V se llama indice cuadratico (resp.
co-Indice cuadrético) de z, y lo denotaremos por QI (resp. QCIT) .
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Los nimeros @I, QC'I son independientes de la eleccion de la matriz
V' (cf. Teorema 2.20, de Sylvester). El nimero de u; negativos (resp.
positivos) en (4.23) se denomina Indice lineal LT (resp. co-Indice lineal
LCT).

Sea © € M. Con el difeomorfismo standard @ (cf. Capitulo 3)
podemos transformar localmente el conjunto factible en el siguiente
conjunto, donde ®(z) = 0:

HpXRqa p:|‘]0('f)|7 q:n_|]|_|‘]0(‘f)|

Cuando Z es un punto critico no degenerado existe, andlogamente
al Lema de Morse (Teorema 4.3) otra transformaciéon de coordenadas
(CY), la cual deja invariante al conjunto IH? x IR? (alrededor de 0)
y donde, ademas, la funcién f adquiere la forma siguiente (forma
candnica):

f(J_:) - th + Zyu - Zyi + Zyi24 Yiy Z Ovyiz Z 0 (424)

En (4.24) iy recorre las primeras LI coordenadas e 13, 13, i4 las
siguientes LC'I, QI, QQCT coordenadas respectivamente.

Para a, b € IR, a # b se definen los conjuntos M, M?, anélogamente
a la Seccién 4.2, de la siguiente forma:

M* = {zeM]|f(z)<a} (4.25)
b _ .
M = {zeM|a< f(x)<b}
Aqui supondremos como la condicién asintética mas sencilla, que el
conjunto factible es compacto. Derivaremos las relaciones de Morse
y construiremos, de nuevo, un “armazén combinatorio” con ayuda de
deformaciones continuas.

Suponemos que todos los puntos estacionarios son puntos criticos
no degenerados y que puntos estacionarios distintos poseen valores di-
ferentes de f. Hay dos casos a considerar:

Caso 1 : M’ no contiene puntos estacionarios.

Caso 2 : M? contiene exactamente un punto estacionario z ; tal que

a< flz)<byQIl=k
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Caso 1: En este caso se puede deformar continuamente al conjunto
de nivel inferior M® en M? - con un campo vectorial adecuado - dentro
de M. De tal modo se mantiene invariante la estructura de hoyos.
El campo vectorial serda definido primeramente, sobre las coordenadas
locales ({0,,} x IH? x IRY , m =| I | ), como un campo vectorial cons-
tante £. El correspondiente campo vectorial local en las coordenadas
originales estd dado entonces a través de = (Dq)_l)b(m) ¢, donde @
representa al difeomorfismo standard.

Finalmente, los campos vectoriales locales seran empastados, con
ayuda de una particion de la unidad adecuada, en un solo campo vec-
torial global. El campo vectorial constante ¢ se obtiene, en coordenadas
locales de {0,,} x H? x IR, del siguiente modo:

Sea ¥ € M? un punto no estacionario. y sea g(y) = fo ®7!(y) la
funcion f dada en coordenadas locales.

Si T no es punto critico se tiene que por lo menos una de las tltimas
g derivadas parciales cumple que a%jg(()) # 0. Se escoge una tal coorde-

nada j ysetoma & =0,7# jy & =1 (resp. —1) cuando %9(0) <0
J
5
(resp. %g(()) > 0).
Cuando z es un punto critico entonces se tiene que %g(()) < 0 al
J

menos para alguna de las coordenadas intermedias p (Z no es punto
estacionario ! ). Se escoge una coordenada j y se pone {; =0,1# jy
§=1.

En ambos casos vale y + t£ € {0,,} x HH? x IR? | para un ¢t > 0
pequenio, y € {0, } x H? x IR, ||y|| pequeno.

De este modo la curva ®~'(y + t£) permanece dentro del conjunto
M si @ '(y) € M, t positivo, y se cumple, por construccién:

d d
Ef 0o <I>_1(y + &) |t=0 = —

9y +18) iz0< 0 (4.26)

Df(z)(D®~g(2)-€)

Caso 2 En este caso la “estructura de hoyos” del conjunto de nivel
inferior M" es idénticaala de M*UE* (M® con una k-célula adjuntada).
Para visualizar esto dltimo hagamos plausible una idea de D.Braess
([14]). Partimos de la forma canénica (4.24). Dado que Z es un punto
estacionario desaparecen todos los términos lineales negativos (LI = 0).
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=

~

Figura 4.11:

Asi f tiene la forma (suponiendo que f(Z) = 0):

P p+k p+q ‘
Z T; — Z r? + Z x,z (4.27)
=1 j=p+1 I=ptht1

La idea de Braess consiste en correr los puntos estacionarios hacia el
interior de IH? x IR?. Esto tltimo se puede imaginar como el resultado
de presionar con un “dedo” el grafico de la funcién lineal 3°1_; z;. (Ver
Fig. 4.11).

De esta manera se han transformado los términos lineales positivos
en un minimo local no degenerado perteneciente al interior de IHP.
Tampoco se incrementa el indice cuadratico porque Q1 = 0 en un
minimo local no degenerado. A causa del corrimiento antes citado
surgiran, en efecto, nuevos puntos criticos en el borde de H? x IR?,
pero estos no son puntos estacionarios.

Ahora podemos deducir las Relaciones de Morse. Para niveles cre-
cientes de la funcién se cambia la “estructura de hoyos” de los conjuntos
de nivel inferiores solamente para los niveles de los puntos estacionarios,
o sea, en el Caso 2.

Sea entonces ¢ el nimero de puntos estacionarios de indice cuadra-
tico QI = k; sea ¢; (resp. ¢f) el niimero de puntos estacionarios con
QI = k para los cuales se tiene, para niveles crecientes, la alternativa
(I)(resp.IT) (seccién 4.2). Mas atin, sea rj el nimero de hoyos (k + 1)-
dimensionales del conjunto factible M.
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Analogamente a (4.20) valen las siguientes igualdades (Relaciones

de Morse):
cf — ¢y =i 1=0,1,... (4.28)

donde ¢f = ¢y (minimos locales) y ¢; = 0 para ¢ > n— | I | (la
dimensién de M).

Se puede eliminar los simbolos (+) y (—) en (4.28) adicionando
todas las igualdades en (4.28) con signo alternado y poniendo ¢; =
c; + ¢

(e —cy)=(cF—c;)+(cF —c3)—...=rg—r1+12— ...
obteniendose asi

co—c1teg—. ..+ (=1)Pcs=rg—ri+ro—...+(=1)°rs, s=n—|1].
(4.29)
El ndmero del lado derecho de (4.29) depende solamente de la topologia
del conjunto factible M y se denomina caracteristica de Euler de M.
Por un lado, la topologia de M (“estructura de hoyos”) proporciona
relaciones entre el numero de puntos estacionarios de diferentes indices
cuadraticos. Por otro lado, con una funcién objetivo f dada, se puede
obtener informacién sobre la estructura topologica de M. FEn efecto,
(4.29) representa ambos aspectos.
Como ejemplo sencillo consideremos la 2-esfera

S i={zecR|zi+a;+ai=1}

La funcién coordenada dada por g(z; ,zq, x3): = 23 tiene dos puntos
estacionarios no degenerados sobre S? y, en efecto, tales puntos son el
minimo global S y el maximo global N (Ver Fig. 4.12 a).

Ademas, no hay puntos estacionarios con () = 1. Asi obtenemos
de (4.28): ry = ¢ = 1 (una componente conexa), r; = —c; = 0y
ro=cj =1.

Sea ahora f € C*(R® IR) cualquier funcién para la cual todos los
puntos criticos de f |s2 sean no degenerados. Entonces vale, teniendo
en cuenta (4.29):

cg—cCF+ey=r9g—r1+13 =2
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no estacionarios

=1 NQI=2 e 1] =1
7] =0 NN 7] =1

Figura 4.12:

es decir,
f(minimos locales) — §(puntos de ensilladura) + f(méaximos locales) = 2

donde § designa la cardinalidad.

En el caso de la Fig. 4.12 b se obtiene, con ayuda de la funcién
coordenada z3: ro = 1,11 =2, ry = 0.

Cuando se suma en (4.28) las primeras [ igualdades con signo al-
ternante, entonces se obtienen las llamadas Desigualdades de Morse:

Por ejemplo, la primera ecuacién ( ¢§ = cg) produce ¢y > ro.

La primera/segunda ecuaciones dan:

T1—7“0=(Cl+—62_)—(cg—cl_)§c1—co, etc.

De (4.28) se sigue que al menos r; puntos estacionarios de QI = 1,
1 = 0,1,2,... deben estar disponibles para producir la estructura de
hoyos del conjunto factible M. Todos los demas puntos estacionarios
aparecen en pares y con indices cuadraticos (k, k + 1).
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4.4 Deformacion continua en optimizacion

En esta seccion consideramos problemas de optimizacion P(t), los cuales
dependen de un parametro real ¢:

P(t): minimizar f(-,t) sobre el conjunto factible M(¢),  (4.30)
donde
*/w(t) = { v € IR" | hi(‘rat) =0, NS ]a g]‘(l‘,t) >0, .] €J } (431)

Sean las funciones f, h;, g; suficientemente suaves, digamos en el espa-
cio C*(IR"*', IR).

Cuando el pardmetro ¢ recorre el intervalo [0, 1] entonces el proble-
ma P(0) esta ligado, continuamente, con el problema P(1), a través de
P(-) en (4.30). Asi, P(1) podria ser un problema dificil de resolver y
P(0), por el contrario, uno sencillo. En el espacio (z,t) el conjunto de
los puntos criticos estara configurado, en general, en curvas 1-dimen-
sionales. Asi se puede esperar, partiendo de un punto critico o de un
punto estacionario, comenzar en P(0) y, a lo largo de la correspondiente
curva 1-dimensional, llegar hasta un punto critico o, respectivamente,
hasta un punto estacionario de P(1). Desdichadamente esto no siempre
funciona y tal tema se abordara detalladamente en los tltimos tres
capitulos.

En esta seccién nos ocuparemos de dos aspectos parciales, a saber,
de la estructura del conjunto de puntos criticos en el caso M(t) = IR"
(el caso sin restricciones) y de los cambios estructurales del conjunto
factible M(t) en dependencia de ¢. Remitimos a [101] para detalles y
otras referencias.

4.4.1 El caso sin restricciones (I = J = {})

En el espacio (z,t) definimos al conjunto desplegado de puntos criticos

E’
S ={(a,t)e R™" | D,f(z,t)=01} (4.32)

La matriz jacobiana de la aplicacién (z,t) — D, f(x,t) es igual a

(D | DDIf ) (4.33)
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Cuando la matriz jacobiana (4.33) posee en cada punto (z,t) € 3
rango completo (= n), se puede parametrizar localmente a 3 en cada
uno de sus puntos por lo menos en una de las variables x1, z9,...,2,,t.
Esto ultimo se obtiene inmediatamente del teorema sobre la funcién
implicita. Suponemos pues, a partir de ahora, que dentro de )~ esta
satisfecha la condicién de rango.

> es localmente parametrizable en ¢ alrededor de (Z,t¢), cuando
D%f es no singular, es decir, cuando el punto critico Z es no dege-
nerado para la funcién z — f(x,?). Localmente, el indice cuadratico
permanece constante, porque los valores propios de una matriz (n,n)
dependen continuamente de los elementos de dicha matriz (observe que
aqui la aplicacién (z,t) — D2f es continua). Con esto, en particular,
un minimo local (QI = 0) sigue siendo (localmente) un minimo local.

Cuando D2f es singular en un punto (Z,7) € } sucede, a causa de
la condicién de rango arriba supuesta, que rango( D*f(z,?)) =n — L.

Es asi que a lo largo de Y~ siempre habra, a lo sumo, un valor propio
de D?f que se anula. La situacién considerada aparece a causa, pre-
cisamente, de un cero de la siguiente aplicacién 7 (det=determinante):

T ( ! ) — ( def();éf) ) (4.34)

|(x,t)

La condicién de rango completo para (4.33) la afinamos ahora mediante
la suposicién de que la matriz jacobiana DT en los valores nulos de T
tenga rango completo (=n+1).

Cuando n = 1 esto significa (llamando f., f.s, etc. a las derivadas
correspondientes de f):

]{ 0 = det ( ;™ f:f;)#“ (4.35)

De f.. = 0 se sigue que frprfze # 0y, por lo tanto, que frpr # 0y
fer #0.

La funcién representativa (forma canénica) para tal situacion en el

origen es (Ver Fig. 4.13)
flz,t) = 2° £tz (4.36)
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flz,t) =2+ tz

QI—
3

-z (t=— x> J:-|-:y =

Figura 4.13:
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La forma canénica (4.36) vale también en el caso general. De hecho,
cuando f € C*(IR"', IR) y la matriz jacobiana no es singular en un
cero (Z,1) de T (cf. 4.34) entonces existe un C*°-difeomorfismo local ®
con ®(Z,t) = 0 de la forma especial

®:(z,t) = (p(z,t),9¥(t)) con D) >0 (4.37)

gracias al cual f adquiere la forma siguiente en las nuevas coordenadas:

af Etey + Y Fal +6(t) (4.38)

1=2

donde 6 representa el valor de la funcién en x = 0. El parametro ¢
juega un rol especial, separado de (x1,...,2,), y dicho rol se preserva
gracias a la estructura de la transformacién de coordenadas (4.37).

El conjunto ). para (4.38) se encuentra en el plano-(z1,t) y esta
determinado por las igualdades

Sxfﬂ:t:O, T9,23...,L, =0 (4.39)

A través de (4.39) se representa una parabola. Sea k el numero de
potencias cuadradas en (4.38) y consideremos y_ para ¢ creciente. En-
tonces se han creado, para el caso —tz; (resp. +tx1) un par de puntos
criticos de indice cuadratico (k,k + 1) (resp. aniquilado) en ¢ = 0; ver
Fig. 4.14.

Comparese también la relacién de Morse (4.20), donde hemos in-
dicado la apariciéon de puntos criticos en pares (y, en general a (4.28)
para puntos estacionarios). En el Capitulo 6 corresponde al origen
(z,t) = (0,0) precisamente un punto de “Tipo 3”.

También sin utilizar la transformacién de coordenadas (4.37) nos
podemos percatar de que >, en el caso arriba considerado, puede ser
aproximado por una parabola (se dice que hay un “punto de retorno
de segundo grado”).

En efecto, consideremos de nuevo el rol especial del parametro ¢
mediante la funcién F(z,t) = ¢ con 3 como conjunto factible. F' |

tiene en (z,?) un punto critico si y solo si 7 (z,¢) = 0 (cf. 4.34) y,
ademas, (Z,1) es un punto critico no degenerado si y solo si la matriz
jacobiana DT (z,t) es no singular. Como Y es unidimensional, aparece
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3 3 ,
] —txy zy + txy

Figura 4.14:

en el caso anterior un minimo local (resp. méaximo local) para F |E

Pero F(xz,t) = t es una funcién lineal. De aqui se sigue que Y es
aproximable, alrededor de (z,?), por una parabola (como en la Fig.

4.14).

Consideremos de nuevo la Fig. 4.14b. Cuando ()1 = 0, entonces
la parte superior de ) representa una rama de minimos locales. Si
se sigue precisamente esta curva de minimos locales entonces se in-
terrumpe en t = 0, porque la parte inferior de 3~ se compone de puntos
criticos con QI = 1 (puntos de ensilladura). En tal punto se podria
fijar el parametro, o sea, considerar la funcién z — f(z,0). De la forma
canénica (4.38), ahora reducida a a3 + ", 2

7

, vemos que la direccion
(—=1,0,...,0) es una direccién de descenso de tercer orden.

Partiendo de z = 0 en dicha direccién se puede tratar de encontrar
un minimo local. Una vez encontrado, de hecho se ha “saltado” a otra
rama de minimos locales, podemos seguir la curva de minimos locales,
para valores crecientes de t, hasta el siguiente punto de retorno (Ver Fig.
4.15 para el caso n = 1). La posibilidad de tal “salto” sera analizada
detalladamente en el Capitulo 6.
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t=—1 t=0 t=+1
| a
by
|
r¢ 0 i “Salto”
|
)I’C\
I 1
—1 0 1
st

Figura 4.15:
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4.4.2 Sobre el cambio estructural de M(t)

Para detalles remitimos a [89]. Primero consideramos solamente una
restriccién de igualdad h, o sea

M({t)={zeR"| h(z,t)=0} (4.40)

Cuando D, h(z,t) # 0, es decir, cuando en & € M(t) se satisface
LICQ, se puede escoger n—1 vectores £3,&3,...,&, € IR, de modo que
{DIh(z,1),&,85,...,&} constituya una base para IR". La aplicacién
O, definida a través de (y,u) = ®(x,t), donde

hnh = h(.ft?,t)
y = fe—1), i=2,....n (4.41)
u = t—1

posee la misma estructura de (4.37) y es una transformacién de coor-
denadas (observe que la matriz jacobiana D®(z,¢) no es singular). En
las nuevas coordenadas el conjunto factible es, localmente, constante e
igual a (y; = 0).

Un cambio estructural del conjunto factible M (t) solo puede ocurrir
en aquellos puntos (z,%) donde D, h(z,t) = 0. Esto conduce a un cero

()= (%) e

Para mantener el cambio estructural bajo control, supongamos que

de la aplicacién T

la matriz jacobiana DT (Z,t) no es singular en el punto (z,t) donde T
se anula. Se tiene que

- D2h(z,%) D;DIh(z,1)
DT (z,1) = ( D.h(z,1)  Dih(z,7) )

Como D h(z,t) = 0 se sigue que DT (z,1) es no singular si y solo

si:
det (D2h(z,1)) £0 v  D.h(z,1) #0 (4.43)
Del desarrollo de Taylor de h alrededor del punto (z,%) se obtiene

que

h(z,t) = (x — )" DXh(z, 1)z — 2) + Dih(z,D)(t — 1) + ... (4.44)
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n=2
D?h(z,1) definida positiva

D.h(z,1) <0

M(t)y=0,t<t
/ /7 M) = {z}
/

~

Figura 4.16:

Si despreciamos los términos de orden superior en (4.44) vemos que,
alrededor de (Z,t), M(t) se comporta aproximadamente como un con-
junto de nivel de una funcién en la vecindad de un punto critico no
degenerado (Ver Fig. 4.16).

De hecho, con ayuda de una transformacion de coordenadas del tipo
(4.37) se puede conformar la funcién h, localmente, a partir de los dos
términos en (4.44).

Si en la soluciéon de la Fig. 4.16 ponemos en juego, adicionalmente,
una funcién objetivo f(z,t), con D,f(z,t) # 0, entonces se puede
sustituir a f(-,¢) por la linealizacién D, f.(x — ), para (t —t) pe-
queno. Tal funcién alcanza un minimo y un maximo en cada M(t),
t > t. Estos minimo/méximo generan, en dependencia de ¢, una curva
de puntos criticos no degenerados en el espacio (x,t). El punto (Z,1)
no pertenece a ella, dado que en T se tiene que D, f(Z,¢)(# 0) no es
una combinacién lineal de D, h(z,t)(= 0). El punto (z,t) se denomina
punto critico generalizado (cf. Capitulo 6, Tipo 4).

Junto con el punto (Z,?), la curva de minimos/méximos " consti-
tuye una variedad diferenciable 1-dimensional en el espacio (z,t), la
cual posee, en relacion al parametro ¢, un punto de retorno de segundo

grado (Ver Fig. 4.17).
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Punto critico de f(.,t)|M(t)

Figura 4.17:

La estructura de )~ en la Fig. 4.17 es semejante a la Fig. 4.14a.
Sin embargo, la situacion es, topolégicamente, completamente distinta.
Cuando n > 2, D2h(z,1) es definida positivay D;h(Z,t) < 0, también se
producen un minimo y un maximo. En este caso con indice cuadratico
0 y n — 1. Por el contrario en la situacién de la Fig. 4.14 la diferencia
es exactamente igual a uno !

La condicién (4.43) también se puede hacer plausible de la siguien-
te manera. Consideremos el despliegue M de la familia de conjuntos

{ M), teR}:
M:={(z,t) e R | h(z,t)=0} (4.45)

Ahora suponemos que en cada punto (z,t) € M la derivada Dh(z,t)
no se anula, es decir, hay LICQ en IR™*!. Ademds, consideremos la
funcién F(z,t) = t sobre el conjunto M y pidamos que los puntos
criticos de F' |y sean no degenerados. Un pequeno calculo muestra
que un punto (z,t) € M es punto critico para F' |y si y solo si
D.h(z,1) = 0; producto de la suposiciéon hecha se obtiene automati-
camente que D;h(Z,%) # 0 en todo punto critico de F' |y El punto
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critico (z,1) para F' |u es entonces no degenerado si y solo si D2h(z, )
no es singular. Con eso estamos en la situaciéon (4.43).

Las consideraciones antes hechas se pueden generalizar facilmente
a conjuntos M(t) del tipo (4.31). Ahora consideramos el conjunto des-
plegado M,

M={(z,t) € B | hi(x,t)=0,i €, gi(x,1) 20, j €]} (1.46)

Exigimos que en cada punto M C IR"*! se satisfaga LIC(Q) y que,
ademds, todos los puntos criticos de ¢ o sean no degenerados. Solo en
tales puntos criticos (Z,t) puede alterarse localmente, para ¢ creciente,
la estructura topoldgica del conjunto factible M(t) al sobrepasarse t. En
la Fig. 4.18 se ha esquematizado una sucesion de transiciones tipicas.

Se observa en la Fig. 4.18 que la estructura topoldgica de M(t) no
se altera en la transicion de ¢; a t;. Esto tiene que ver con el hecho
de que en los puntos criticos intermedios ¢ (¢; < ¢ < t3) la llamada
Condicién de Mangasarian-Fromovitz (M FCQ) se satisface en cada
punto = € M(%). (cf. Capitulo 5 para la definicién de MFCQ). De
hecho, para conjuntos factibles compactos la satizfacciéon de M FC(Q)
en cada punto es condicion necesaria y suficiente para la estabilidad
topoldgica (Ver [71]).
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M(t1)
-(2-
tq
/.\
. .
I3
ts

th<ta<izs<ily<ts n=3 |I|=1 |J|=2

Figura 4.18:
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Capitulo 5

Sistemas de desigualdades
lineales

En este capitulo introduciremos el concepto de punto critico generaliza-
do, dejandolo entender como una consecuencia natural de la condicion
de Fritz-John. Para ello desarrollamos brevemente teoremas de alter-
nativas para sistemas de desigualdades lineales.

Definicién 5.1
Un conjunto K C IR", se llama cono finitamente generado st existen
vectores ay, . ..,an, € IR", tales que

K =K(ay,...,ay) ::{:EER”| ;vzz/\ia,-, /\2-20}

=1

Teorema 5.2 (Caratheodory)

Sean ai,...,a, € R" y sea K := K(ay,...,ay,). Para cada v € K,
v # 0; existe un subconjunto J C {1,...,m} y nimeros \; >0, j € J,
tales que los vectores a;, 3 € J son linealmente independientes y

v = Z)\ja]‘ (51)

JjeJ

Demostracion:
Sea v € K,v # 0, entonces v = .72, \ja;, A, >0

75
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Spdg.sean A\; >0,2=1,...,py A\, =0,e=p+1,...,n. Se tiene

P
v = Z)\iai, A >0 (52)
i=1
Si los a;, 2 = 1,...,p, no son linealmente independientes entonces
dv;,i = 1,...,p, no todos nulos, con SF_, v;a; = 0, por lo que se
tiene que

P
0=> (uvi)a; VueR (5.3)

=1

Pero de (5.2) y (5.3) tenemos que

3

v=>) (Mi+tupy)a;, Ve€éeR (5.4)

=1

A través de una seleccién adecuada del p en (5.4) se puede lograr que
(A + py:) se haga 0 para algunos indices, sin que los otros se vuelvan
negativos. Con ello se logra una representacién de v andloga a (5.2),
donde la cantidad de a; se reduce al menos en uno.

Repitiendo el proceso anterior obtendremos la independencia lineal
de los {a;} que queden con coeficientes positivos. O

Lema 5.3

K(a1,...,ay) es un conjunto cerrado.
Demostracién:

Sea (z) € K(ay,...,an)y xp — I.

Cada zy, tiene una representacién (5.1) con vectores linealmente in-
dependientes y con coeficientes mayores que cero. Si a partir de cierto
indice xy = 0 entonces T =0y T € K(a1,...,am).

Si existen un nimero infinitom de k£ € IV, tales que z; # 0, entonces
podemos suponer , sin perder generalidad ,que z, = 3¢, /\;?aj, J C
{1,...,m} fijo, y los a; linealmente independientes con )\f > 0.

Esto es cierto porque solo hay un nimero finito de subconjuntos de
{a1,...,an} que son linealmente independientes, y tenemos infinitos k,
luego algiin subconjunto tendra que repetirse infinitas veces y podemos
restringirnos a la subsucesion correspondiente.



Sistemas de desigualdades lineales 77

O sea , tenemos que z; = AXp, Ay > 0y A,y 5 de rango |J|, de
donde obtenemos que:

A= (ATA) T ATy, (5.5)

Como x — z, en (5.5) tenemos que )\ tiene limite y es igual a A =
(ATA)"'Z. Ademas, sabemos que z; = A\, Yk y, pasando al limite
en k, obtenemos que T = A\.

Como A; > 0 = A >0, llegamos a

57225\]'&]',5\]' 20

=

Con ello tenemos que & € K(aq,...,a0,). O
Presentamos ahora el conocido teorema de alternativas.

Teorema 5.4 (Lema de Farkas)
Sean ay,...,a,, yb € IR". Entonces se cumple una , y solo una, de
las siguientes alternativas:

I) Elsistema(Ta; <0, i=1,...,m, £'b> 0 es soluble .
II) be K(ar,...,an).

Demostracion:

Sibée K(ay,...,a,) se tiene b =37, \a;, con A; > 0. Si 1) se cum-

pliera tendriamos 0 < £Th = "7 X\;6Ta; < 0, lo cual es contradictorio.
Sib¢ K(ai,...,a,), tenemos que 0 € B(b,||b||) N K(ay,...,an).

Este conjunto es compacto por ser acotado y cerrado (Lema 5.3). Por

el Teorema 2.3 (de Weierstrass) existe v € IR" tal que

1= ]|* = o=

min
reB(b,||b|)NK (at,....am
pero por construccién

|6 — o> = e _min )Hb —7|?, conwv € K(ay,...,a,) (5.6)

K(a1,....am

Tomemos el vector £ = b — v.
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Sea a;, ¢ € {1,...,m}. Tenemos que v + Xa; € K(ay,...,a,) para
A > 0. SiéTa; > 0, entonces
16— (v + Xar)||* = [[b = v]|* = 20¢Ta; + A as|?
Si A — 0, entonces j2§Tai + AMlai|* — —26Ta; < 0. Luego exis-
te A > 0 tal que —2XTa; + A?||la;]|* < 0, de donde se obtiene que
|b — (v + Aa;)||* < ||b — v||?, contradiciendo (5.6) pues a; # 0.
Hemos obtenido que ¢Ta; <0,i=1,...,m vy, por lo tanto,
Mo <0. (5.7)
Nos queda ver que £7h > 0.
Si v =0 entonces £Th = ||b]|*> > 0, pues b & K(ay,...,a,).

Si v # 0 podemos usar el Teorema 5.2 y representar a v como en

(5.1). O sea
P
v = Z Aiai, A >0 ylos {a;} L i (5.8)
=1

De aqui tenemos
P
(1 —t) v = E(l —t) )\Z'CI,Z', \V/te R (59)
=1
Para t = 0 todos los coeficientes (1 —%) A; son positivos. Por ende existe
t > 0 tal que Vt € (0,%) se cumple (1 —¢)X\; > 0,7 =1,...,p. Luego se
obtiene V¢ € (0,7) que (1 —t)v € K(a1,...,a,).
Pero
b= o+ toll? = b= ol + 270 + Z[ol? (5.10)
Si éTv < 0 entonces procediendo como en el caso anterior y utilizando
(5.10) existiré ¢ < t tal que YVt € (0,1)

16— (v —to)|* < [[b—v]*
lo cual es contradictorio. Luego £Tv > 0 y de (5.7), obtenemos que
ETo=0 (5.11)

Finalmente, dado que |[£]|> = €Tb— ¢Tv = (Tby b & K(ay,...,a,)
tenemos que ||£]|2 = ||b — v||* > 0. Es decir, 76 > 0. O

Con ayuda de lo anterior demostraremos un teorema de alternativa
para sistemas de desigualdades lineales.
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Teorema 5.5
Consideremos el sistema de desigualdades lineales,

ETa; < 0 i=1,...,mg, my>1
fTb]‘ < 0 j= 1,...,mb (512)
ey = 0 k=1,...,m.

con a;, b;, ¢, € R".
Tenemos que se cumple una, y solo una, de las siguientes alterna-
tivas:

I) FEl sistema (5.12) es soluble.

IT) Fu; >0, no todos nulos, v; > 0, wy € IR, tales que

Mec

Ma my
Z u;a; + Z ‘U]'bj + Z wier = 0 (513)
=1 i=1 k=1

Ademas, si se cumple 1), se cumple también teniendo a lo sumo n + 1
coeficientes u;, vy, wy no nulos.

Demostracion:

Consideramos el sistema

€n+1 > 0
Tai  + & < 0 i=1,...,m,
fTb]‘ < 0 ] = 1, ., My (514)
fTCk < 0 k=1,....,m.
ET(—cp) < 0 k=1,...,m,

El sistema (5.12) es soluble si y solo si es soluble el (5.14). En efecto, si
(€, &n41) soluciona (5.14), entonces ¢ soluciona (5.12); y si ¢ soluciona
(5.12), entonces (£, —mazi=1. m,&" a;) soluciona (5.14).

Usemos el Teorema 5.4 (Lema de Farkas) con b = (0,...,0,1) €
R™.

El sistema (5.14) no tiene solucion, exactamente cuando el siguiente
sistema es soluble.

0 Jia a; i b]' Ze Cl
1 :Zui 1 +Zvj 0 —I—Zwk 0 ; uZ-ZO,ijO
=1 7=1 k=1

(5.15)
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De (5.15) obtenemos (5.13) y de la tltima fila de (5.15) obtenemos que
no todos los u; son nulos.

La dltima afirmaciéon se obtiene directamente del Teorema 5.2 de
Caratheodory. O

Tal y como lo hemos anunciado mostraremos a continuacién una
condicion necesaria de ler orden, pero sin uso de LICQ.

Teorema 5.6 ( F. John)
Sean f, hi, g; € CHIR",R),7 € I, € J,k > 1. Siz € M[h,g]
es un minimo local del problema de minimizar f|py entonces existen
coeficientes A > 0, \;, 1 € I, p; > 0, 7 € Jo(T), no todos nulos, tales
que:

ADf(z) => A\Dhi(x)+ > p;Dy;(7) (5.16)

i€l jedo(z)

Si Dhi(Z), 1 € I son linealmente independientes entonces al menos
uno de los nimeros A\, i, j € Jo(Z) es no nulo. Por iltimo, siempre se
puede escoger los A\, A\;,p; en (5.16) de forma tal que, a lo sumo, haya
n + 1 distintos de cero.

Demostracién:
Si los Dh;(z), 1 € I, son linealmente dependientes entonces (5.16) es
realizable con A = p; =0, j € Jo(T).

Sean Dh;(z), ¢ € I linealmente independientes. Se tiene que el
siguiente sistema no es soluble

Df(z)¢ < 0
Dhi(z)¢ = 0 diel (5.17)
—Dg;()¢ < 0 j€ Jo(x)

En efecto, si € soluciona (5.17) existe una aplicacién z(.) en la clase C*,
producto de la independencia lineal de los Dh;(Z), i € I que cumple:

90 =¢

z(0) ==z, hi(z(t)=0,1€1, T

(Construccién analoga a la del Teorema 3.8)
Para cada j € Jo(Z) se cumple

gi(x(t)) = g;(z) + t Dg;(x){ + olt) (5.18)
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Como ¢;(z) =0y Dg;(z)¢ > 0 entonces 3t tal que V¢ € (0,1) se tiene
g(z(t)) > 0y por ende, z(t) € M[h,g] Vte (0,1).

Tambien vale

f@(t)) = f(2) =tD f(Z)§ + o(t)

Por lo tanto, existe ¢ < ¢, tal que ¥Vt € (0,%), f(z(t)) — f(0) < 0. Pero
esto contradice el hecho de que Z sea minimo local de f|s.

Por el Teorema 5.5 podemos asegurar la existencia de coeficientes
A iyt €1, s, 5 € Jo(T), con A, p; > 0, tales que

0=ADf(z)+ Z/\ZDhl(f) — Z 1iDg;(Z) (5.19)

iel i€do(2)

De (5.19) se obtiene (5.16). Las afirmaciones posteriores se obtienen
todas aplicando el Teorema 5.5 a este caso. O

Observacién 5.7
Notemos que si A # 0 obtenemos, dividiendo por A\, que T es un punto
estacionario. Ademds, A # 0 si se cumple LIC(Q).

Presentaremos a continuaciéon una condicién adicional sobre M, maés
débil que LICQ, la cual garantiza también que A # 0, y posee un
interés propio.

Definicién 5.8 (Condicion de regularidad de Mangasarian-Fromovitz)
Se dice que un punto © € M[h,g] cumple las condiciones de reqularidad

de Mangasarian-Fromovitz MFC(Q) si:
1) Dhi(z), 1 € I son linealmente independientes.
2) 3¢ € R tal que

o Dhi(z){ =0, 1€l
o Dgj(2)¢ >0, j € Jo(T)

Se dice que M[h,g] cumple MFCQ si todo punto © € M[h,g| cumple
MFCQ.
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Teorema 5.9

Sea f, hiyg; € CHIR*,R),1 € 1,5 € J, k> 1. Seaz € M[h,g] un
minimo local para f|uming). St en T se cumple MFCQ entonces T es un
punto estacionario.

Demostracion:
Del Teorema 5.6 y de la condicién 1) de MFCQ (Definicién 5.8) obte-
nemos (5.16) y no todos los A, i;, 7 € Jo(Z) son nulos.

Si A = 0, entonces algin uz,p € Jo(Z), es estrictamente positivo.

De (5.16):

0=06=> \NDh(2)§+ D n;Dg;(T)E.

iel j€To(7)

Luego tendriamos, debido a MFCQ, que

0= >  uDg;(2)¢ = upDgp(z)€ >0

JEJH(Z)

Por ende A # 0 y T es un punto estacionario. O
Una interesante propiedad de la condicion MFCQ es la siguiente.

Teorema 5.10 (Ver Gauvin [}4])
Supongamos que T € MT[h,g], es un punto estacionario para f|apn,),
con f, hi, g; € C*(IR",IR), k > 1. Existe solucion del sistema

el j€do(z)
pero, ademds, el conjunto
{ (A, 1) € R™P| (A, p)es solucién de (5.20) } (5.21)

donde (|Jo(z)| = p e |I| =m), es acotado si y solo si se cumple MFCQ
en k.

Demostracion:
( “j” )
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Supongamos que (5.21) es acotado, debemos probar que & cumple
MFCQ. Si Dhi(z),: € I, no son linealmente independientes existe
entonces A € IR™, con X # 0, tal que

S \iDhi(3) =0 (5.22)

el

Como Z es un punto estacionario, tenemos que existen (), i) que per-
tenecen a (5.21). Usando ademas (5.22) obtenemos que Vit € IR

Df(z) =Y (Ni+tX)Dhi(z)+ Y p;Dg;(z)

i€l i€Jo(7)

Por lo tanto (5\ + tj\, ) esta en (5.21) Yt € IR. Pero

IO+, @ > A+ ] = VA2 + 26072 + 22 A2 (5.23)

De (5.23) y X 0 obtenemos que (X + tj\,ﬂH — 400, sit = 400, lo
cual contradice la acotaciéon de (5.21).
Supongamos por otra parte, que el sistema es insoluble

Dhi(z)¢ = 0, 1€l
Dg;j(z)¢ > 0, j€ Jo(7)

Gracias al Teorema 5.5 existen A € R™, i€ IRP, i; > 0, donde i # 0,
tales que

0=> MDhi(z)+ > ji;Dg;(z), >0, ji#0 (5.24)

i€l i€Jo(3)
Usando (5.24), A y ji, obtenemos V¢ > 0, la expresién:

Z)\+t)\ )+ Z (1j +ti;) Dg;(2).
el 1€Jo(Z)

O sea (A, 1) + t(j\, fi) pertenece al conjunto definido en (5.21), V¢ > 0.
Pero ||(A, ) + t(N, @)|| = || + ti]] — 400 sit — 400, lo cual
contradice de nuevo la acotacién de (5.21).
(“<:77)
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Supongamos que se cumple MFCQ en z. Usando el ¢ que nos brinda
MFCQ sabemos que si (X, ) estan en (5.21) debe lograrse

Df(x)¢= . u;iDg;(x)¢. (5.25)

J€Jo(F)

Teniendo en cuenta que g; > 0, obtenemos de (5.25) que

Df(z)¢ > ( min (Dg;(2)§)) Y. u; = min (Dg;(2)§)|ull1, (5.26)

J€Jo (%) iedo (@) J€Jo(Z)

donde ||plly = X |w]. Como minjez @z Dg; (%) > 0, si el conjunto
(5.21) proyectado sobre las p no es acotado, entonces existen (\g, fx)
en (5.21) con ||ugl[t = +oo. Pero esto contradice (5.26). Por ende,
existe una constante K tal que si (A, ) estdn en (5.21) ||u]| < K. Para

terminar, usando la independencia lineal de Dh;(z), 7 € I podemos
escribir, para todo (A, p) en (5.21), que

A= [(Dr@)Dr@)T) (DTH@ + Do) (5.27)

Aqui Dh(Z) es una matriz de tamano |I| x n tal que su fila i-ésima es
Dh;(Z) (andlogamente para Dg(Z)). De (5.27) obtenemos que si los g
estan acotados también lo estan los A. O

Observacién 5.11
Notemos que (5.21) es un poliedro y es siempre cerrado. De acuerdo
al teorema anterior, obtenemos que (5.21) es un poliedro compacto si y

solo si se cumple MFCQ).

Tomando el resultado del Teorema 5.6 resulta natural introducir el con-
cepto de punto critico generalizado, concepto béasico de la optimizacion
paramétrica.

Definicién 5.12
Sean f, h;, g; € CF(R*,IR), k > 1,i € I,j € J. Llamaremos a

z € M[h,g| punto critico generalizado si el conjunto de vectores
{ Df(z), Dhi(%), i € I, Dg;(7), j € Jo(Z) }

es linealmente dependiente.

Utilizaremos la abreviatura “punto c.q.” para referirnos a un punto
critico generalizado (la abreviatura proviene del término en inglés ge-
neralized critical point).



Capitulo 6

Problemas uniparamétricos

En el presente y los capitulos siguientes consideramos el problema de
optimizacién P(t), introducido en la Seccién 4.4, el cual depende de un
parametro t € IR:

P(t) Minimizar f(-,¢) sobre el conjunto factible M(%),
Este problema se puede escribir formalmente como:
P@) min{f(,1)] 2 € M)},
donde
M(t)={z € R" | hi(z,t) =0,i € I,g;(x,t) > 0,5 € J},

con [ ={l,....m},m<n, J=A{Ll,....s}, H=(h1,...,hp), G =
(g1,---,9s) v las funciones cumplen f, h;,g; € C3(IR", R), para i € I,
JEJ

Estamos interesados en el conjunto de puntos criticos generalizados
de P(t). De acuerdo a la definicién dada en el Capitulo 5 ( Definiciéon
5.12) denominamos a (Z,t) € IR™ x IR un punto critico generalizado

(punto c.g.) de P(t) cuando & € M(t) y, ademés , el conjunto

{Dﬂ?f(fvﬂvDﬁhl(‘fvﬂvl € Ivagj(jvﬂvj € ‘]0(777{)}

es linealmente dependiente, donde Jo(z,¢) = {j € J | ¢;(z,1) = 0}.

85
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El conjunto que nos interesa lo definimos como
Yo ={(z,t) € R" x IR | (z,t) es un punto c.g. de P(t)}.

Obviamente, para cada punto estacionario  de P(t) (Ver Definicién
3.5), se tiene que (Z,1) € X,. y conforme a los criterios de optimalidad
que hemos discutido en el Capitulo 3, se sigue igualmente que (&,1) €
Y, para cada punto # que es minimo local de P(1).

El conjunto ¥,. se compone “en general”( localmente considera-
do) de un niimero finito de curvas unidimensionales. Los métodos de
seguimiento utilizados para el calculo de puntos criticos generalizados
(resp. puntos estacionarios o minimos locales), en relacién con valores
fijos de los pardmetro s t!,#2, .. ., se basan sustancialmente en tal hecho.
En los capitulos 7 y 8 nos dedicaremos ampliamente a tales métodos .

En este capitulo describiremos la estructura del conjunto ¥, en el
“caso general”. En la primera parte definimos cinco tipos diferentes de
puntos criticos generalizados (puntos c.g. de Tipo v, v = 1,2,3,4,5.)
e investigamos, para cada uno de ellos, localmente, las caracteristicas
topoldgicas y analiticas de ¥? . Para una discusién detallada sobre este
tema referimos a [92, 93].

Sea la familia de funciones

Cada punto c.g.
del correspondiente
P(t) es de alguno
de los tipos 1,2,3.4,5

F={(fHG) eC(R" x R,R)*"*

El caso general que nos interesa se puede caracterizar ahora a través
de la condicién (f, H,G) € F. En la segunda seccién demostraremos
dos teoremas que confirman esta observacién.

Primero ofreceremos perturbaciones concretas, con ayuda de para-
metros complementarios, de modo tal que la funcion vectorial resultante
pertenezca a la familia F para casi todos los valores del parametro
complementario (teorema de perturbacién). El sentido de la expresién
“casi todos” sera esclarecido posteriormente y siempre se referira a la
medida de Lebesgue de la dimension correspondiente. En particular,
tales parametros pueden escogerse arbitrariamente pequenos.
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Luego mostraremos que el conjunto F es abierto y denso en el es-
pacio de funciones C*(IR" x IR, IR)'t™** respecto a la topologia fuerte
(o topologia de Whitney) (teorema de genericidad).

Los resultados que exponemos en el presente capitulo, sobre la es-
tructura del conjunto ., son fundamentales para la discusién ofrecida
en los dos capitulos posteriores, sobre métodos de seguimiento de curvas
para la solucién de P(t)

6.1 Los cinco tipos

En esta seccién describimos los cinco tipos de puntos para X,. que
han sido introducidos y discutidos detalladamente en [92, 93]. Sean
definidos los conjuntos

Y. ={(z,t) € Eyc | (z,1) es un punto de tipo v}

para v =1,2,3,4,5.

Mas adelante ofreceremos, en particular, las denominadas formas
normales para cada tipo, las cuales describen localmente las diversas
situaciones caracteristicas de un punto critico generalizado. Tales for-
mas se construyen, para un punto (Z,¢), en coordenadas locales ade-
cuadas. Para facilitar las cosas, supondremos, a la hora de represen-
tar dichas formas normales, que (f, H,&) € C*(IR" x IR, R)'*™*s,
La transformacion de coordenadas correspondiente, en coordenadas lo-
cales, tendra la forma

0 ( ’ ) - ( / ) _ ( ‘b;(;(?t)t) ) L Dkt >0. (6.1)

donde v = ty(t) aparece como “parametro transformado” en vez del
parametro ¢t y ¥(z,t) = (0,,0), 0, indicando el origen en IR". Para
mayores referencias ver [87, 100].

Ahora deseamos mostrar que la satisfacciéon de la condicion de Man-
gasarian- Fromowitz MFCQ (cfr. Capitulo 5) es invariante para trans-
formaciones de coordenadas de la forma 6.1 (lo mismo vale para LICQ).

Para ello, sea (,1) € Y,., (7,9) = (#,1) y supéngase que se
satisface MFCQ en & con relacién a P(1). Es asi que existe un w € IR"
con las propiedades
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1. Dyhi(2,D)w=0,i€l
2. D,g;(z,H)w >0, j € Jo(2,1)
Dado que D,1(#,%) es no singular y que, por tanto, D,»~'(7,v)

también es no singular , cumpliéndose que D, (7,9) = (D1 (%,1)) 71,
obtenemos que:

e El conjunto {Dyhz-('l/;_l(g], v)) (: D, hi(#,1) Dby (7, ﬁ)) 1€ I} es

linealmente independiente.
e Para & = D, (&,1)w vale que:

L. Dyhi(p= (g, 0))w =

2. Dyg; (¥ (5, 0))b >

donde Jo(#,8) = {j € J | g;(v'(3,0)) = 0}

El teorema de genericidad (Seccién 6.2) se enuncia en términos de
1+m+s
Y

vel

0,
Oa .] € JO(‘%atN)

una topologia adecuada en el espacio de funciones C*(IR", R) a

saber, la topologia fuerte (o topologia de Whitney), la cual designare-
mos con C*-topologfa, k < k (cfr. [81, 90]).

Dada una funcién f € C*(IR",R) y niimeros naturales a;,[ =
1,...,n, tales que | a |[< k, donde a = (ay,...,0,) v | @ |= 2, i,
alalf

A 119%2 x5...9% 1,

de f. Por ejemplo para | @ |< 2 nos referimos a las siguientes funciones:

denotamos con 91l f = a la a-ésima derivada parcial

la| = 0 f=f
o' _of

a = 1 = 1=1,...,n
o Oy ... 0 10'2;0%;4, ... 0%,  Ox; R
o»rfo
la| = 2 ax-ax-’l’]zh'“’n
0T;
Ademas , sean

?

CUIR",IRy) = {e: IR" — IR | ¢ es continua y ¢(z) > 0 Vz € IR"}

Ve € IR" y cada o con | « |

Vi - { e CMER) ‘ 0117 (2) = 01 f (2)] < e(x) ]; }
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¢()

Figura 6.1: inf, e(z) =0

para e € C°(R", R,).

Los conjuntos fo con ¢ € C°(IR"™, IR, ) constituyen, para una funcién

dada f € C*(IR", R), una base puntual para la Cf topologia en el es-
pacio de funciones C*(IR™, R). Al espacio producto C*(IR", R)'"*™** lo
dotamos de la C'*- topologia producto inducida correspondiente.

Observamos que puede darse inf, e gn €(z) = 0 para e € C°(R", IR,)
(Ver Figura 6.1) y, con ello, puede tomarse en cuenta efectos asintéticos
en relacién con perturbaciones mediante funciones constantes ¢ > 0.

En la caracterizacion siguiente de ¥, v = 1,2,3,4,5 escogemos
(z,t) € ¥,. Sin pérdida de generalidad aceptamos que Jo(Z,t) =
{1,...,p}, p < sy definimos al conjunto Jy(x) = {7 € {1,...,p} |
p; # 0}, para pp € IRP, p = (p1, ..., p1p)-

Primeramente diremos que (7,t) € Z‘;C cuando Z es un punto no-
degenerado de P(t¢). Conforme a la definicién dada en la Seccién 4.3
quedan satisfechas las siguientes condiciones en un punto (Z,?) € Z‘;C:

(la) Se cumple LICQen T € M(t), es decir, los vectores { D h;(ZT,1),i €
I,D.q;(z,t),7 = 1,...,p} son linealmente independientes. Con
ello, existen multiplicadores de Lagrange univocamente determi-

nados A = (\i,..., ), & = (f1,..., ftp), tales que (z,\, i) es
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una solucién de H?(z, A, p,t) = 0 donde H? esta definida por
[ DyL(x, A p,t) ]
hl('ra t)

HP(z, M\ p,t) = B (2, 1)
gl(xvt)

L gp(;.lf,t)

y L(z, A, u,t) se entiende como

L(xa)‘vﬂvt) = f(‘rvt) - Z/\Zhl(xvt) - Z,Mjgj(Jf,t)

(1b) Jo(&,0) = T4 (R)

(le) DIf(Z,8)=2ies ND3hi(7, 1) =3 jes i D39;(7, 1)

gular, donde

T,M(D) = {¢ € R" | Dhi(z,1)¢ = 0,i € I, Dog;(2,1)€ = 0,5 = 1.p}.

T, M(7) DO €s sin-

Lema 6.1 (cfr. Teorema 2.1 [96]).
Sean A, n) una matriz simétrica y B, n,) una matriz con ny > ny
y B* ={i € R™ | BT = 0}. Entonces el nimero de valores propios

A

BT O
suma del nimero de valores propios positivos (resp. negativos o nulos)
de A|Bi mds rangoB (resp. rangoB o ny — rangoB).

» . : B .
positivos (resp. negativos o nulos) de la matriz < > es igual a la

El Lema 6.1 implica que las condiciones (la) y (lc), juntas, son
equivalentes a la condicién siguiente:

(1c’) Dex, A, p) H (7, \, i, 1) es no singular.
La condicién (1¢’) es esencial para el estudio topoldgico del conjunto

¥, en una vecindad del punto (z,1) € E;C. De (1¢’) y del teorema de la
funcion implicita se obtiene la existencia de vecindades U C IR™ de =z,
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Figura 6.2: ¥, en una vecindad de (z,7) € X} ..

VCR"de \, WC IR de iy Z C IR de f, asi como de C'-funciones,

univocamente determinadas
(P, NP pP) it € Z = (2P (1), AP(), puP (1)) e U x V. x W
con las siguientes caracteristicas:
L HP(aP (1), AP(2), u"(1), 1) = 0,
2. Y. N{U x Z} ={(2P(t),t) |t € Z} (cfr. Figura 6.2).

3. 2P(t) es un punto critico no degenerado de P(t),t € Z; por tanto,
(zP(t),t) € ¥}, para cada t € Z.

De la Seccién 4.3 sabemos que, en el caso no paramétrico, la funcién
f adquiere la forma 4.24 en una vecindad de un punto no degenerado,
gracias a una adecuada transformacion de coordenadas.

Por lo tanto, si (Z,1) € ¥, existe una transformacién local de co-
ordenadas, de la forma (6.1) de modo que, en las nuevas coordenadas,
el conjunto M (t) adquiere la forma 0,, x H” x IR"™~P para valores
de t cercanos a t y la funcién f adquiere la forma siguiente:

5(U) - Z Yiy + Z Yio — Z yzzg + Zyi24 (62)
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donde v = 1(t), 6(v) = f(x»~'(0,,v)) para t cercano a . Analogamente
a (4.24) i1 representa las primeras LI-coordenadas e 75,153,174 recorren
las siguientes LCI, QI, QCI-coordenadas.

De aqui se sigue, en particular, que la tupla de indices (LI,LCLQI,-
QCI) permanece constante para cada t € 7 y es igual, en consecuencia,
a los correspondientes indices de Z. Entonces, cuando T es un punto
estacionario de P(t) (resp. minimo local, punto de ensilladura, maximo
local) también es z?(¢) un punto estacionario de P(t) (resp. minimo
local, punto de ensilladura, maximo local) para cada t € Z.

Tales propiedades se adeciian muy bien con la utilizacion de métodos
de seguimiento. Con ayuda de la Figura 6.2 podemos ver esto mas de
cerca. Cuando el objetivo consiste en calcular un punto minimo local
de P(t?) partiendo de un minimo local conocido & de P(t'), t' € Z,
entonces podemos lograr una aproximacién de la curva {(z?(t),t),t €
[t',¢*]} por medio de algin procedimiento de seguimiento que utilice el
método de Newton, es decir, que aproveche esencialmente la no singu-

laridad de
D(x,A,ﬂ)Hp(‘ra )‘a Hy t)

(2 \obs)=(2P (1), AP(2) 7 (1) 1)

para t € [t!, ¢%].

De tal modo, es posible alcanzar, en un nimero finito de pasos,
una aproximacién del punto minimo local z?(#?) de P(¢*) con el grado
deseado de exactitud (Ver Capitulo 7 para una discusién detallada sobre
este tema). Pero en general, no sera posible disponer de una funcién
seleccién z(t) continua sobre un intervalo arbitrario [t', t%], puesto que
pueden existir puntos en el conjunto X,. que no son de Tipo 1 y en los
cuales alguna de las propiedades (1la), (1b) o (lc) no se satisfacen. A
estos puntos nos dedicaremos después del Lema 6.3.

Observacién 6.2

Mediante las siguientes consideraciones podemos referirnos a la ex-
posicion hecha a proposito del caso sin restricciones analizado en la
Seccion 4.4.

Considerado localmente, en una vecindad de un punto (z,t) € E;C,

el conjunto ¥,. es idéntico al conjunto de los puntos criticos generali-
zados del problema

PP(t) min{f(-,t) |z € MP(t)} (6.3)
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donde M?(t) = {x € R" | hy(z,t) = 0,0 € I,g;(x,1)=0,7 =1,...,p}.
De la propiedad (la) y del teorema sobre la funcién implicita se sigue
la existencia de una particién de la variable z € IR™ en vectores z! €
R™7P, 22 € IR" ™7, la cual podemos suponer, s.p.d.g, de la forma
z = (2!, z%),(en particular z = (z',7?)), de vecindades U! C IR™*?
de 21, U* ¢ R ™" de 2%y Z! C IR de 1, asi como de una funcién
univocamente determinada

it (2 t) €U x 2 e i (2t 1) € U

tal que MP(t) N {U' x U*} = {(2* (2%,t),2?) |22 € U?} para t € Z1.
Para la investigacién del conjunto ¥,. podemos considerar en una
vecindad del punto (z,%) € E;C el problema sin restricciones siguiente:

P(t)  min f(2'(-,1),1)

r2eU?

en sustitucién del problema original P(t) (o P?(t)).

Lema 6.3
Sea (x,t) € X}.. FEntonces eriste una vecindad U(z,t) C IR" x IR
de (z,1) y una Ci-vecindad V de (f, H,G) en el espacio de funciones

C3*(R™ x IR, IR)"*™** tal que, para todo (f,H,G) €V, vale:
See(f, H,G)NU(z,1) C S).(f, H,G)

donde Z‘gc(f,ﬁ,é) (resp. Z‘;c(f,f{, é) representa el conjunto de pun-
tos criticos generalizados (resp. el conjunto de puntos criticos generali-
zados de tipo v,v = 1,2,3,4,5) del problema uniparamétrico PU-HG)(¢)
descrito a través de (f,[:], é)

Demostracion:

Supongamos que dicha afirmacién sea falsa. FEntonces existen vecin-
dades U*(z,t) C IR™ x IR de (z,t) y C2-vecindad V* de (f, H,() en
C3*(R"x IR, IR)'*™**_asi como aplicaciones (f?, H?, G*) € V* y puntos
criticos generalizados (2, t7) de P*(t) (: P(fp’Hp’Gp)(t)) con las siguien-
tes propiedades (aqui el indice p recorre todo el conjunto de nimeros
naturales IV):
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L (22,9) o (,)
2. Para todo j € J (y analogamente para cada i € I) vale:

g;(x”,17) = g;(2,1)
D (a7,1%) o Dg;(2.1) (6.4)
D2g]‘.’($9,tp) — D?g;(Z,1)

3. (xf,t7) ¢ ¥) (f?, H",G”). Es decir, al menos una de las corres-
pondientes condiciones (la), (1b) o (1c¢) no se satisface.

Ahora suponemos, luego de una eventual reduccién a una sub-
sucesion, que la condicién (la) no se satisface para cada (x”,t*) (para
(1b) y (le) la prueba es analoga ). Las propiedades de continuidad
de las funciones en juego implican entonces, s.p.d.g., que g/ (z”, ") > 0
para todo j € J\Jy(z,1). Pero de (6.4) y del hecho que (1a) se satisface
para (7,1) se sigue que a partir de cierto indice suficientemente grande
(la) también vale para (z”,t”). Nuestro supuesto es entonces falso y el
lema queda demostrado. O

Consideremos ahora ¥2.. Se tiene que (Z,1) € ¥
facen las siguientes condiciones:

2

;e cuando se satis-

(2a) Z es un punto no degenerado del problema P?(t) con p > 1, donde
P?(t) se define como en (6.3).

(2b) Para los multiplicadores de Lagrange, univocamente determina-
dos, A € R™, i € IR” con HP(Z,\ i,t) = 0 se cumple que
|Jo(Z,1)\J+(2)] = 1. Es decir, no se satisface la condicién (1b).
S.p.d.g. supéngase que i, = 0.

(2¢) Z es un punto no degenerado del problema P?~'(%) que se obtiene
del problema P?(t) cuando se sustituye p por p-1.

(2d) Tgual que en el caso (z,t) € X) se obtiene de (2a) y (2c) la
existencia de vecindades U,V,W (resp.Z) de (z, A, ) (resp. 1),
asi como funciones de clase C'', univocamente determinadas para
cada l=p,p—1,

N iteZ— (xl(t),)\l(t),,ul(t)) ceUxVxW
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con pb~'(t) = —g, (xP7'(),1), tales que (xl(t),t) es un punto
critico generalizado de P'(t). Para (z,%) € E:c se satisface ademas
la condicion siguiente:

Dygy (2771(t),1)) le=r # 0. (6.5)

Si utilizamos las condiciones (2b) y (2¢) podemos hacer, para un
punto (z,t) € E;C, una consideracion analoga a la hecha en la Ob-
servacién 6.2, pero esta vez sobre el problema PP~'(¢). Por tal motivo
supondremos, en lo que sigue, que la estructura topolégica del conjunto
Y,c, en una vecindad de (Z,t), queda caracterizada por I = 0y p = 1
(=] Jo(2,1) |).

De la definicién de H? dada en la condicién (la) se sigue que:
D, H°(z,t)D2°(t)" 4+ Diof(2,8)T = 0

Dt ( )+ (AT <

y esto dltimo implica que
D H(z, 1) Da* ()T — Dp* (1) Dpgr(7,8)T + Dip f(7,1)T = 0
Degr (50D ()T + Dgr(5,8) = 0

Si se tuviera Du'(f) = 0, entonces también se tendria Dz°(t) =
Dz(t) (D,H°(Z,1) es no singular) y con ello, a causa de (6.6), también
Dyg1(2°(t),1),_, = 0, lo cual contradice a (6.5). Por lo tanto obtenemos

(6.6)

Du'(t) # 0
Digi(2°(t),1) |zt # 0

de donde se sigue, en particular - y luego de una eventual disminucion
de las vecindades U 'y 7 - que {U x Z} N {%,.\{(Z,1)} C X}.. En la
Figura 6.3(a) (6.3(b)) se ha representado el conjunto de puntos criticos
generalizados X0 (resp. X)) de P°(t) (P'(t)), restringido a U x Z,
para el caso D;g;(2°(t),t) |i=r> 0 (Dpt(1) > 0).

Entonces el conjunto ¥, |rxz se compone de E;C luxz v de la rama
factible de ¥ [rxz, o sea, la rama para la cual se tiene que g1 (z,t) > 0

(Ver Figura 6.3(c)).



96 Los cinco tipos

of M factible g1 =20
para (P) f >0

1>0

|
|
|
I
|
;
n t
(C): Egc|U><Z

Figura 6.3:
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Cuando 7 es un punto estacionario de P(?) -o sea, cuando se cumple
que ji; >0, j € Jo(z,1)- entonces se plantean para el conjunto

Ystar = {(x,1) € ¥,c | x es un punto estacionario de P(t)}

las siguientes dos posibilidades:

Caso 1. (Ver Figura 6.4(a)): signo Du'(t) = signo Dig1(z°(t),t) |i=z.
Entonces (Z,t) es un punto de retorno, asi denominado, en el
conjunto g, En la Figura 6.4 se ofrece los correspondientes
indices (LI, LCI,QI,QCT) de las respectivas curvas parciales de
Y stat- Observamos, en particular, que el indice ()1 cambia en una
unidad al pasarse el punto (z,); por ejemplo, de un minimo local
se pasa a un punto de ensilladura (Puede incluso suceder, para
n —m = 1, que se pase a un maximo local).

Caso 2. (Ver Figura 6.4(b)): signo D' () # signo Dyg1(2°(t),1) |s=t.
En este caso, el conjunto Mg, |uxz serd descrito por una funcion
Lipschitz-continua dada por & : ¢t € 7 +— &(z) € U (Ver también
[27]).

Estat |U><Z: {('%(t%t) | le Z}

Dicha funcién adquiere la forma siguiente para el caso correspon-
diente a las condiciones Du'(t) > 0y D;gi(2°(t),1) |s=z< 0.
. 2°(t) parat € Z,t <t
x(t) = 1 n
z'(t) parat € Z,1 > 1
El indice cuadratico ()1 y, con ello, también el tipo de punto ex-

tremal (minimo local, punto de ensilladura, maximo local) es el
mismo para todo #(t),t € Z\{t}.

Las propiedades del Caso 2. son muy favorables para la utilizacién
de métodos de seguimiento de curvas, tal y como ya lo hemos visto a
propdsito de la discusién de (Z,t) € Z‘;C. En el Caso 1., por el contrario,
se plantean dos dificultades cuando se trata de realizar el seguimiento
de Y44 Cuando nos acercamos a un punto (Z,f¢) a través de una
curva compuesta de puntos minimos locales, resulta que abandonamos
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Dy (1) <0

71 > 0, g1 =10
|
!
7 t
(B): u'(t) > 0, Dyga(2°(t),1)]s=¢ < 0
Figura 6.4:

al conjunto de minimos locales al pasar (Z,¢). Dado que, ademas, (Z,1)
es un punto de retorno en Y, cuando Dy'(t) < 0, para ¢ > ¢ no
podemos calcular ningiin punto estacionario de P(t), en una vecindad
de (z,t). En el caso mas desfavorable no logramos alcanzar el valor
deseado del pardmetro ¢ = t* (Ver Figura 6.2 ).

Observacién 6.4

De las propiedades dadas para caracterizar los puntos de Tipo 2 se
puede mostrar la proposicion siguiente, la cual es andloga al Lema 6.3:
Para un punto (z,1) € ch existe una vecindad U(z,1) C IR" x IR y una
C3-vecindad V de (f, H,G) € C3(IR™ x IR)'"*™** tales que se cumple
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la inclusion siguiente para todo (f,ﬁ, G) eV:
Soe (FLH,G) Uz, 1) c B}, (f,H,.G) U2, ([,H,G) .

Luego de haber estudiado la estructura topolégica de los puntos de
Tipo 2 daremos su forma canénica en el caso I # (), p > 1.

Para (z,t) € X2 existe una transformacién local de coordenadas en
una vecindad de (z,%) de la forma (6.1), de modo que, en las nuevas
coordenadas, M(t) adquiere la forma 0,, x IH? x [R*~™~? para t cercano
aty lafuncién f adopta la forma siguiente:

p n—m
e (g1 —ev)’ +8(v)+ Dty + Y +y? (6.7)
=2

J=p+1

donde €1,¢; € {—1,1} y 8(v) estd definida como en (6.2) (Ver también
[100]).

A las formas candnicas para los tipos 2,3 y 4 les dedicaremos atencion
en el Capitulo 7.

Ahora tratamos ¥2.. Un punto (z,7) € X3 cuando se satisfacen las
condiciones siguientes:

3a) Valen las condiciones (la) y (1b).

3b) Sean (A, i) definidas como en (la). El punto (z, ), j,7) es un
punto critico no degenerado del problema siguiente:

(P) min{F(z,A, p,t) | H(z, A, u,t) = 0}
donde F(xz, A, pu,t) =t.

La condicién ( 3b) implica la existencia de vectores (w,,wy,w,) €
IR" x IR™ x IRP para los cuales vale:

3\ w
0n+m+p D(LA,#)HP(*: )\’ E,t T | z B
1 B Dth(.f, )\, i, t_) W = 0n+m+p+1 (68)
w,

Dado que, ademés, se satisface la condicion LICQ en (z, ), i, 1)
relativa al problema (P), se obtiene, que el vector (w,, wy, w,) estd uni-
vocamente determinado y, usando ademas el Lema 6.1, que las matrices
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D(z,/\,u)Hp('fa j\a I {) y

P
Df:f('fa {) - Z )‘zDihz(‘fa {) - Z ﬂjDZgj(‘fa {) |T.T:M(f)
i€l =1
son singulares y poseen solo un valor propio que se anula. En tal caso
no se satisface la condicién 1(c).
Ademas se obtiene que el conjunto factible de P dado por

{(Iv/\mu;t) S Rn X Rm X Rp x IR | Hp(xv)‘mu7t) = 0}7

proyectado sobre el espacio (z,t), es idéntico, en una vecindad de (Z, 1),
al conjunto ¥,.. Dado que el indice cuadratico QI de (Z, A, i, 1), corres-
pondiente a P, es a lo sumo 1, se tiene que (7, A, i, 1) es un minimo local
(cuando QI=0) o un maximo local de P (si QI=1) (cfr. Figura 4.14(a)
y (b)). En una vecindad apropiada U(z,t) C IR" x IR de (z,t) € X2,
se tiene lo siguiente:

o {X,.NUZ,H}\{(z,1)} C X, dado que (z, ), ji1,t) es un punto

critico no-degenerado (y con ello aislado) de P.

o X, NU(Z,t) C Xsat, para (T,t) € g, dado que fi; > 0,7 =
1,...,p.

Para caracterizar la estructura topologica del conjunto ¥,. en un
vecindad de un punto de Tipo 3, podemos elaborar una argumentacion
analoga a la ofrecida en la Observacién 6.2 y limitarnos al caso sin res-
tricciones I = .J = () en el espacio IR"™™ P, Este caso ya fue discutido
en la Seccion 4.4.

Por eso nos limitaremos a la consideracion siguiente: De la ecuacion
(6.8) se sigue, para w = w, bajo la condicién I = J = (), el sistema

1 - Dtxf(j7t_>-rw =
Dif(z,hw =

0

La condicién (3b) proporciona entonces la expresiéon

Este implica que [Df:f(:i,f) Dtxf(:ﬁ,f)T] l v ] = 0.

w' D2 f(z,H)w - w # 0. (6.9)
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(solo en esta situacién necesitamos la derivada de tercer orden).

Para (7,1) € Z‘Z’C existe una transformacién de coordenadas local,
en una vecindad de (Z,t), de la forma (6.1), de modo que, para un ¢
cercano a t el conjunto M(t) adquiere la forma {0,,} x H? x IR"~™?
y la funcion f la forma

P n—m
Yoyn A yo v+ Dyl +6(v) (6.10)

i=1 j=p+2

donde é(v) estéa definida como en (6.2).

Los puntos de Tipo 4 y Tipo 5 se caracterizan porque la condicién
(1a) no se satisface, es decir, que el conjunto de derivadas { Dh;(z,?),7 €
I,Dg;(z,t),7 = 1,...,p} sea linealmente dependiente. Remitimos al
lector a la discusién hecha en la Seccién 4.4 ( “Sobre el cambio es-
tructural del conjunto factible M (t)”), segin la cual dicha dependencia
lineal en un punto ¥ € M(¢) es una suposicién necesaria para que ocurra
un cambio estructural local del conjunto factible M(t) para ¢ cercano
at.

Cuando

D.hy(z,1)

Db, (z,1)
Dl-gl(.f, ﬂ

rango

=m+p—1 (6.11)

D.g,(%,1)
existe un vector determinado univocamente, salvo una constante y de-
signado en lo que sigue por ¢ € IR™?, tal que

P
Z@Dz}%(fat_) + Z ijﬂ'ngj(‘f’t—) =0, ¢ 7& Ot p (6'12)
71=1

el

Observacién 6.5

Supongase que se satisface la condicion (6.11), p > 1 Y Guy; # 0 para
cada j € {1,...,p}. Del Lema de Farkas (cfr. Capitulo 5) se sigue
que MFCQ no se satisface en & € M(1) st y solo si signo {Gm+;} €s
constante para todo j € {1,...,p}.
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Para la siguiente introduccion del Tipo 4 sea g fijo y supéngase que
vale la condicion siguiente:

D.g,(z,t) € span{D,h;(z,1),1 € I, D,g;(z,1),j=1,...,p— 1}
Un punto (z,1) € Egc cuando se satisfacen las siguientes condiciones:
4a) 1 <m+p <mn,y vale la condicién (6.11).

4b) Gm4; # 0 para cada j € {1,...,p}, donde § es fija y esta definida
como en (6.12).

4c) El punto (Z,G1,. .., Gmip-1,1,0) € IR*"" P! e5 un punto critico
no degenerado del problema

~

(B) min {F(z,q,tq0) | G(z,4,1,90) = 0}

[ Dx/:,(.ft?, q7t7 qO) |
hl(xat)
donde ﬁ(:g7Qataq0) =, g(:gaQataqO) = hm(tat) y
gl(‘rat)
L 9p(,1) _
p—1
'C(xa Qata qO) = qu(x’t> - quhl('f?t) - Z qm+jgj($7t) - qm+ng($7t>'
el =1

Cuando (z,1) € E;c no se satisface LICQ en z € M(t). Como con-
secuencia, no se puede transformar al conjunto M (t), en una vecindad
del punto (7,1), en la forma {0,,} x IH” x IR*~™ " mediante una C'*-
transformacion de coordenadas, tal y como en los puntos de Tipo 1,2,3.
En particular, ahora la transformacién de M (t) depende, de modo deci-
sivo, de la variacién de ¢ (resp. del pardmetro v = 15(t) dado en (6.1)).
En todo caso, existe una C'*°-transformacion local de coordenadas del
tipo (6.1), de modo que se puede obtener la forma candnica siguiente

para M(t) (cfr. [89]):
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Caso 1 : Jo(z,t) =0, es decir, p = 0 (Ver también Seccién 4.4):

k n—m-+41
vo= =D ULt D v
=1 i=k+1
Yy, = 0, i3=n—-—m+2,...,n.
Caso 2 : Jo(Z,t) # 0, es decir, p > 1.
N k c c+d c+d+e
ooz =3yt X v - X vt X v
i1=1 ip=k+1 i3=c+1 ig=c+d+1
YVie > 0, t5=c+1,...,c+d+e
vie = 0, t¢=c+d+e+1,....n (6.13)
¢c = n—m—-—p+1 (>1),
d+e = p+1, be{-1,1%

En el Capitulo 7, en el cual se discuten los procedimientos de segui-
miento de curvas con saltos, le pondremos mas atencion a estas formas
canonicas y, especialmente, a la funcion objetivo transformada. En este
lugar solo nos dedicaremos al primer caso, con k = n—m — 1. Entonces
vale:

n—m+1

(o) =) o=~ 30 vk, yu=0,is=n-—m+2,...n

Esto implica que, para v > 0, M (g[};,_l(v)) es vacio en una vecindad del
cero. Debido a que ¥5(t) = 0 y Di2(t) > 0 vale analogamente, para
t > 1, que M(t) no posee puntos cercanos a z. Por lo tanto, no existe,
localmente, ningin punto critico generalizado de P(¢), ¢ > . Esto tiene
como consecuencia que, partiendo del punto (Z,), no se puede emplear
con éxito, para t > ¢, ningin método de seguimiento de curvas (Ver
Capitulo 7). Ahora , y luego en la Observacién 6.19, discutiremos la
estructura topolégica del conjunto ¥,., en una vecindad de un punto
(z,1) € 23,
De (4a) y (4b) se sigue que el conjunto

{Drhi(2,1),0 € I, Dagj(z,8),5 € {1,...,p}\{Jo}}
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es linealmente independiente, para cada indice jo € {1,...,p}. Tomando
en cuenta la Observacion 6.2 supongamos que m + p = 1. Nos limita-
mos al caso m = 0,p = 1, cuyas caracteristicas pueden trasladarse, sin
dificultad, al caso m = 1,p = 0 (Para una discusién detallada de los
dltimos dos casos mencionados ver [92]).

Sea ahora ¢g(z,t) = ¢1(x,t). De (4c) se deduce que (Z,?,0) es un
punto critico no degenerado del problema

73(t) min{F(:ﬂ,t,qo) | G(z,t,90) = 0}

donde
_ QODxf(:Eat) - q_ng(.I',t)
G(‘rataqO) = g(:ﬂ,t)
Y 4= Gi(= Gngp en (40)). De aqui se sigue que g(z,1) = 0, Dog(z, ) =
0y

_qug(fa{) _(jDa:tg(iat‘)T Dxf(xa{)-r>_
rango( 0 Dug(z,1) 0 =n+1, (6.14)

es decir, rango DG(z,t,0) = n + 1.

Conforme a la Observacién 6.19 se tiene que D, f(z,t) # 0, y, por
lo tanto, existe una vecindad U(z,t) C IR™ x IR del punto (z,?) tal
que g(z,t) = 0 para todo (z,t) € ¥,. N U(z,t). Es decir, el conjunto
¥,.NU(z,1) coincide con la proyecciéon de G (0) sobre el espacio (z,t).
Dado que el indice cuadratico QI de los puntos criticos no degenerados
(z,1,0) de (P) puede ser a lo sumo igual a 1, se tiene que (Z,,0) es un
minimo local de (P), cuando QI=1 (Ver Figura 6.12), o es un maximo
local, cuando QI=0 (ver Figura 6.5). Sea (¢, %, o) el vector tangente a

G71(0) en (7,1,0) , Gnico salvo una constante. Entonces vale:

—qD2g(2,8)¢ — qDarg(Z, )i + Do f(2,8)Tgo = 0 (6.15)
Dtg(‘fa {)t =0 .

De (6.14) se sigue que = 0y, conforme a la Observacién 6.19, go # 0

y D.f(z,t)z # 0. Es decir, en G7'(0) se tiene que go cambia de signo al
atravesar el origen y la funcion f es en tal caso estrictamente creciente
o estrictamente decreciente (Ver Figura 6.5). El teorema de la funcién
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implicita nos proporciona la existencia de una vecindad suficientemente
pequeno W C IR de ¢o = 0 y una funcién, determinada univocamente

(#,7) : g0 € W = (i(q0).1(q0)) € R" x R

tales que (£(0),4(0)) = (z,1) y G(2(q0),(q0), g0) = 0 para todo go € W.
Para ¢ € W\{0} vale que

q
D, f(z,t) — q—ODIg(I,t) |(@,)=(3(g0)i(0)) = 0 (6.16)

y para ¢},q2 € W arbitrarios, con ¢} < 0 < ¢2, se tiene, ademés, que

signo z

= —signo el

De (6.16) y (4b)0, en particular de ¢ # 0, se sigue LICQ en ¥(qo)
respecto al problema P(#(qy)) para todo ¢y € W\{0}. Para analizar la
variaciéon del indice cuadratico QI de (go), go € W\{0}, necesitamos

el siguiente lema:

')
o >_x|~‘3l

Lema 6.6 (cfr. [93])
Sea A una matriz simétrica y no singular, L. un subespacio lineal de
IR" y Ar no singular. Entonces la matriz A|_LlT es no singular, donde

LTz{ZER” | 272 =0 para todo .’EEL}.

De (6.15), 1 # 0y D.f(Z,1)& # 0, se desprende la no singularidad
de D2g(z,1) y de D, f(z,1)[D*g(z,t)] ' D, f(z,1)T. Teniendo ademés
en cuenta el Lema 6.6 se obtiene tambien la no singularidad de

D39(,1) | zemr Do (7.)2=0) -
Esto tltimo, junto con (6.16), nos proporcionan, la no singularidad de

: q
D2 f(x,t) - q—oDig(-’E,t) | {2€ B |Dag(,t)2=0}

en el punto (z,1) = (#(¢°),#(¢%)), para ¢° € W\{0} (] ¢° | suficiente-
mente pequeno!). Entonces obtenemos que

{3, 10") | ¢ € W\{0}} C B2
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(8,1 =pB,a,n—1—a)

fes estrictamente
nonénota

(1_ﬁ7ﬂ7n_1_a7a)

S —_———— -
o~

Figura 6.5: ¥,. N {(;E(qo),f((Jom‘Jo e W\ {0}} C X,

Ademas , para las curvas parciales dadas respectivamente por

{(f(qo),{(qo)) | P eW.,q¢® > 0}

{(@e"),1(¢") | € W,¢" < 0}
obtenemos los indices (LI, LCI,QI,QCI), dados en la Figura 6.5, donde
0<a<n-—1ypge{01}.
Ahora nos dedicaremos de nuevo al caso general formulado para
m > 0,p>1. A causa de

D, f(2,1) ¢ span {D,hi(%,),i € I, D,g;(3,1),5 = L,...,p}

T no puede ser un punto estacionario de P(t). Tomando en conside-
racién (6.16) es obvio que (Z,¢) € cl¥gq si y solo si el signo de gy ;
es constante para todo j € {1,...,p}. Conforme a la Observacién 6.5
obtenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 6.7
Sea (z,t) un punto de Tipo 4 del problema P(t). se cumple que:

(z,t) € el Ys1a1 <= MFCQ no se satisface en & con relacion a P(1).
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Figura 6.6: (z,t) € E;}C Nel Ygpar, p> 1

Al traspasar un punto (z,t) € E;C recorriendo X,. cambian de signo
todos los multiplicadores de Lagrange, asi como todos los valores pro-
pios de la matriz correspondiente a (1c). En esto consiste la diferencia
topologica decisiva respecto a un punto de Tipo 3, donde igualmente
hay puntos de retorno cuadratico dentro de 2., pero para el cual exac-
tamente un valor propio cambia de signo.

Cuando (Z,1) € E;C Ncl Xgat, p > 1 se tiene que (Z,%) es un punto
del borde del conjunto cl ¥4, (Comparar con la Figura 6.6). Teniendo
en cuenta que para p = 0 el cambio de signo de los multiplicadores ocur-
rido al traspasar un punto (7,%) € E‘glc no influye sobre la pertenencia
a Ngat (Jo = () podemos inferir la siguiente:

Observacién 6.8
Sea (z,t) € E‘glc N el Ygiar, entonces el conjunto cl ¥y €s una variedad
con frontera en una vecindad de (z,t) y (Z,t) es un punto frontera de

dicha variedad si y solo si Jy # ()

La caracterizacion de un punto (z,¢) € Egc corresponde a las si-
guientes condiciones:
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(5a) m+p=n+1y se tiene
rango (Dhy(Z,1),..., Dhy(Z,t), Dg1(Z,1),...,Dg,(T,1)) =n+1

(5b) Gm+; # 0 para todo j € {1,...,p}, donde ¢ se define como en
(6.12).

(5¢) Para cada vector (5\, i) € R™ x IR*, con
5 P
- Z)‘lihi(iﬂ - Zﬂijgj(jaD =0,
el =1

vale que | Jo(2, 1) \ 4 ()] < 1.

Cuando (Z,1) € X}, no se satisface LICQ en el punto 2 € M(t) y
en analogia con los puntos de Tipo 4, M(t) solo se puede transformar,

Cc

en una vecindad de (z,t), en dependencia de ¢t. Como forma canénica
se obtiene (6.13) con el valor ¢ = 0. Ahora deseamos investigar la
estructura topolégica del conjunto ¥,. en una vecindad de (7,1) € E;’C.

Para ello se fija el vector ¢ definido en (6.12). De ( 5a ) y (5b) se sigue,
para cada indice jo € {1,...,p}, lo siguiente:

1. El conjunto
{D:hi(2,1),7 € I, Dogi(2,1),5 € {1,...,p}\{jo}}  (6.17)

es linealmente independiente

2. Do f(2,t) € span {D:hi(Z,1),i € I, Dag;(2,1),5 € {1...p}\{jo}}

Con ello existen nimeros A;,¢ € I, i;,7 € {1,...,p} (los cuales no
estan univocamente determinados pero se tomaran como valores
fijos), con

F(@,1) = > AiD:hi(z,1) — Zﬂ; D,g;(2,1) =0

€1
y tal que, a causa de (6.12):
_ P
el =1

para todo k € IR.
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De (5b) se sigue la existencia de k; = _rijij’ J=AL...,p} vy (5c)
implica k;1 # k;» para todo j',j2 € {1,...,p} con j! # j S.p.d.g. sea
ky < ky <...<k,

Sea ahora j € {1,...,p} arbitrario y fijo y, s.p.d.g., escojamos j = p.
Consideremos el sistema siguiente:

~ HP Y (2, X, p,t
Hp(:l?,)\,/{,L“LLp,t) = [ Hp —IEgp(l",ut)) ] = 0 (618)

donde H?"'(z,\, i, 1) se define como en ( la ), sustituyendo p por p—1
(en particular g € IR"™™). De (6.17) y del Lema 6.1 se sigue que

rangoD(z,A%Mp)[j]p(ar, Ay fip,t) =20+ 1 (6.19)

€n 61 pllIltO (Iv /\,M,/Lp,t) = (‘7_:7 5\2 -I_ kpqimaj -I_ kp(jm+j707t_)ieljef

Por lo tanto existe un vector tangencial (z*, j\p, {17, fi¥, 1), univoca-
mente determinado, el cual es ortogonal a las filas de la matriz dada

por (6.19). Tomando

AP(z,t) = (hy(z,t), ..o o (2,1), g1(2, 1), ., g (1))

y, respectivamente, (6.17), obtenemos las relaciones siguientes:

Do AP(%,8)d" + D, AP(%,1) =
D.gp(Z,1)3" + [ib + Dyg”(Z,1) =

y, respectivamente

—[D:AP(z, )] DAP(z,1) = &T
—Dagy (2, 1)[Dy A™(2,1)] 7 D, A" (%, 1) + jiy + Dyg"(,1) = 0.

Esto dltimo, junto con (6.12), implican que

= P o=
—i? =3 LD ki@, 1) + 3 I D gy (2, 6). (6.20)

el Ym+p j=1 Gm+p

Y de (5a) y de (6.12) se sigue que b # 0. Cuando se observa la
proyeccién del conjunto solucién de (6.18) sobre el espacio (z,1), en
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27 9, <0
_ /

| T———————
o~

Figura 6.7:

una vecindad del punto (Z,7), se obtiene la representacién de la Figura
6.7 (para el caso b > 0):

Con la linea continua designamos los puntos que pertenecen al con-
junto X . N E;C, mientras que la linea interrumpida indica los puntos
donde g,(x,t) < 0, los cuales no son factibles para nuestro problema
inicial.

Ahora vamos a diferenciar dos casos:

Caso 1. : MFCQ no se satisface en el punto z € M(%).
Caso 2. : MFCQ se satisface en el punto T € M(t)

Del primer caso se sigue, a partir de la Observacién 6.5 y de (6.12),
que el signo de ¢,4; es constante para todo j = {1,...,p}.

En particular vale que en (6.20) todos los ;L; poseen el mismo signo
pues conforme a las consideraciones antes hechas, j = {1,...,p} se
tomd arbitrario y fijo. S.p.d.g se escogié 5 = p. Con ello, se tiene que
el conjunto 3. posee una estructura del tipo representado en la Figura
6.8, en una vecindad de un punto (z,%) € ESC (en la cual se ha escogido
pr>0,7=1,....p).

Dado que MFCQ no se satisface, obtenemos de (6.13) como forma
normal (nétese que MFCQ es invariante respecto de transformaciones
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gp >0

g1>0

Figura 6.8: ¥,. en una vecindad de (z,1) € ch y MFCQ no se satizface
en T € M(?)

de coordenadas de clase C'!).

(—signo ﬂg) v — Z vi, = 0
21
Y, > 0, 00=1,...,n—m;

YVip = 0, 02=n—m+1,...,n

La componente conexa del conjunto factible que contiene al punto
(z,t) se vuelve vacia en el caso fif > 0 (resp. fb < 0 ), para t >t
resp. t < t). En la Figura 6.9 se ha representado tal situaciéon para
n=n—m=2 (Esdeciry; >0, y2 >0, 41 +y2 < —v):

En tal situacién, cuando se aproxima el punto (Z,?) con un método
de seguimiento, no cabe ninguna posibilidad de calcular un punto critico
generalizado @ de P(t), cercano a 7, a través de un procedimiento local,
para t > ¢. Cuando (Z,1) € Y4, es obvio que:

ke >0 para k> k,
K Inir Y < para k <k,
para —signo g¢m,4+; > 0,7 =1,...,pyque t;+kgns; >07=1,...,p—1,
para k > k,. El conjunto ¥, esta representado por la linea punteada,
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Y2 Y2

M (b5 (v) M(47'(0)) = {e(z,1)}

v<0

Y1 _T Y1

Figura 6.9: M(v; "' (v)) = 0 para v > 0

en una vecindad de ¢, en la Figura 6.7. En particular, Z es un punto
minimo local de P(#) para cada punto (&,7) de dicho conjunto.

Consideremos ahora el Caso 2, segin el cual se satisface MFCQ
para el punto = € M(t). Conforme a la Observacién 6.5 existen indices
7', 7% € {1,...,p}, con signo Gpyj1 # signo g, ;2, de lo cual se sigue
que signo ,uﬁ # signo ,u;z, tomando en cuenta (6.20). De la considera-
cién antes indicada, en la cual hemos escogido j € {1,...,p} arbitrario
y fijo (y s.p.d.g. j = p), se desprende que la componente conexa del
conjunto factible que contiene al punto (Z,?) no es vacia para t cerca
de ¢ (Considerar figuras 6.7 y 6.10).

Cuando (Z,1) € Yy existe exactamente un indice j € {1,..., p—1}
tal que:
0 paratodo j=1,...,py k € [k, k4]

701

ﬂj + kgm+j 2
s + k§m+3 < 0 para todo k < k;
<

i1+ kG 7 0 para todo k > k:,,.

De todo esto se obtiene que ¢, .= > 0y ¢, ,=; < 0. En la Figura

i <.
En el segundo caso antes analizado obtenemos una situacion igual-
mente favorable para la utilizacién de métodos de seguimiento, tal y

como sucede en la Figura 6.4, que representa una vecindad de un punto

6.10 se ha representado a ¥, para ,u% >0y
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Figura 6.10: ¥, en una vecindad de (z,1) € ). y MFCQ se cumple
en T € M(?)

de Tipo 2. En particular, # es un punto minimo local de P() para todo
(#,1) € Yg1q; en una vecindad suficientemente pequeno de (Z,7).

De lo resultados de el analisis de la estructura local de X, v Xy
en los dos casos diferenciados anteriormente para los puntos de tipo 5
podemos concluir una observacion analoga a la Observacién 6.8 hecha
anteriormente para puntos de tipo 4.

Observacién 6.9

Sea (z,1) € ZZC N el Yytas, entonces el conjunto cl Yyq es una PC2-
variedad con frontera en una vecindad de (z,t) y (T,1) es un punto
frontera de dicha variedad si y solo si MFCQ no se satizface en x €

M(D).

Con la exposicién anterior sobre los puntos de tipo 5 hemos comple-
tado la descripcion de los cinco tipos de puntos criticos generalizados
que definen la clase F. Teniendo en cuenta que en los puntos de tipo
1, 2 0 3 la condicién LICQ (que implica MFCQ) se satizface podemos
concluir facilmente el siguiente resultado a partir de la Observacion 6.5
y de la Proposicion 6.7.

Resultado 6.10 (comparar [93])
Sean (f,H,G) € F y (z,1) € ¢l Ygpar C Xye. Entonces la condicion
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MFCQ se incumple en T con relacion a P(t) si y solo si se salizface
una de las dos condiciones siguientes:

1. (z,1) es de tipo 4.

2. (z,t) es de tipo 5 y todos los coeficientes Gmyj, J € {1,...,p} en
(6.12) tienen el mismo signo.

De la representacién de tales tipos se puede obtener observaciones
analogos a la Observacion 6.4, esta vez para los puntos de Tipo 3.4 y
5. Deseamos destacar a continuacién dos resultados de caracter global.
El primero de ellos versa sobre la estructura global de el conjunto X,..
De acuerdo a los analisis acerca de la estructura local de X, alrede-
dor de los 5 tipos de puntos criticos generalizados podemos establecer
inmediatamente el siguiente:

Resultado 6.11 (comparar [95])

Sea (f,H,G) € F. Entonces el conjunto ¥, C IR* x IR es una C*-va-
riedad unidimensional y E;C es abierto y denso en X,.. Los conjuntos
Yrvov = 2,3,4,5 se componen respectivamente de puntos aislados, es
decir, son variedades cero dimensionales.

El segundo de los resultados globales esclarece la estructura de el
conjunto cl Y. Notemos primeramente (de hecho utilizado en la Ob-
servacion 6.10) que si (f, H,G) € F entonces cl ¥4 C ¥, Para un
punto (Z, ) de tipo 1 0 3 se cumple, debido a la permanencia local de los
indices lineales, que si (Z,?) € cl Y4, entonces (Z,¢) pertenece al inte-
rior relativo de el conjunto ¥,,;. Para un punto de tipo 2 perteneciente
al conjunto cl ¥, se obtiene en los dos casos en los que se divide el
analisis acerca de la estructura local de ¥, que el punto de tipo 2
pertenece al interior relativo de ¥,;,;. Teniendo en cuenta lo anterior,
la Proposicion 6.7 y las observaciones 6.8 y 6.9 podemos concluir el
siguiente:

Resultado 6.12 (comparar [93])

Sea (f,H,G) € F. Entonces el conjunto cl Ys,; es una PC*-varie-
dad unidimensional con frontera. Ademas, (z,1) € cl Ysar €s un punto
frontera si y solo si se cumplen las dos siguientes condiciones:
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1. Jo(z,1) # 0.
2. MFCQ no se satisface en el punto T € M(t).

Por 1ltimo , se desea mencionar que la caracterizacién hecha para
definir los puntos de Tipo 3 y 4 se ha tomado de [167]. La equivalencia
de este enfoque con las correspondientes definiciones dadas en el trabajo
original de [93] se puede lograr facilmente, en particular con ayuda de
la prueba del Teorema 6.18 (teorema de perturbacién) que se ofrece en
la Seccién 6.2.

6.2 Los teoremas de perturbacion y de ge-
nericidad

En esta seccion centraremos nuestra atencién en los dos teoremas men-
cionados. Con ellos se muestra que, genericamente, (f, H,G) € F vy,
por lo tanto, que cada punto critico generalizado del problema corres-
pondiente P(t) es precisamente un punto de Tipo 1,2,3,4 o 5.
Para ello introduciremos las siguientes notaciones: Sean k£ > 1y
U C IR" abierto. Considérense las funciones f, € C*¥(U,IR), r =
L,...,rY f € C*(U,R), ¥ = 1,...,r% y los conjuntos definidos por:
Fl={zeU]| fi(z)=0,r=1,...,7'}
FP={zelU]| f:(z)=0 1

Supéngase ademas que los conjuntos

{D]}(;z:), r=1,...,r'}
{Df:(z), T =1,...,r*}

son linealmente independientes para cada z € F! (resp. 7 € F?).
Entonces se tiene que tanto F!' como F? son C!-variedades de di-
! (resp. n —r?) y de codimensiones r! (resp. r?).
Usaremos la notacién: dimF? = n —rl, codF! = r!. Ademaés , de-
cimos que F'' interseca transversalmente con F? cuando el conjunto
{Df(2),r = 1,...,7", Df:(%),7 = 1,...,7?} es linealmente indepen-
diente para todo # € F' N F?. (Notacién: F'\F?. ) En la Figura 6.11

mensiones n — r
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! F?
(a): F'AF? (b)

Figura 6.11:

se ha escogido n = 2,r! = r?2 = 1 y se ha representado dos variedades
F!'y F? tales que F' MF? en (a), mientras que no hay interseccién
transversal en (b).

Cuando F' MF? entonces F' N F? es una C'-variedad n — r! — r2-
dimensional. Las definiciones de los cinco tipos de puntos criticos gene-
ralizados responden a determinadas condiciones de transversalidad y en
el Resultado 6.11 se da las correspondientes dimensiones de las varieda-
des X7 ,r = 1,...,5. Ahora estableceremos algunos lemas, necesarios
para posteriores analisis y convendremos, para el resto del capitulo, que
la expresion -para casi todo- siempre hara referencia a la medida de
Lebesgue del espacio correspondiente. (Para detalles sobre los aspectos
referentes a la teoria de la medida pueden consultarse por ejemplo,
con diferentes grados de profundidad y diferentes objetivos, [85], [L77],
[179])

Lema 6.13 (Teorema parametrizado de Sard, [183]).

Sean ¢ € C*(IR" x IR™, IR"), k > maz{0,n—r}, ¢ : (z,2) € R" x R"™ —
é(x,z) € IR". Supongase ademds que 0, es un valor reqular de ¢, es
decir, rango(D¢(x,z)) = r para cada (x,z) € IR" x IR" que satisface
é(x,z) = 0. Entonces se tiene que 0, es un valor regular de la funcion
dada por ¢5(-) = ¢(+, 2) para casi todo zZ € IR™.

En el lema que demostraremos a continuacion , denotaremos un
conjunto de fndices por I C {1,...,n} y por A(I) C R'*+1) a]
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conjunto de todas las matrices simétricas caracterizadas del modo si-
guiente: A € A(I) si y solo si rango(A) =| I | y, ademas, las columnas
de la matriz A, cuyos indices pertenecen al conjunto I, son linealmente
independientes.

Lema 6.14 ([126])

El conjunto A(I) es una C'-variedad de cod A(I) = 1(n— | I |)(n— | I |
+1), es decir, A(I) queda descrito a través de 3 (n— | I [)(n— | I'| +1)
igualdades, cuyos gradientes son linealmente independientes en cada
punto solucion.

Demostracion:

Escojamos un subconjunto arbitrario I C {1,...,n} pero que sea fijo.
Sp.dg sean I = {4g+1,...,n},0< §<n—-1, A= <§T g)
y D una matriz simétrica de dimensiones (n — ¢,n — ¢). Considérese
una matriz A € A(T). Entonces existe una (n — ¢, §)-matriz A con las
propiedades

B=CA, CT=DA (6.21)

Supongamos que fuera posible rango(D) < n—g. Entonces existiria
un vector £ € IR"9, £ # 0,_; con DE = 0. De (6.21) se seguiria que

C = ATD, es decir, Cé = ATé = 0y, con ello, ( g )é = 0, lo cual

Y

contradeciria el hecho de que A € A(I) y que rango % =(n —q).

Por lo tanto, rango(D) = n — §. Ademas, de (6.21) obtenemos que
A=D1CT y que
B—-CD'CT =0 (6.22)

El sistema (6.22) describe la diferencia de matrices simétricas de
dimensién (¢, ) y esta determinado, con ello, por $G(¢+ 1) ecuaciones.
Por tiltimo, dado que la derivada parcial del sistema (6.22) con respecto
a los elementos de B es precisamente la matriz unitaria I%g(qﬂ)a resulta
que los gradientes de las ecuaciones que describen el sistema (6.22) son
linealmente independientes, de donde se sigue el resultado deseado. O

Ahora mencionaremos dos lemas, los cuales contienen conocidos cri-
terios de la teoria de la medida.
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Lema 6.15
La union numerable de subconjuntos de IR" que poseen medida n-di-
mensional de Lebesque nula tiene, igualmente, medida nula.

Lema 6.16

Sea B una matriz de dimension (n,n) y de rangoB > 1. Entonces el
conjunto B = {z € R™ | 2T Bz = 0} posee medida n-dimensional de
Lebesgue nula.

Demostracion:

La dimension del subespacio lineal By = {z € IR"* | Bx =0} es menor
que n. Ademas , B = ByU B\BO Por otro lado, el conjunto B\Bo
esta descrito por el sistema 21 Bz = 0, cuyos gradlentes no se anulan si
T € B\Bo De aqui se sigue que dlmB\Bo =n — 1y, al mismo tiempo,
el resultado buscado. O

Ahora introduciremos perturbaciones especiales de (f, h;, ¢;)ic1.ieJ,
utilizando para ello parametros complementarios. Sean A, , una ma-
triz simétrica, la cual se puede considerar, a su vez, como un vector
de Rz™(n+1) (dado que A posee precisamente in(n + 1) entradas in-
dependientes), b; € R", j = 1,....,m+ s, ¢ € R", d € R™"*, d =
(diy.. . dpmys)y, B = (b1,...,bpnys,d) y, finalmente, el pardametro a =
(A, ¢, B), de modo que a € IR” donde v = tn(n+1)+n(m+s+1)+m+s.

Considérese ademas las funciones definidas por:

1
flz,t,Aje) = fla,t)+ §xTA;z: +c'z

hi(z,t,bi,di) = hi(x,t)+ b ax+d;, i€l
gj($7tabm+j7dm+j) = g](x t)+bm+]$+dm+1a J€J

el conjunto:

M(B,t) = {x € R"

hl('r7t7bhd2) = 072 el }
gj(x7t7bm+j7dm+j) Z O,] eJ

y el problema uniparamétrico correspondiente:

P,(t) min{ f(z,t,A,c) | x € M(B,t)}
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el cual es dependiente del parametro adicional a. Para cada valor (fijo)
del parametro B definimos ademas los conjuntos de indices:

Jo(w,t,B) = {j € T | gj(x,1) + by, ;2 + dny; = 0}

x € M(B,t) y el conjunto
{thl(:l?, t,b;, dz), eI,

M(B) =< (z,1) € R" x R| D,g;(x,t,bprj,dms;),j € Jo(z,t,B)}

es linealmente dependiente, es decir,
no se satisface la condicion LICQ.

Para la formulacién del teorema de perturbacién requerimos ademas
del siguiente lema:

Lema 6.17

Para casi todo B wvale:

(a) El conjunto M(B) es la unidn finita de variedades cero dimensio-
nales.

(b) Para cada punto (z,t) € M(B) se tiene que

: Dnhi(z,t,b;,d;),i €1 g
() iy &y Ury Ga ) ’ _ —
dim Span{ D(x,t)gj('fata b‘m+jadm+j)aj € JO(‘fataB) } m+|J0($’t’B)|
i (6.23)
de donde se sigue la existencia de un vector ¢ € R™H0@EEB] ynivoca-

mente determinado salvo una constante (andlogamente a § en (6.12)),
con la caracteristica § # 0,1, (z,1,8)- Entonces se cumple que:

Imy; 70, J € Jo(Z,1,B) (6.24)
Demostracion:
Sea J C J con TU.J ;é_@ Sea ig € T U.J # () arbitrario y fijo y
supéngase, s.p.d.g., que J ={1,...,p} para p < sy que ip = p (La

prueba para J = {} es andloga). Sean ademas G1p € IR, Gmip 7 0,
q € R™PL

E(.fl?,q,t,B) = quhl(x7t7bhdl) +qu+]‘gj($,t,bm+]‘,dm+j)
€] 7=1

+(jm+p9p(xa ty bmtp, dm+p) (6-25)
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) DxEN(:c, q,t,B)
G(.I?,q,t,B) = hi(fﬂ,t,bi,di),‘i el , (626)

gj(-f, t, b‘m+j7 dm+j)7j €J
Dado que la matriz

Gpln 0

D(bm+Pvd1 ----- dm+P)G(‘r’ q, t’ B) = 0 ]m+p

es no singular, 0,,4,,4, es un valor regular de G y para cada subconjunto

Jc{l,...,p—1} vale
0) A {(2,9,4,B) | g; = 0,5 € J}, (6.27)

donde é_l(()) = {(:ﬂ,q,t,B) | é(m,q,t,B) = O}. El Lema 6.13 implica

lo siguiente, para casi todo valor del parametro B:

® Oppmyp €s un valor regular de Gg(-) = G(-,B). Bs decir, el
conjunto G '(0) es una variedad cero dimensional, descrita por
(n+m+q) ecuaciones. Lo mismo puede decirse de la proyeccién
de é_l(O) sobre el espacio (z,t), descrita por

hi(fﬂ,t,bi,di) = O,Z el

n+1 9i(T, 1 by gy dimy i) = 0,5 =1,...,p
(l‘,t) E R ngp(~17 t bm+p7dm+p) 6 span{Dl.hi(.T,t,bi,di)a

= ],ng](;c,t,bmﬂ,dmﬂ),j =1,....,p—1}

o G50 ﬁ{xq, Bn+m+p|q—OJEJ}—@paratodOJC

{1,...,p—1} con J # (), dado que el lado izquierdo queda descrito
por n +m + p+ | J | ecuaciones, cuyos gradientes, segin (6.27),
son linealmente independientes.

Por lo tanto, para casi todo B se tiene que

dim span sahi(Z,8,bi,di) i € 1, e
P D( )9 (f t bm+j,dm+j),j eJ P

y, ademas, Gni; # 0, j = 1,. — 1, para cada punto (z,q,1) €
Gis'(0).
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Por dltimo, dado que tanto .J C J como iy € I U .J fueron escogidos
arbitrariamente y que J es finito, se concluye, del Lema 6.16, la certeza
del enunciado. O

Teorema 6.18 (Teorema de perturbacion [167]).
Todo subconjunto medible del conjunto

{(l € R’ ‘(f(.]?,t,A,C), hi('rata biadi>’gj($’ta bm+j’dm+j))ie],jej ¢ F}

posee medida nula. Tomamos en consideracion naturalmente la medida
~v-dimensional de Lebesque.

Demostracion:
La prueba se desarrolla en dos partes.

Primera parte.
Aqui mostraremos que para casi todo pardmetro a = (A, ¢, B) vale lo
siguiente: todo punto critico generalizado (x,t) de P,(t), para el cual
se satisface la condicién LICQ en relacién con el conjunto M(B,t), es
un punto de Tipo 1, 2 o 3.

Sea .J C J arbitrario y fijo. Supéngase, s.p.d.g. que J = {1,...,p},

para algun p < s. Consideremos primero las siguientes dos matrices:
Para A € IR™, u € IR? y n € {0,1} definimos:

D, A%z,t) = (Dyhi,....Dshy,Dugi, ..., Dugy_y) |wn)

D, AYz,t) = (D:A%a,t), Dugy(z,t)")

Definamos ahora para A € IR™, u € IR? y n € {0,1} las siguientes
matrices y aplicaciones:

DALY(x, N\, pu,t) —Dy A"z, t
Mn(xy/\ylu“7t) = < szin(x t/;T) 0( )>
[ D L'z, A, p,t)
hl(xat)

. hop (2, t
HW(JE’)\’/L,t> = gl((ZC t))
gp—1($7t>
L (1 - n)ﬂp + gp(:c,t) J
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donde L"(z, A, p,t) es el Lagrangiano, cuya expresién depende de la
siguiente forma de n € {0,1}.

p—1
L, A, st = 2 Aihi(a,t) = 30 g (w, 1) = n-ppgy(@, 1)

el

Notemos que [:]1(.17, A, i, t) es justamente la expresion H?(z, A, p, 1)
que se utiliza en la Seccién 6.1, en (la), para definir al conjunto E;C
Ademas , definimos:

ATCH'C— Yier Aibi = Y0 i by
W) = oy | T

b;+p$ + iy

f¥£+c ZZEI)\ bi — E] 1/u]bm+J
. . bix+d
e Nty = A0+

b;+p"ﬂ + dinp
A =b;, ... —=buyp
bT
M2z, M\, pu,t) = M°(x, A\, pu,t) + !
b;-l-p 1

A —=b ... —bnyy
bf

M}z, X, p,t) M'(z, A\, pu,t) +

bfn+p

Con vistas a no repetir demasiado definiciones analogas nos re-
stringiremos a introducir solo notaciones para el caso n = 1. En el
caso = 0 debe siempre tenerse en cuenta que la matriz M2(z, \, u, 1)
tiene una fila y una columna de menos y con ello los espacios de las
matrices en que se trabja son de dimensién menor.

Finalmente definimos la (n + m + p,n + m + p)-matriz simétrica
dada por:

A/_I:(:c,)\,ﬂ,t):Mj(:c,)\,ﬂat)<_0[n 0 )
m+p
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En analogia con el Lema 6.14 designamos con A() el conjunto co-
rrespondiente de (n + m + p,n + m + p)-matrices simétricas, donde
IcC {1,...,n+m+p}. Ademéds ,sean p=(n+m+p+1)+(n+m+
p)+i(n+m+p)(ntm+p+1),z € R,z = (24, 2%, 2°), 2 € Rrimtvtl,
22 Rt 8 ¢ R (ntmtp) (ntmtp+1)

Definamos los conjuntos siguientes de IR?:
M = {z c R? |22 = H'(z"),2° = AY:(ZI)}, n=0,1
donde z' = (z, A\, pu,t) y
M(I) = R™ ™ 5 0,4 X A(T)

para I C {1,...,n+zn+p}.

Es obvio que M(I) queda descrito por z? = 0 junto con las ecua-
ciones analogas a las dadas por (6.22). Considérese el conjunto dado
por

M(IIy=M(I)n{z e R

Znam+; = 0,7 € j}

para [ C {1,...,p}.

Es claro que 2"+ =y, j € I. Ahora mostraremos que los con-
juntos M7, 5 =0, 1; M(I)y M(I, j) son (C'l-variedades considerando,
en cada caso, ciertas derivadas parciales de las ecuaciones que las de-
finen.

e Para MQ, n=0,1:

Ecuaciones D.2 D.a
2% — f{:(zl) =0 Intmtp 0
22— M"(2Y) =0 0 Iy

ntm+p)(ntm+p+1)

Dado que los gradientes son linealmente independientes, tenemos
que

1
n+m+p+§(n+m+P)(n+m+p+1)

= p—(n+m+p+1)

cod (Z\Zf:)
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e Para M(I_):
Ecuaciones D .2 D,
22 =0 In—|—m+p 0

Anélogo a 6.22 0 (I%(n+m+p_|j|)(n+m+p_|f|+1) | ®>

Aqui @ designa una expresién que no tiene importancia para el
analisis.

En este caso

_ 1 _ _
cod(M(T)) = ntmo+pt 5(ntmtp= | T ntmetp=| T| +1)

e Para M(I,I) intervienen, junto con las ecuaciones que describen

a la variedad M (I), las siguientes:

Ecuaciones D, GED
Znimts =0 (G € 1) I

Finalmente,

cod(M(I,1)) = cod(M(I)+ | I|

Ahora consideramos la matriz jacobiana ampliada, la cual contiene
ademas las derivadas parciales respecto de los parametros complemen-
tarios (A, ¢, d). En la expresién 6.28 tomamos las siguientes constantes:
x=gntmtp= [ T)ntm+p=|T]+1), 5 = 3n(n+1),



Problemas uniparamétricos 125

xkx=1(n+m+p)n+m+p+1)yxkrk=n+m+p.

D, |D:|D:| Dis | D. | Dy

) 1, |0

22 — H2(21> =0 ® ]**** 0 ®
0 — Ly
AMI(=0] @ | 0 | L O_I** 8 0 0
22 =0 0 |Luw| O | 0 | 0 | 0
Andlogoa622 | 0 | 0 |LI®] 0 | 0 | 0
Znpmti =0 | L0 O | 0 0 0o | o
(6.28)

Para la demostracién utilizamos en esencia el Teorema parametri-
zado de Sard, enunciado en el Lema 6.13. Ademas, hacemos la con-

sideracion siguiente: Cuando en un punto critico generalizado (z,1)
del problema P, (1) se satisface la condicién LICQ, donde Jo(z,t,B) =
{1,...,p}, entonces existe, obviamente, un conjunto de indices, I C
{1,...;,n4+m+prcon {n+1,....n+m+ptCly M (z,)\jt)C
A(I), donde (), ) son los multiplicadores de Lagrange, univocamente
determinados, para los cuales vale que ffl(:?, A, fi,1) = 0. En cuanto al
sistema (6.28) se sigue, en particular, la siguiente afirmacién:

Para todo par de conjuntos de indices (I,1), con {n+1,...,n +
m+ p} C I, la matriz dada en (6.28) posee rango maximo, es decir, los
gradientes de las ecuaciones correspondientes constituyen un conjunto
linealmente independiente.

Dado que solo existe un conjunto finito de tales pares de indices, se
concluye de los lemas 6.13 y 6.15 que, para casi todo (A, ¢, d) y, con
ello, para casi todo parametro a:

M(I,I)AM?, n=0,1 (6.29)

para todo (]_,f) tal que {n+1,...,n+m+pyCcIC{l,...,n+m+p}
el C{l,...,p}.
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En lo que sigue de esta primera parte, supondremos que el parametro
a ha sido escogido de modo tal, que valga (6.29). Y para simplificar las
cosas, pondremos a = 0, dejaremos a un lado dicho parametro y nos
referiremos solo al problema denotado por P(t).

De nuestras consideraciones sobre las codimensiones obtenemos en-
tonces las siguientes posibilidades para n = 0, 1:

1 para j:@e| l=n+m+p
diimM(I,)NnM" =S 0 paral=0e |I|=n+m+p—1 (6.30)
0 para |[I|=1le |[I|l=n+m+p

Ademads, para %(n+m+p— | j|)(n+m+p— | ]_|+1)+ | j|) > 1
se tiene que M (I, ]~) N M7 = ), pues el nimero de ecuaciones resulta
ser mayor, en este caso, que la dimensién del espacio correspondiente.

Considérese ahora un punto (7,?) € X, supdngase que se satisface
LICQ en T respecto del conjunto M(¢), que Jo(Z,t) = {1,...,p} v que
(\, i) € IR™ x IR, con [:[1(57,5\,;2,{) = 0.

A causa de LICQ existe un conjunto de indices I con la condicién
{n+1,....n+m+pyCIC{l,....,n+m+p}, para el cual se tiene
que el vector ((z, A, i, f), Hl(:f, X, i, 1), MY (2, A\, ji, 1)) € IRP pertenece a
la interseccién de las variedades M'y M(I,{j € {1,...,p} | i; = 0}).

De (6.30) se desprenden las tres posiblidades siguientes para (z,1):

1. I =0, es decir, uj # 0, j = 1,...,p y rango(M"(Z, \, i, 1)) =
n +m + p. En tal caso, (z,1) € E;c.

2.1 =0, 0sea, p; # 0,7 =1,...,p, y rango(M"(z, X, i, 1)) =
n+ m+p—1. La condicién de transversalidad (6.29) implica
ademas la condicién de no degeneracién (3b) de la definicién de
un punto de Tipo 3, de donde se sigue que (Z,%) € ES’C. La
comprobacion de lo anterior requiere un calculo formal que se
deja al lector.

3. | I |= 1, es decir, | Jo(Z,t)\J(z) |= 1, donde, s.p.d.g., suponemos
que Jo(Z,1) \ Jy = {p} y que rango(M*(zZ,\, i, 1)) = n + m + p.
Dado que la condicién de transversalidad (6.29) vale en par-
ticular para 7 = 0 y para I = {p}, se obtiene (6.5) y que
rango(M°(z, A, fi, 1)) = n+m+p—1, por lo cual podemos concluir
que (z,1) € ¥2_.
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Asi hemos completado la prueba de la primera parte. En resumen,
hemos mostrado hasta aqui que, para casi toda perturbacion cuadratica
del problema original; es decir, para casi todo valor del parametro a =
(A, ¢, B), los puntos criticos generalizados del problema uniparamétrico
correspondiente P,(t) para los que se satisface LICQ son precisamente
de Tipo 1, 2 o 3.

Segunda parte:

Para la demostracién supondremos que el pardmetro B = B se ha
escogido arbitrario, pero fijo, y de modo que, se cumplan las condiciones
siguientes (Ver Lema 6.17). El conjunto M(B) sea la unién de un
numero finito de variedades cero dimensionales. Ademas, que el cero
de IR"™*? sea un valor regular de ég y que que las condiciones (6.23)
y (6.24) se satisfagan para todo (z,7) € M(B).

Conforme al Lema 6.17, tales condiciones se satisfacen para casi
todo B. Considérese ahora un punto (z,#) € M(B) arbitrario, pero
fijo. S.p.d.g. puede considerarse que Jyo(Z,%,B8) = {1,...,p}. Ahora
mostraremos que (Z,%) es un punto critico generalizado de Tipo 4 o de
Tipo 5 del problema P, . 5 (t), para casi todo (4, c).

Como M (B) estd compuesto de un conjunto numerable de puntos
se obtiene, usando el Lema 6.15, que para casi todo (A, ¢) cada punto
del conjunto M (B) es un punto critico generalizado de Tipo 4 o 5. De
las partes primera y segunda, junto con el Teorema de Fubini (Ver p.e.
[85], [177]) se obtiene la tesis del teorema.

En lo que resta de la demostracion pondremos, para facilitar las
cosas, B = 0 y prescindimos de dicha notacién. Ademaés , sea § € IR"™*?
determinado como en (6.12) y normalizado de modo que

P
> 6Dihi(2,1) + Y Gt Degjla, 1) = 1 (6.31)

el 7=1

Noétese que tal tipo de normalizacién es posible gracias a (6.23).
Para lo que falta de la demostracion, supondremos que todos los valo-
res de las funciones tomadas en consideracién se refieren a los puntos
fijos (z,t) = (2,1), 90 =0y q¢; =G, j = 1,...,m+ p— 1, los cuales,
para mayor comodidad, seran dejados de lado.

la. hipétesis parcial:
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Para casi todo (A,¢) € R+ yale que
(D)7 + Az + ¢) ¢ span {thz-,i €1,D,g,j € j}

para todo J C J para el cual dim span {thi,'i €l.,D,q;,j € j} <
n— 1.

Demostracién: (de la la. hipétesis parcial)
Sean dim span{thZ-,i €l,D,g;,) € j} —h<n—1;1clI JcCJ,
[ I1+]J|=ny

span {thz-,i €Il.D.qgi,j € j} = span {thz-,i € j, D;g;,5 € j}

Consideremos el sistema de ecuaciones

D.f + Az +c+ > NDghi+ > pjDyg; =0 (6.32)
iel jed
cuyas variables son (A, u, A, ¢) € R 5 RV RE"(+) « [R™. Tal sis-
tema posee una matriz jacobiana regular, dado que la derivada parcial
con respecto al parametro ¢ es la matriz identidad I,,.

Teniendo en cuenta el Lema 6.13 obtenemos que para casi todo
(A, ¢) el sistema (6.32) posee matriz de rango completo en todo punto
solucién, pero ahora tomando como variables solo a (A, y) € R % RV,
Finalmente, como | 1 | + | J |< n — 1 y el sistema 6.32 consta de n
ecuaciones, podemos afirmar, que el sistema (6.32) no posee solucién
en las variables (A, p), para casi todo (A, ¢), lo cual prueba el enunciado
propuesto. O

Ahora distinguiremos dos casos. En el primer caso sea m+p > n. Se
obtienen entonces (5a) y (5b) a partir de lo supuesto y especialmente
de (6.23) y (6.24). La la. hipdtesis parcial implica, ademas, que se
satisface la condicién (5e), para casi todo (A, ¢), y, con ello, que (Z,1) €
¥,

En el segundo caso sea m + p < n. A causa de (6.31) se tiene que
g # 0. S.p.d.g. supéngase que Gt 7# 0. Sustitiyase Gimip = Gm4p €n la
definicién de £ en (6.25). De la ecuacién (6.31) se sigue que DL # 0.
Dado que, por hipétesis, 0,44, €s un valor regular de G(z GB), obte-
nemos que

2 0
rango <(DIZGZXEO)T D%A ) =n+m+p-—1 (6.33)
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Sea ahora W una (n,n —m — p + 1)-matriz cuyas columnas consti-
tuyan una base del espacio

{3 € R* | Dyhiz =0,i € 1,D,9;,5=0,j=1,....,p—1}

El Lema 6.1, junto con (6.33) implican que
rango (WTDi,/jW) =n—m-—p+1 (6.34)

Ademas , sean G y L determinadas como en (4¢), conforme a la
definicion de un punto de Tipo 4, donde ¢;,7 = 1,...,m + p satisface

la normalizacién (6.31) y go = 0. Entonces se tiene que D2L = D2L.
De la la. hipotesis parcial y de m + p < n se sigue

(Do f)T + Az + ¢ ¢ span{D,h;,i € I,D.g;,57=1,...,p}  (6.35)

para casi todo (A, c).
2a. hipotesis parcial:
Para casi todo (A,¢) € R +)+7 vale que

(Dof)T+ Az + ) W(WTD2LW) " WT (D, f)T + Az +¢) £ 0 (6.36)

Demostracién: ( de la 2a. hipétesis parcial)
Teniendo en cuenta la definicion de W puede comprobarse facilmente

que la matriz W = W(WTD2LW)"'WT no es nula. De acuerdo al

Lema 6.16 el conjunto
{x €eR" |2 Wz = 0} (6.37)

posee medida nula.

Mediante el teorema de Fubini (Ver p.e. [85], [177]) puede probarse
ahora que el conjunto de los puntos (A,c) para los cuales el vector
((Dxf)T + Az + c)T estd incluido en (6.37) tiene también medida nula,
lo cual prueba la 2a. hipotesis parcial. O

Notemos solamente de modo indicativo, que al fijar A, el conjunto
de los vectores ¢ € IR"™ para los cuales (A,c) no cumple (6.36) es la
traslacion del conjunto (6.37) hasta el punto —(D,f)T — Az y, por
tanto, es también de medida nula (en R™). O
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Nuestro objetivo consiste ahora en mostrar la condicién (4¢) corres-
pondiente a la definicién de un punto de Tipo 4, para casi todo (A, ¢).
Para ello, sean (A, ¢) de tal modo que (6.35) y (6.36) se satisfagan y que,
s.p.d.g., A =0y c= 0. Asi mismo, prescindiremos de las notaciones
(A, ¢) en lo que falta de la prueba.

Dado que 0,445 €s un valor regular de Gs, se deduce que

rango(DG) =n+m+p

y que
rango(DxAl) =m+p-— 1.

De ello se desprende la existencia de un vector w = (w', w? w?, w?),

univocamente determinado, tal que w # 0, w! € R", w? € R™P~ !y
DGw = 0. Entonces

D:Lw! + D, A%w? + Dy L1w? + Dy fw* =0
Dihy
DGw = (Do ATl n D:h,, w3 — 0 (6.38)
Dig
Dtgp J

Dado que rango(D,A') = m + p — 1 se tiene w® = 0. Por lo tanto,
w' € {te R"| Dyl =0,i€l,Dyg;2=0,5=1,...,p} y, de aqui
se sigue la existencia de un vector b € R ™ Pt con w! = Wby
W definido como en (6.34). De la primera fila de (6.38) se obtiene,
multiplicando desde la izquierda por WT, que

WTD2LWb4+ W'D, fu* =0
y de (6.34) se sigue entonces que
b=— (WTD2LW) " WD, fu’ (6.39)
De (6.35) se obtiene que w' # 0y b # 0y, con ello,
wt #£ 0. (6.40)
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S.p.d.g. ponemos w* = 1. Conforme a (4c¢) deseamos mostrar ahora
que (T,q1,. -y Gmip—-1,t,0) es un punto critico no degenerado del pro-

A

blema (P). Este punto es obviamente un punto estacionario de (P),
dado que

DF — (DG)" ( 05 ) _

Ontmtp—1 P
0 0
U -xa - s —0 (641)
( 0 ) i€l Dahi j=1 ! Dagj

Dado que rango(DG) = n 4+ m + p se tiene LICQ en el punto
(Z,G1,- -+ Gmip-1,t,0) con relacién al problema P. Ahora considera-
mos la derivada de (6.41) restringida al subespacio {w € R™T™+7+1 |
DGw = 0}, para el cual (Wb,w? 0,1) constituye precisamente una
base:

Wb
—(Wb, 'w2,0,1)T [(ng)T ( 0(; )] %2 _
(6.42)

el 7=1

P
=—0'wT [Z @GD%hi +) qm+jD925.qj:| Wb =
= D.fTW (WTD2Lw) " WTD2ew (WTD2LW) ™ WD, f,

esto se obtiene teniendo en cuenta primeramente que:

6 () = |2en] X |+ S an]| O

q i€l Dihi j=1 Dy

0 0
DZ.}LZ 0 Dmhz 0 » Digj 0 Dmgj 0
0 0 0 0 0 0 0 0

= _i . + _m . .

%q Dihi O Dihi 0 j;q | Dig; 0 Dig; 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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y luego haciendo uso de (6.39) y de que DL = — 3 ,.;q:D2h; —
> i Gm4;D2g;. A causa de (6.36) la expresién (6.42) no se anula y, por
lo tanto, (Z,q1,...,dmsp-1,%,0) es un punto critico no degenerado del
problema (P). Con ello se satisface la condicién (4¢). Por otra parte, las
condiciones (4a) y (4b) se satisfacen a causa de (6.23) y (6.24), de todo
lo cual se sigue que (Z,1) € ch- Con esto se completa la demostracion.
O

En la nota siguiente, se considera algunas propiedades topoldgicas

del conjunto ¥,. en una vecindad de un punto (z,7) € E‘glc.

Observacion 6.19

Sea (Z,1) € E;lc' Entonces el vector w que aparece en la sequnda parte
de la prueba del Teorema 6.18, concretamente en (6.38), es precisa-
mente un vector tangencial al conjunto G=1(0), el cual, por su parte (a
causa de (fc)), es una C'-variedad unidimensional en una vecindad del
punto (z,q,t,90) = (T,q1y- -y Gmsp-1,1,0). De la representacion (6.42)
y del caracter no degenerado del punto critico (T,q1,. .., Gmip—1,1,0),

correspondiente al problema (73), se obtiene

D.f(z,t) ¢ span{D,h;(%,1),i € I, D,g;(Z,t),j =1,...,p}, (6.43)

pues, de lo contrario, se anularia la expresion en (6.42).

Las propiedades (4b) y (6.43) implican la existencia de una vecindad
U(z,t) C IR"XIR del punto (z,t), de modo que g;(x,t) =0, j € Jo(z,1),
para todo (z,t) € X, NU(z,t) y, con ello, ¥,. N U(z,t) resulta ser
idéntico con la proyeccion del conjunto factible del problema (75) sobre
el (z,t)-espacio. De (6.38) y de la no degeneracion se sigue que la
ultima componente de w no se anula, lo cual indica que go cambia de
signo al traspasar el valor cero.

Por ultimo, dado que el término en (6.42) no desaparece, (6.39)
y (6.42) nos proporcionan precisamente D, f(Z,t)Wb # 0, donde Wb
son las primeras n componentes del vector w. De todo esto se sigue
que f, restringida al conjunto Y.,. N U(Z,t), es estrictamente creciente
o estrictamente decreciente (Ver Figura 6.12).

Observacién 6.20

De la primera parte de la prueba del Teorema 6.18 se sigue que el
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puntied
f estrictamente

mondnota

| —_———— =
o~

Figura 6.12: (z,t) € X2,

problema P(a,c0,4)(t) solo posee puntos de Tipo 1,2,3 cuando se satisface
la condicion LICQ), para casi todo (A, c,d). Por lo tanto, no se requiere
de perturbaciones lineales del tipo b]z, 1 € I (resp. b;rnﬂ-.r, J e J),
cuando se desea aprozimar puntos que satisfacen LICQ). Por otra parte,
cuando elegimos un parametro B conforme a los criterios utilizados en
la seqgunda parte de la prueba del Teorema 6.18, se sigue que cada punto
contenido en el conjunto M(B) es un punto critico generalizado del pro-
blema Poci)(t) de Tipo 4 o 5, para casi todo ¢ € IR". Esto se debe a
que las condiciones (6.35) y (6.36) se satisfacen para casi todo ¢ € IR",

cualquiera sea la matriz simétrica fija A.

El Teorema 6.18 nos dice que las funciones que describen al proble-
ma P,(t) pertenecen a la clase F para casi todo valor del pardmetro
a, incluyendo, por tanto, que dicho parametros puedan ser escogidos
arbitrariamente pequenos . Sin embargo, dada una C3-vecindad V de
(f, H,&), no existe, en general, un parametro a, pequeno y fijo, de
modo tal que

(f(l‘,t,‘A,C), hi('rata bi,di),gj(-f,t, bm+j7dm+j))i617]'€«7 eFny

Esto se debe a que el infimo de las funciones () que caracterizan
a una C2-vecindad V puede ser nulo, mientras que las componentes del
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parametro a aparecen como constantes en las normas de la primera y
segunda derivadas de las funciones que describen al problema P,(t).
Del Teorema 6.18 no se sigue, por lo dicho anteriormente, que la clase
F C C3(R™ x R, R)'*™** sea (C%-abierta. Esto lo mostraremos en
el Teorema 6.25 (Teorema de genericidad). Pero antes debemos poner
atencién a otro teorema de perturbacién, en el cual son utilizados igual-
mente parametros complementarios.
En [110] se ha considerado el sistema de ecuaciones

H(z, A, pu,t) =0 (6.44)
donde A € IR™, u € IR®,
[ Dxf(wat) - Zz‘el /\lihi(xat> - ZjeJ ﬂ;‘l-ngj(xat> |
hl(xvt)

H(z, A, pyt) = b (2,1)
;ul_ + gl(‘ra t)

I ty +gs(z,t) |

aqui, pf = max{0,p;} y pj = min{0, u;} con j € J.

El sistema (6.44) esta intimamente relacionado con las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker para el problema P(t). En efecto, se cumple
que H(z, A, ji,t) = 0 si y solo si & es un punto estacionario de P(f) con
multiplicadores de Lagrange correspondientes A;,z € 1, ;L;-",j € Jo(z,1)
Y py = ~g;(z,1),j € J.

Se dice que 0pymis es un valor regular de la aplicacion H, la cual
suponemos derivable a trozos, cuando en cada punto (Z, A, fi, 1) € H~1(0)
se satisfacen las tres condiciones siguientes (supongamos , s.p.d.g. que

Jo(Z,1) = {1,...,p}):
(RW1) | Jo(5, D)\ i (i i) | 1.
(RW2) Si Jo(z,t) = Jo((ft1,- - -, [1p)) entonces
rango Dﬁl(f,j\,ﬂl,...,ﬁp,t_) =n+m-+p
donde H' se define como en la primera parte de la prueba del
Teorema 6.18.
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(RW3) Si | Jo(z,t) \ J4+(i1, ..., 11,) |= 1, supéngamos, s.p.d.g., que
Ji(fa, .. pmp) =41,...,p —1}. Entonces
i B
rango ( DH (l‘,)\,ﬂl,...,ﬂp,t_) )

e tmtp

foro T - ~
rango(DH (:E’/\"ul"""up’{)) = nd+m+p+1

en+m+p

donde H° y H' se definen como en la primera parte de la prueba
del Teorema 6.18 y e"t™*P ¢ [Rntm+r+l con

A _ 1 para t=n+m+p
¢ 0 en los demas casos

En el resultado siguiente veremos que de la propiedad de 0,445 de
ser un valor regular para la aplicacion H, se sigue, bajo la condicién
MFCQ, que el conjunto Y, posea una estructura apropiada para
métodos de seguimiento.

Resultado 6.21 (cfr. [110], Capitulo 4).

Sea 0p1mes un valor reqular de H y supongase que la condicion MFC(Q)
se satisface en el punto T en relacidn con el problema P(t), para todo
(Z,t) € el Ygat,. Entonces Yg4 es una variedad unidimensional y,
para cada componente conexa S de Y. homeomorfa a IR, existe un
homeomorfismo v € IR — (x(u),t(u)) tal que ||(x(u),t(u))|| — oo para
| u [~ 00 y S = {(z(u),t(u)) | v € R}. En particular, existe una
correspondencia biunivoca entre las componentes conexas de Ygqp y de

H1(0).

Cuando la condicion MFCQ se satisface en cada (z,1) € cl Xy,
sucede que el conjunto cl ¥, no posee puntos de Tipo 4 ni ningin
punto de Tipo 5 en el cual no se satisfaga MFCQ. Bajo esta condicion
quedan excluidos, a priori, precisamente los delicados casos en los cuales
una componente conexa del conjunto factible se hace vacia (al variar
t) y la componente conexa correspondiente de cl Xy, posee un puntos
frontera, que la termina. Tal y como ya lo hemos mencionado en la
Seccion 6.1, los métodos de seguimiento no pueden emplearse con éxito
en tales casos. Presentamos a continuacién el resultado anunciado an-
teriormente.
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Resultado 6.22
Para casi todo (¢,d) € IR™ x IR™*, el vector Opymys €s un valor re-
gular de la aplicacion H(.q), obtenida de H al sustituir las funciones

(f(xv t)7 hl(‘r7 t)v gj(fC, t))iEI,jEJ por las funCiOTwS
(f(z,t) + T, hi(x,t) + di, g;(x, 1) + dinsj)ier,je

La prueba de esta asercion utiliza basicamente los lemas 6.13 y 6.15
y se deja al lector. Para la discusion que tendra lugar en el Capitulo 8,
introducimos ahora las siguientes notaciones:

Definicién 6.23

1. Un problema uniparamétrico P(t) se denomina reqular, en el sentido
de Jongen, Jonker y Twilt (en breve JJT-reqular), si (f, H,G) € F.
2. P(t) se denomina reqular, en el sentido de Kojima e Hirabayashi (o
KH-regular), si 0,1m1s €s un valor reqular de H.

Nétese que la JJT-regularidad es una condicién que controla la es-
tructura del conjunto ¥,., mientras que la KH-regularidad establece, en
principio, propiedades sobre el conjunto H™! y, eventualmente, rige la
estructura de Mg+ C 3. Desde este punto de vista la KH-regularidad
establece condiciones sobre un conjunto mas pequeno. FEl siguiente re-
sultado nos indica mas claramente la relacion existente entre ambas
condiciones de regularidad.

Resultado 6.24 ([16}])
Si P(t) es JJT-reqular entonces es también KH-regular.

Demostracion:

Sea (z,\, i, t) € H'(0) arbitrario y fijo y supéngase, s.p.d.g. que
Jo(z,t) = {1,...,p}. Si| Jo(z,0) \ Jo(f1,-..,fp) |= 1, sea Jo(z,1) \
Ji(p) = {p}. Paracadav € {1,2,3,4,5} tomamos en cada caso (Z,{) €
¥¥. vy mostramos que se satisfacen las condiciones (RW1), (RW2) y
(RW3).

Sea (Z,t) € Xl.. De (1b) se desprende la condicién (RW1) y de
(1¢') la condicién (RW?2).

Sea (z,1) € ¥2.. De (2b) se sigue la condicién (RW1) y de (2a),
(2¢) y (6.5) se sigue la condicién (RW3).
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Sea (z,t) € ¥3.. De (3a) se obtiene la condicién (RW1) y de (3b)
se sigue la condicién (RW2).

Sea (Z,1) € X2.. De (5c) se obtiene la condicién (RW1). Si
Jo(z,t) = Jy(fi1,- .-, Hp), obtenemos de (5a) y del Lema 6.1 la con-
dicién (RW?2). Supdngase ahora que | Jo(Z,t) \ Jo((fy,...,4,)) |= 1.
Entonces (5a) implica precisamente que

rango DH'(z, X, i1, .. ., fip,1) = rango DH®(Z, A, jix, . . ., jip, 1) = 2n+1

y que
0

3

Dﬁl(£75\7ﬂ17"'7ﬂp7{) q =0
0

donde ¢ esta determinado como en (6.12). De (5b) se sigue entonces

P _
rango(DH (I7A7ﬂ17---7ﬂp7{) ) =92 +2

en+m+p

que

De (5a) y (6.27) con jo = p se obtiene que

0= T - _
I‘ELHgO(DH ('177/\7/117"'7:up7t-) ) :2n+2

e tmtp

Hemos obtenido (RW2) y la demostracién queda concluida. O
Ahora mostraremos el tantas veces anunciado.

Teorema 6.25 (Teorema de genericidad [93]).
El conjunto F es abierto y denso en C*(IR™ x IR, R)'*™** para la C3%-
topologia.

Demostracion:

La prueba transcurre en dos partes. En la primera mostraremos que el
conjunto es abierto y, en la segunda, que es denso. Para simplificar nos
limitaremos al caso m = s = 0. La demostracion se puede trasladar
sin dificultad al caso general, aunque con una considerable cantidad de

formalismos. En lo que sigue, el indice p recorrera el conjunto de los
nimeros naturales IV = {1,2,3,...}.
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Primera parte:
Sea f € F. Con una técnica analoga a la empleada en la prueba del

Lema 6.3 (Ver también Observacién 6.4), se obtiene, para cada punto
(z,t) € IR™ x IR, la existencia de una vecindad U(Z,¢) C IR" x IR de
(z,1) y una C2-vecindad V(z,t) de f € C*(IR" x IR, R), caracterizado
a su vez por @) € CO(R™ x R, R,), tal que, para todo f € V(z,1),
se tiene:

e Si (z,7) € X,.(f) entonces

Soe(f) N U(2,7) € Uiy %(F) (= BL(F) USL(H))

donde las notaciones corresponden a las empleadas en el Lema
6.3.
o Si(z,7) ¢ X,.(f) entonces Egc(f) NU(z,t) = 0.
Como vemos tenemos en la mano una propiedad localmente estable.
Solo nos queda extender lo anterior a un resultado global sobre todo
IR™ x IR. Para ello escogemos un subcubrimiento localmente finito

(U°(= U(2*,1°)) | (2*,1") € R" x R}

del espacio IR™ x IR, el cual siempre existe. La propiedad del subcu-
brimiento de ser localmente finito implica la existencia de una funcion
e € C°(R" x R, IR;), tal que, para cada punto (Z,1) € R* x Ry
todo p con (Z,t) € U? vale precisamente que &(z,1) < ¢®*)(z,1). Tal
funcién ¢ define claramente una C3-vecindad V de f € C3(IR" x IR),
de modo que f € F para todo f € V.

Segunda parte:

Sea ahora f € C3(IR" x IR) arbitraria pero fija y V una C3-vecindad
de f € C?*(IR" x IR). Obtendremos una funcién feVnFycon ello
queda probado el teorema.

Sea B, = {(z,t) € R" x R | ||(z,t)]| < p}. Consideremos el cubri-
miento abierto de IR" x IR dado por {Bs, IR" x IR\clB;}. Considérese
también una particiéon de la unidad correspondiente a dicho recubri-
miento (El lector no familiarizado con las particiones de la unidad puede

remitirse por ejemplo, entre muchos, al libro [179]). O sea, un par de
C°-funciones £],£) 1 IR™ x IR — [0,1], las cuales poseen las siguientes
propiedades:
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e supp & C Bs, supp & C IR™ x IR\ cl By, donde

supp € = cl {(a,1) € R" x R | €}(x,1) > 0}

o (N, t) + EX(x,t) = 1 para todo (z,t) € R™ x IR.

Entonces obtenemos que fHCle =1y ¢&|rixmrB =0.

Esta particién de la unidad existe independientemente de f y V.
Ahora escogemos, conforme al Teorema 6.18, un parametro a' € IR”
(para m = s = 0 se tiene que a! = (A, ¢!)) tan pequetio que la funcién

F(2,0) = (@D, t) + 52T A+ ()Tl + €}, 1) (1)
satisfaga las siguientes condiciones
o flecy
o S,(f1) N elBy Uiy SE(11).
Ahora consideramos el cubrimiento abierto de IR™ x IR dado por
{Bs\clBy, By U{IR" x IR\clBs}}

y una correspondiente particion de la unidad, la cual también existe in-
dependientemente de f, f' y F. Tomando en consideracién la primera
parte y el Teorema 6.18 escogemos otro parametro pequeno a? € IR,
de modo que la funcién

Fi(a,0) = 01 (1) + 3T A% o+ ()Ta] + €, 07 2,0
satisfaga que:
o 7€V, fPlas = [as

b Egc(f2) N C]' B3 C U15/=1 Elg/c(fQ)

De un modo anélogo podemos construir una sucesion de funciones
{f*} con las propiedades siguientes:

[ ] fp € ]}, fp|cl B, 1 = p_1|cl B, y
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e Y. (ff)Necl By C Uy EZc(fp)-

Para (z,t) € IR" x IR sea p(x,t) = min{p | (z,t) € B,}. Por dltimo
definimos f(;v, t) := fP@(z,1), la cual satisface claramente fevnr.
Con ello se termina la prueba. O

En el Resultado 6.21 hemos supuesto que MFCQ se satisface en
en relacion con el problema P(f) para todo (i",f) € cl Y. Con esta
suposicién hemos descartado la situacién segun la cual Y, posee un
punto en la frontera. El teorema de genericidad muestra, en particular,
que tal suposicion, en el caso general, no se satistace, dado que pueden

aparecer puntos de Tipo 4 y 5.

Observacion 6.26

Acerca de la importancia de tomar la tpologia fuerte de Whitney puede
anotarse a manera de motivacion, la exitencia de ejemplos que prueban
que la clase F no es abierta al tomarse por ejemplo la C* topologia débil.

(Ver [91]).

Finalmente, referimos al lector a dos trabajos en los cuales se ha
investigado singularidades en el conjunto solucién de problemas de op-
timizacién paramétrica. En [188] se ha estudiado el conjunto de pun-
tos minimos locales de P(t). Ahi se ha formulado las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker para el problema P(t) como un sistema de ecua-
ciones no lineales y se ha aplicado la teoria de bifurcacién a dicho
sistema. La clasificacién de las singularidades que aparecen en dicho
sistema se logra a través de siete tipos diferentes de condiciones. Por
dltimo, en [164] se logra obtener una particiéon del conjunto Y, en
siete clases disjuntas bajo la condicién de que P(t) sea KH-regular.



Capitulo 7

Métodos de continuacion y
saltos

7.1 Notas introductorias

El punto de partida de este capitulo es el problema uniparamétrico
P(t) min {/(-0) | = € M(1)}

el cual ha sido definido y tratado detalladamente en los capitulos prece-
dentes. Cuando P(t) satisface alguna de las condiciones de regularidad
dadas en la Definicion 6.23, es decir, es JJT-regular (resp. KH-regular),
entonces el conjunto que nos interesa ¥ . (resp. Y1) posee una estruc-
tura adecuada para la utilizacion de métodos de continuacién. Bajo las
condiciones del Resultado 6.11 (resp. Resultado 6.21) tal conjunto es,
localmente, la uniéon de un nimero finito de variedades unidimensio-
nales (resp. es una variedad unidimensional). El planteamiento de un
método de tal tipo se puede hacer del siguiente modo: Partiendo de
un parametro que recorra un intervalo compacto, el cual supondremos,
s.p.d.g., que es el [0,1] y de una solucién conocida z° (p.e. la parte
x de un punto critico generalizado, de un punto estacionario o de un
punto de minimo local) de P(0) debe encontrarse una discretizacion del
intervalo
O=to<thi <...<ly_; <ily=1

asi como alguna de las variantes siguientes:

141
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S
S

0 (a) o (b)

Figura 7.1: (z°,0) y (z',1) estan unidos por una curva solucién

e Puntos criticos generalizados (z(t3), %) de P(t;), k=1,...,N

Y Y

e Puntos estacionarios z(t;) de P(ty), k=1 N

gty ,

e Puntos minimos locales x(¢;) de P(tz), k=1,..., N.

Tal planteamiento puede realizarse bajo la condicién de que exista
una funcién continua

T:tel0,1] — 2(t) e R"

para la cual 2(0) = 2° y, ademas, Z(¢) sea una solucién de P(t) para
t €10,1] (Ver Figura 7.1(a)).

Cuando solo se esta interesado en encontrar una solucién de P(1), se
puede modificar correspondientemente el planteamiento del problema
y debilitar la dltima condicion mencionada, exigiendo solo la existencia
de una curva C C IR" x IR que conecte la solucién conocida (z°,0) con
una solucién buscada (z?, 1) del problema que nos interesa P(1). En tal
caso & debe ser solucién de P(f) y t € [0, 1] para cada punto (&,%) € C
(Ver Figura 7.1(b)).

Cuando dicha condicion y ciertas suposiciones para la factibilidad
de la ejecucion numérica estan satisfechos entonces se puede aproximar
la curva solucién {(z(t),t) | t € [0,1]} (resp. C) mediante un pro-
cedimiento de continuacién y computar una aproximacion adecuada
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de la solucién buscada z' de (P(1)), la cual puede ser utilizada, a su
vez, como punto de partida para un procedimiento de convergencia
local, el cual genere una sucesién convergente a z'. En la Seccién 7.3
aclararemos este procedimiento con mas precision.

Desgraciadamente, para el caso no-convexo no existe, en general,
una curva solucion. En el ejemplo siguiente el conjunto X4, |[_1,1]
es una variedad unidimensional. Sin embargo, no existe una curva
soluciéon “que una los valores de los parametros 0 y 17, por lo cual no
se dispone de una estructura comoda para la utilizacién de métodos de
continuacion.

Denominamos con

Yioe = {(x,t) € Yg40¢ | @ €s un punto minimo local de P(t)}

Ejemplo 7.1 (Ejemplo 5.1.1 en [61])
Consideramos el problema sin restricciones dado por

min {f(z,t) |z € R}, t€IR
donde
f(z,t) = xSen x — At Arctan [6t(x + 3.5)] + 4t Arctan [3(2t —1)(x +1))].

La estructura de Ysqr se ilustra en la Figura 7.2 (Los términos
en inglés y las pequenas escrituras fuera del marco de la figura estdn
asoctadas, como se explico en la introduccion, a el uso de el programa
PAFO para generar la curva, y la figura presentada). La curva continua
representa a Yio|[—11] ¥ la curva punteada representa a Yga|[—11] \
Yioel=1,1]-

Ahora queremos ilustrar, con ayuda de los asi llamados métodos
de inmersién (como una posible aplicaciéon de los métodos de conti-
nuacién), cudn restrictiva es la suposicién de la existencia de una tal
curva solucién. Para ello, consideremos el problema de optimizacion
(no paramétrico) siguiente:

(P) min {f(z) |2 e M}

donde M = {z € IR* | hi(z) = 0,0 € I,g;(x) > 0,5 € J}, I
y J estan definidas como en el problema P(t) v (f, hi,¢;)icrjes €
CQ(Rn’B)1+m+s_
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waldsp.pf file: waldsp.ps

o type2
A type 3

40 o type4
o type5

30

20

1.0

30 2o 20 30

stat. points:

g.c.--points:

Figura 7.2: Los valores 0 y 1 del parametro ¢ “no estan conectados
entre si” mediante Xq4|[_1 1]
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La idea principal consiste en la construccién de un problema uni-
paramétrico auxiliar de la forma P(t), de modo tal que una solucién
de partida z° de P(0) sea conocida y que los problemas (P) y P(1)
sean idénticos. Asumiendo que se dispone de alguna de las curvas que
conectan ambas soluciones, discutidas con anterioridad, se puede ha-
llar una solucién de (P) (= P(1)) partiendo de un punto z° solucién
de P(0).

Tales métodos de inmersion seran objeto del Capitulo 8. Como
problema uniparamétrico auxiliar podemos escoger, por ejemplo, la asi
llamada inmersién standard

. R (x,t) = 0,1 €1
_ - 202 % ’ ’
P;(t) min {tf(:c) + (1L —=t)||lz — 27| gfo(:c,t) S0.jeJ }

donde z° € R" y

hi (.I‘,t) = hz("C) + (1 —t)hi(:yo), 1 e 1
i (@t) = ga)+(L=1)g(="), jeJ

Obviamente, el punto z° es una solucién de P,(0) (incluso es un

punto minimo global) y los problemas Ps(1) y (P) son idénticos. Dado
que el punto 2° € IR™ es arbitrario, el principio de inmersién puede
considerarse, en este sentido, como un método para la globalizacion de
procedimientos localmente convergentes. (Ver Seccion 7.3).

En el teorema siguiente seran dadas condiciones suficientes para
la existencia de una curva solucion C de el problema uniparamétrico
general P(t).

Teorema 7.2 ([}7], Theorem j.1)
Supongase que para el problema de optimizacion P(t) se satisfacen las
siguientes condiciones:

(i) Se conoce un punto (z°,0) € Ygat.

(i) Para todo t € [0,1] se tiene que M(t) # ) y M(t) C C, donde

C' C IR" es un conjunto compacto.

(ii1) P(t) es KH-regular respecto al intervalo [0, 1].
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(iv) Eziste una vecindad W C IR de t = 0, tal que, para cadat € W,
existe un unico punto estacionario de P(t).

(v) Para todo t € [0,1] vale: Para cada © € M(t) se satisface la
condicion MFCQ respecto de M(t).

Entonces existe un PC'-camino C C Esmho,l], el cual vincula el punto
estacionario conocido z° de P(0) con un punto estacionario = del pro-

blema de partida P(1).

Uno se puede convencer facilmente de que la existencia de la curva
C no queda garantizada cuando alguna de las condiciones (ii)-(v) del
Teorema 7.2 no se satisface o no se le sustituye adecuadamente.

Una manera sencilla de asegurar la condicién (iv) consiste en con-
struir P(t) de modo que M (0) sea un conjunto convexo y que la funcién
objetivo f(-,0) de P(0) sea estrictamente convexa. Ejemplos de inmer-
siones tomadas de esta forma se encuentran en el Capitulo 8 (ver la
inmersién de penalizacién como muestra de ello). Nétese ademas que
el anterior ejemplo de inmersién Ps(t) (inmersién standard) no esta
construida satizfaciendo esta dicha convexidad de el problema P(0).

Es importante senalar sin embargo que la aparentemente util y sen-
cilla idea de tomar P(0) convexo se convierte en una resticcién mucho
mas fuerte cuando se combina con las suposiciones (ii) y (v). Para
explicar lo anterior nos apresamos a senalar la siguiente

Observacién 7.3

De el importante Teorema de Estabilidad ([71], Theorem B), men-
cionado brevemente al final del Capitulo 4, se concluye que si el con-
Junto factible paramétrico M(t) satizface las condiciones (ii) y (v) del
Teorema 7.2 entonces M(t') y M(t*) son homeomorfos para todo t*,1* €
[0, 1].

En particular, se sigue de la anterior observacion , que el conjunto
factible M (= M(1)), del problema de partida (P) es homeomorfo con
el conjunto convexo M(0) si suponemos las condiciones (ii) y (v) y
utilizamos la idea de garantizar la condicién (iv) tomado P(0) convexo.

Esta equivalencia topoldgica no se satisface, en general, para pro-
blemas no convexos. Su caracter limitado puede notarse por el hecho
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de que M debe consistir de una tnica componente conexa. Podemos
concluir pues, que las condiciones (ii) y (iv) corresponden a una clase
de problemas muy limitada cuando P(0) se toma convexo.

De hecho la Observacién 7.3 nos complica la construccién de inmer-
siones que satizfagan las hipotesis del Teorema 7.2. Desde este punto
de vista resulta trabajoso verificar la existencia de una curva solucion
C, con vistas a utilizar métodos de continuacion.

Una posibilidad alternativa, que no supone la existencia de una
curva solucién C, la ofrecen los asi llamados “métodos de continuacion
con saltos”. La idea principal consiste en lo siguiente:

Para ciertos puntos (Z,1) € X, (resp. (Z,t) € Xs4t) se puede con-
struir un salto en (7, 1), es decir, una direccién factible de descenso en
el punto z y para el problema P(¢). Un procedimiento de descenso que
parta del punto T converge, bajo ciertas circunstancias, a un punto
con (z,t) € Xp,e. Tal (#,1) podria pertenecer a otra componente conexa
de Ygcl0,1] (resp. Ygiatlpo,1)), la cual, a su vez, podria ser desconocida.
De esta manera, se habria “saltado” a una nueva componente conexa,
la cual podria ser seguida para valores crecientes de ¢(> t).

En la Figura 7.3 se ha ilustrado este procedimiento. Alli, los puntos
(z',t') € ¥,y (2*) € X2, son puntos de retorno en 4. En
tales puntos un procedimiento de continuacién sobre X ,; no trabaja
exitosamente para valores crecientes de . Sin embargo, mediante un
salto en (z',#') (resp. (z?,1?)), es decir, mediante el cémputo en cada
caso de una direccién factible de descenso en z' (resp. z* para los
problemas P(t') (resp. P(#?)) y mediante la aplicacién de los proce-
dimientos de descenso correspondientes, habran de ser computados los
puntos (Z,t') (resp. (Z,1%), los cuales, en cada caso, pertenecen a otras
tantas componentes conexas de Esmho,l]. A su vez, en tales puntos
puede aplicarse un método de continuacién, para valores crecientes de
t > t' hasta {* (resp. t > t* hasta t = 1). De este modo alcanzamos

una solucién z' del problema P(1) partiendo del punto (z°,0).

Con este proposito, en la Seccién 7.2 calcularemos una direcciéon
de descenso factible para el problema P() en el punto Z, suponiendo
que tal direccion exista. Todo nuestro analisis tendra como sustento la
suposicion de que el problema P(t) es JJT-regular relativo al intervalo

[0,1].
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Figura 7.3: Continuaciéon con saltos
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Figura 7.4:

Cuando no existe una curva C C Estat|[0,1] que conecte los valores
t=0yt=1esen todo caso posible que

e para a < 0 exista una curva C' C Yya]j1) (Ver Figura 7.4(a)) o
e exista una curva C* C Xy40,1) (Ver Figura 7.4(b))

que en cada caso conecte un punto (xo, 0) € ¥, con un punto (:61, 1) €
e

De hecho, existen problemas uniparamétricos para los cuales fra-
casa el método de inmersion original. No obstante, tales problemas
pueden ser resueltos mediante alguna de las dos posibilidades antes
mencionadas, o mediante el método de continuacién con saltos. En
todo caso, tampoco con tales estrategias es posible alcanzar, en gene-
ral, el valor deseado del parametro t = 1. En el peor caso deberian ser
sequidas todas las componentes conexas de Z‘gc|[0,1].

Para finalizar esta seccién, hacemos notar que junto al método de in-
mersién para la solucién del problema (P) coexisten una amplia gama
de otras aplicaciones de los métodos de continuacién (con saltos), a
saber: para la solucion de problemas que, de un modo natural, de-
penden de un parametro ¢ (v.g. tiempo, temperatura, etc.), o para
el problema de la bisqueda de puntos factibles de (P), el cual esta
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intimamente relacionado con el problema de la optimizacién global.
Para un estudio mas detallado referimos al lector a [61] y a la literatu-
ra alli mencionada.

Como ya hemos anunciado, en la siguiente seccién elaboraremos el
concepto de salto para los puntos de Tipo v, v € {1,2,3,4,5}, en caso
de que tal salto exista. Procediendo constructivamente, ofreceremos en
la Seccién 7.3 una vision de conjunto sobre algunos métodos de conti-
nuacion.

7.2 Saltos

A lo largo de esta seccién supondremos que el problema P(t) es JJT-
regular relativo al intervalo [0, 1]. Supondremos también que M(t) C C
para cada t € [0,1], donde C' C IR™ es un conjunto compacto. Esto
tltimo asegura que una sucesién de puntos factibles de M (%), ¢ € [0, 1]
generada por algin procedimiento de descenso sea acotada.

En esta seccién escogeremos, sucesivamente, puntos (Z,t) € XY,
para v = 2,3,4,5. Cuando (Z,?) es un punto de retorno en Yy, (resp.
Y,c), investigaremos si existe un salto w € IR™ en dicho punto (Z,1) y,
en caso de existir, la posibilidad de calcularlo.

Definicién 7.4

Diremos que un punto (z,1) es un punto de retorno en Ysar (resp. X,
cuando existe una vecindad U C IR" x IR de (z,1) y, ademds, t <
para todo (x,t) € Ega N U (resp. X,. NU).

y
t

Hacemos notar que todas las posteriores consideraciones se pueden
trasladar al caso en que ¢ > 1, para todo (z,t) € Yge N U (resp.
Y, NU). Dado que el parametro ¢ crece monétonamente, basta pues
considerar solamente el caso t < t. Para otros desarrollos en la misma
direccién, referimos al lector a los trabajos [61, 74, 87].

Decimos que w es una direccién descendiente de ler. orden en el
punto  cuando vale:

D.f(z,Hhw < 0

D hi(z,)w = 0,161 (7.1)
ngj(.f',t—)‘w 2 07 .] € JO('@B



M¢étodos de continuacion y saltos 151

Mostraremos cémo es un salto en el punto (z,?) cuando tenemos
la forma canénica de un punto de tipo v, dada en el Capitulo 6. En
tales casos sea la transformacién de coordenadas ¥ definida como en el
Capitulo 6 y (f, H,G) € C*(IR" x IR)**™*s.

En algunas aplicaciones se siguen solamente trozos de curvas de
cl ¥y,c. Por ejemplo, la inmersién standard Ps(t) dada en la Seccién 7.1
parte de un punto minimo local z° de P(0) y, por lo tanto, dicho punto
pertenece a un segmento de curva de cl ;.. Nos referiremos solo a las
situaciones definidas por (z,%) € cl £, N XY, v € {2,3,4,5}, pues en
el caso (Z,t) € Xy,. no existe, para el problema P(t), ninguna direccién
de descenso factible en el punto . Para la exposicién de este problema
utilizaremos las notaciones empleadas con anterioridad en el Capitulo
6. En particular, sea Jo(z,7) = {1,...,p}.

Comenzaremos con el supuesto de que (z,t) € E;C \ Yjoe. Conforme

a 6.2 obtenemos la forma normal
=y Yy, — Y yh + Yyl 4+ 6(v), yi, > 0,yi, >0
il ’iz i3 i4

donde 21 + 23 = p, 23+ 24 = n — m — p y los indices recorren, al igual
que en 4.24 y 6.2: 2y las LI-coordenadas, asi como i3, 13, 24 las corres-
pondientes LCI, QI, QCI- coordenadas. Como (z,t) ¢ ¥,,. se sigue, en
particular, que LI + LCT > 0.

Ahora diferenciamos dos casos.

Cuando (7,t) € ¥,. \ Ystar, se tiene que LI > 0y, por lo tanto,
i1 > 1. Del Lema de Farkas (Ver Capitulo 5, Teorema 5.4) se sigue
la existencia de una solucién w de 7.1, la cual puede escogerse, en
coordenadas normales, precisamente de la forma w = (1,0,...,0) €
IR"™™. En la Figura 7.5(a) se ha tomado iy = 13 = 1,13 =44 =0y
se ha representado algunas curvas de nivel de la funciéon objetivo, asi
como la direccion descendiente.

Cuando (Z,%) € Yy se tiene que LI =0y QI > 0. Segin el Lema
de Farkas no existe solucién para 7.1, pero se tiene que

w' [Dif(‘i’ﬂ — Yiel j‘iDghi(faﬂ B Z?:l ﬂjDigj(f,{)} w
min <0
w e R, ||w” =1, we TEAI({)
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Y2 Y3

=
222 17

w Y1 Y2
(a) —y1 +y2 ;@ =(1,00T (b)) ya—y3;uw=1(0,1)

Figura 7.5:

de donde se sigue la existencia de una direccion factible de descenso de
2do. orden en el punto . En las coordenadas de la forma canodnica
podemos por lo tanto escoger w = (0Or¢r, 1,0) € IR*™™ (Ver Figura
7.5(b) para iy = i3 =1, 4; = iq4 = 0).

Por lo tanto, para un punto (z,1) € E;C\Eloc siempre existe un salto.
Es decir, una direccion descendiente en el punto z para el problema
P(1), gracias a la cual se puede iniciar un procedimiento de descenso
convergente (compacticidad de M(#)) hacia un punto (z,¢) € ¥, (Ver
Figura 7.6).

Es obvio que un punto (Z,t) € Z‘;C \ Yo n0 puede ser punto de
retorno en Yy (resp. X,.), pues existe, en una vecindad del punto
(z,1), una continuaciéon en Yy, (resp. X,.) para valores creciente de
t (> t). No obstante, cuando estudiemos el caso (z,) € Z‘glc, y en la
Seccion 7.3, tendremos necesidad de un salto de tal tipo.

Sea ahora (Z,t) € ch y (Z,%) un punto de retorno en Y,;. Con-

forme a la Seccién 6.1 , (Z,1) no es un punto de retorno en ¥,. (Ver
Figura 6.3). Observamos en la Figura 7.7 los valores de la tupla de
indices (LC,LCILQI,QCI) correspondientes a las tres ramas de X, visto
localmente. En dicha figura a+1 = p, f+~v=n—m —p, y el conjunto
Ystat (resp.Xge \ Xsiar) se ha representado con una linea continua (resp.
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x
C ch \ Eloc
j--
Salto
A1 _./ C Eloc
T
] t
Figura 7.6: (z,1) € 1.\ Siee , (£,1) € Bioe
segmentada).

Cuando (z,t) € cl ¥y, se tiene claramente que v = 0. Dado que el
calculo de una direccién factible de descenso en el punto z se desprende
de las propiedades locales del punto (z,?), supondremos, s.p.d.g.(como
en la Seccion 6.1 segin la féormula 6.5) que I = @ y que p = 1. Por lo
tanto, sean las funciones 2°, 2!, 4° v ' definidas como en la mencionada
Seccion 6.1.

De (2a), (2¢) y las relaciones entre los indices alli definidas se ob-
tiene que el nimero de valores propios negativos de D2f(z,1) y el de
D2 f(z,1)|7,m@) no coinciden, donde TzM () = {z € R" | D1 (%, 1)z =
0}. Del Lema 6.6 se sigue que

ngl('fa{)sz'(fvf)_legl(‘fvf)T <0 (72)
y de las definiciones de las funciones que intervienen se tiene que
D2 £, 1) Da°(0)T D@D = 0
ngl(jaﬂon(DT +D’LLO(t—) +Dtgl(‘faﬂ =0
Dif(f?,{)D:El(t_)T _D:Ml(ﬂngl('faDT +Dt$f('faﬂ-r =0
Daogi(, 1) Dt (1) +Digi(z,1) = 0

(7.3)
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(07 a77 —I_ ]‘7/3)

(O,Q + ]‘777/8)

HhT—_————— -

Figura 7.7: (z,1) € E;C es un punto de retorno en Y44

Ahora definimos @ = Da!(t)— D2°(%), lo cual conduce, bajo el hecho
de que z°(1) = z'(1) a:

2°(t) — z'(t) al

T ;
eiaci [a0(t) — 2 (O ]
De 7.3 y Du'(f) < 0 (Ver Figura 6.4(a)) se sigue que

D2 (e, D2 (0 — Da(0T) — Dy (1) Dus (2,7 = 0

y, por tanto
1 - . _
D,ul (D D?xf(jvt)x-r = Dﬁgl(xvﬂT (74)

Sustituyendo 7.4 en 7.2 se obtiene

iD2f(z, )" <0
y, luego de multiplicar 7.4 a la izquierda por z:

iDpg1(2,1)7 >0
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/{(xo(t),t)|t € Z,t<t}

—

{(2'(t), )t e Z,t <1}

|
|
|
|
|
!
t

0

Figura 7.8: limtﬁg,td% es un salto en (z,1)

Las anteriores dos formulas implican que existe

) 29(t) — z'(t)
t—l>lfl,?<f |209(2) — 21(¢)| (7.5)

y que dicho limite representa una direccién factible de descenso de 2do.
orden en T para el problema P(t) (Ver Figura 7.8).

En (Z,1) existe por lo tanto un salto, de donde se sigue, en particu-
lar, que T no es un minimo de P(t).

Ejemplo 7.5
Sean=1y

1 1
P(t) min{—x2|:ﬂ—t—}—§20, 5—.?20}
Se tiene que

1 1 1 1
Ystat = {(0,1) [t < §}U{(t— 5,75) |t < §}U{(§,t) [t <1}
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\l\')||—l

Figura 7.9: 1 es un salto en (%,0) € X2,

Y que (0,%) S E;C es un punto de retorno en Ygq. Utilizando las

notaciones dadas anteriormente, se tiene que z°(t) =0, z'(t) =t — 5
(para t < %) Yy

O(t) —a'(t

i 20 =20

=1
i<t [[2(0) — 21 ()]

Un procedimiento de descenso que comience en v = 0, con la di-
reccion w = 1, converge al punto de minimo local x = % del problema
P(%) Tal punto pertenece a la componente conexa de Ysia1(NEio:) dada
por {(3,1) |t <1}, la cual, a su vez, puede ser continuada desde t > 3
hasta t = 1.

Observacién 7.6
Para la aproximacion numérica de la direccion de descenso 7.5 puede
considerarse las siquientes posibilidades. Por un lado puede aproxi-

marse los puntos x°(t) y z'(t) mediante un método de continuacion
sobre Y, y luego utilizar ﬁ%, para t cercano a t, como apro-

xr
zitmacion de 7.5. Por otro lado, se puede calcular = directamente de
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7.4, lo cual, no obstante, puede ser numéricamente dificil debido a la
presencia de la matriz inversa (D2 f(z,1))".

Cuando & € cl ¥, se sigue, de la Figura 7.7 lo siguiente (ndtese
que ahora suponemos |I| > 0, |Jo(Z,%)| > 1 y g, determinado como en
la Seccién 6.1):

e v=10

e La rama de X4, cuya tupla de indices es (0, + 1,0, 3) consiste
de puntos minimos locales. En la caracterizacion de dicha rama
aparece ¢, como una restriccion de igualdad.

e La rama de Y, cuya tupla de indices es (0,«,1,3) (en esta
caracterizacion g, no aparece como restriccién) consiste de puntos
de ensilladura o, cuando n — m = 1 de puntos maximos locales
(como en el Ejemplo 7.5).

Un método de continuacién con saltos que solo realice continua-
ciones sobre curvas de cl ¥j,. se aproximaria a la rama del punto (z,1)
caracterizada por (0, + 1,0, 3) y, desde alli, con un procedimiento de

descenso, saltaria hacia otra curva de cl ¥,..

La forma canénica dada en 6.7 para un punto de Tipo 2 se simplifica
para nuestro caso especial, en el cual (Z,) es un punto de retorno de
Ystat, a la forma siguiente (cfr. [100]):

P n—m
() + Dyt Yy +6(w), w>0,i=1,...,p
1=2 J=p+1

La segunda derivada parcial en y; de la funcién objetivo es —2 y
representa precisamente el aumento en QI - de v a v + 1- de la rama
en la cual y; = 0 no aparece como restriccion. En la Figura 7.10 se ha
representado los puntos estacionarios, asi como los saltos correspondien-
tes en los puntos antes considerados ( (a) y (b)), paran =2y m = 0.
Para completar el analisis, se ha representado también en dicha figura
(7.10(c)) el caso en que (z,%) € X2, no es punto de retorno en Ygq y
para el cual vale que (Z,7) € ¥,., 0 sea una situacién, presentada en la
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c (i +v) 43

Figura 7.10:
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Figura 6.4(b), favorable para métodos de continuacion (sin saltos), en
la cual se tiene continuacién local en ¥, para t > 1.
Sea ahora (7,1) € Z‘S’c. De la caracterizacién dada en la Seccion 6.1

se sigue que (Z, A, i,1) es un minimo local o un maximo local del pro-
blema (P) ahi introducido. En el dltimo caso mencionado, (Z,%) es un
punto de retorno en ¥, (lo mismo puede decirse para (Z,t) € Ystat)-
De las consideraciones hechas en la secciones 4.4 (Del caso sin restric-
ciones I = J = () y 6.1, asi como especialmente de 6.9 se desprende
la existencia de una direccion factible de descenso de 3er. orden para
P(t). En efecto, tal direccién estd dada univocamente, salvo el signo,
por el vector w € IR" (resp. —w) que satisface

'wDif(i’{)ww #0, [lw|| =1

Dado que el vector (wT, 0) da, conforme a 6.8, la direccién tangen-
cial de ¥, en el punto (z,1), tal vector puede describirse como el valor
limite para (¢ — t) de la diferencia normada de las z-componentes entre
dos puntos de ¥,. que posean la misma ¢-componente y se encuentren
suficientemente cerca de (z,?). En este sentido el anélisis es analogo al
ya realizado para un punto de Tipo 2. (Ver Figura 7.11, en la cual se
ha tomado los valores a+ o' =py~v+8+1=n—m—p)

De todo esto se sigue, en particular, que (Z,%) ¢ Yj,.. En efecto,
de la Seccién 4.4, sabemos que si (Z,1) € cl Xj,. entonces precisamente
una rama de X . pertenece, localmente, a ¥j,.. En la Figura 7.11 se
asume que dicha rama posee la tupla de fndices (o, a',~, 3+ 1), con los
valores ¥ = o = 0 (Con ello le corresponden a la otra rama los valores
al =p, B+1=n—m—p). Un procedimiento que solo trabajase sobre
cl ¥j,. se aproximaria a (7, ) sobre tal rama, para valores crecientes de
t, y saltaria desde (Z,t) hacia otra curva de cl ¥j,.. La rama correspon-
diente a (0,a!,1,3) consiste entonces de puntos de ensilladura (resp.
de maximos locales para n —m = 1).

Para la forma canénica dada en 6.10:

¥4 n—m

DoEY Yt ot Y0y +6(v), w20, i=1,....p

=1 J=p+2
se obtiene precisamente w = (0,,—1,0,_m_p—1) € R"™™ como di-
reccién de descenso. FEn la Figura 7.12 se ha visualizado a @ para
elcasop=0,n—m=2y~vy=0
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(a7 0/7 Y5 /B + 1)

Figura 7.11: : w o —w es un salto en (z,1) € X2,

v <0 v=>0 v>0

Figura 7.12: : yi + vy +y5: w = (=1,0)
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Sea ahora (z,%) € ¥7.. Conforme a la caracterizacién dada en la

Seccién 6.1 existe un vector § € IR™*?\{0,,,,} univocamente determi-
nado, salvo un multiplo, con

P
Z@thZ(jat_) + Z(jm-Hngj(iat_) = 0. (7'6>
1€l 7=1

De (4¢) se sigue, ademas, que el punto (7,1, ..., Gmip-1,1,0), para

un ¢ fijo, es un minimo local o un maximo local del problema ahi
definido (75) En el caso que nos interesa (maximo local) (Z,¢) es un
punto de retorno en ¥,.. Tal situaciéon ha sido representada, con los
indices correspondientes, en la Figura 6.5. En particular, vale que
(z,1) ¢ Ystar. Al igual que en la Seccién 6.1, nos limitaremos, para
comenzar, al caso dado por I = 0 y Jo(z,¢) = {1}. Es decir, cuando
p=1yg=g. De tal Seccién adoptamos también ¢ € W C R, W
vecindad de ¢o = 0 y la C''-funcién dada por:

(#,1) 1 g0 € W = (2(q0),(q0)) € R™ x IR
con (£(0),£(0)) = (Z,1) y G((q0),(q0), q0) = 0, donde

G(z,t,q0) = ( gD, f(z, gnggz)xg(;c,t) )

Designando por (#,0,—1) al vector tangente a G~*(0) en el punto
(z,t,0) y con (&,0) al vector tangente a %,. en (Z,7), se sigue que

D.f(z.0)i = Dof(z, ) (~qD%g(2.0) " Dof(@, DT (1.7)

De la Observacién 6.19 se tiene que D, f(Z,t)# # 0. Podemos ex-
traer dos consecuencias mas:

® (o cambia su signo al atravesar el valor cero y, como consecuencia
de que

D.f(x,t) — lig(:E,t) =0, para gy # 0. (7.8)
do

tambien el multipicador ;io cambia su signo junto con go.
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X
), gt >0 -To———==== Ny
ecrece
Ll monoétonamente
- I
#(qd), g2 < 04 ——————————= :
|
} |
t(g0) =t(g3) t ¢

Figura 7.13: Existe un salto w en (:E(qg),f(qg)) € X5\ Bioc

e La funcion f restringida a X, es estrictamente creciente o estric-
tamente decreciente en una vecindad del punto (z,1).

Astimase ahora, s.p.d.g., que D, f(z,t)t < 0 (dado que signo g es
arbitrario y fijo). En tal caso, f decrece estrictamente a lo largo de 3.
para qo decreciente (Ver Figura 7.13).

Cuando {(%(g0),90) | 90 < 0,90 € W} € ¥\ Zioe ( LI+ QI >
0 en la rama inferior de la Figura 7.13), entonces existe en el punto
(2(g2),%(g?)), g2 < 0 (el cual es de Tipo 1) un salto w (Ver Figura 7.13)
y un procedimiento de descenso correspondiente converge a un minimo
local de P(#(¢?)). Tal procedimiento, sin embargo, no converge a #(q}),
con qf > 0y i(q3) = #(q3), dado que f(#(q}),i(q})) > f(%(qd), ().
Finalmente, hemos mostrado que existe un salto para todo punto (T,t) €
ch \ cl Zloc-

En lo que sigue, supongamos que (7,t) € E‘;C Necl Y. Haremos

la investigacién utilizando la forma candnica correspondiente al caso
Jo(Z,t) # (0 (Ver 6.13). Las consideraciones para el caso Jo(Z,1) = 0
transcurren de modo anélogo (cfr. [87]).

De (Z,t) € cl Xy, se desprenden las siguientes propiedades:

e (7,1) € cl Yg4 Con ello no se satisface MFCQ en el punto =
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relativo a P(t).

® signo ¢n,+; es constante para todo y =1,...,p, donde G,,4+; queda
determinado como en 7.6.

e Sean ¢n4+; > 0,7 =1,...,p, fijos. Entonces, de acuerdo a 7.8, la
matriz dada por

((—Z%Dihi(l?t i mai D2g5(2, 1)) 2 )) (7.9)

el =1

solo posee valores propios positivos para todo (z,t) € ¥,.\{(z,?)},
(x,t) cercano a (Z,1).

Tomando en cuenta estas propiedades se desprende de 6.13 la forma
canénica siguiente para el conjunto factible M(v), en una vecindad de

(0n, 0)(= (%, 1)):

n—m-—p+1 n—m

dv Z = Z y21 + Z y;'zz + Z Yis

11=1 io=k+1 ta=n—m—p+2
Yim =2 0, i3=n—-m-p+2,...,n—m
Yi, = 07 ’i4=n—m+1,...,n

donde § € {1,—1}. Dado que las restricciones correspondientes a las
desigualdades lineales son activas en un vecinadario /' ¢ IR" x IR del
punto (0,,0), para todo (y,v) € U, con U~ (y,v) € ¥, podemos limi-
tarnos otra vez, s.p.d.g., al caso m = 0 y p =1 si se utiliza argumentos
ya mencionados.

Sean, por lo tanto,

k n
v)=bdv+ >yl — >yl (7.10)

i1=1 io=k+1

y ¢ > 0, donde ¢ estda determinada como en 7.8. Las afirmaciones
siguientes valen siempre para una vecindad suficientemente reducido
U C IR*x IR de (0,,0) y para todo (y,v) € U paralos cuales U=!(y,v) €
Yo \{(2, 1)}
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De 7.8 se sigue para la funcién objetivo f(y, v)(= f(¥ ' (y,v))) que

k n .
SigHO S‘U = —signo Z (Dyn .f(yav))2 - Z (Dymf(ya ‘U))Zl
i1=1 io=k+1

(7.11)
De 7.9 se deduce, ademas, que en la expresion 7.10 pueden aparecer
los siguientes cuatro casos:

ler.Caso: ¢ = —1, k=0.
2do.Caso: 6=1, k= 1.
3er.Caso: 6 = 1, k=0.
4t0.Caso: 6 = —1, k= 1.

Primero consideramos los casos 3ero. y 4to. En el 3er.Caso obtene-
mos >0 y?z = v vy, con ello, l\z(v) = () para v < 0 en una vecindad
de (0,,0), lo cual se encuentra en contradicciéon con nuestra hipétesis
de partida. En efecto, hemos supuesto que para valores crecientes de t,
nos aproximamos, sobre una curva de ¥,., al punto ¥=1(0,,0) = (z,1).
Y dado que Di(t) > 0 se tiene lo mismo para valores crecientes de v.

En el 4to.Caso vale que }°7 _, y?z — y} = —v. Entonces, para v < 0
vale que:

1. . -1 ~
5Dsi(y,0) [=Dyity,v)] - Dyily,v)" = =i+ 3 vl = —v (> 0)
ip=2
(7.12)
2~

Dado que —D;g(y,v) es no singular y que posee precisamente un
valor propio negativo, la ecuacién 7.12 contradice, segin el Lema 6.6,
la condicién 7.9. De todo esto se deduce que los casos 3ero. y 4to. no
son posibles. Consideremos pues los casos lero. y 2do.

ler.Caso: Obtenemos >_7 _, y?2 = —v, de donde se sigue que M(O) =
{0,} y M(v) =0, para v > 0 en una vecindad de v = 0. En la Figura
7.14(a) se ha ilustrado dicha situacién para n = 2, incluyendo los puntos
criticos generalizados que intervienen en ella. Para v < 0 vemos que
los valores de la funcion objetivo correspondientes a minimos locales
son menores que aquellos de los puntos maximos. Esta propiedad se
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satisface también para n > 2, pues de 7.7 se sigue que D, f(z,t)z > 0
(Ver Figura 7.14(b)). Un tipo de salto antes descrito (Ver Figura 7.13)
comenzaria entonces en un maximo local y un procedimiento de des-
censo aproximaria el minimo local ya conocido. En este sentido, no
existe en el ler.Caso un salto (adecuado).

2do.Caso: Se tiene que Y7 _, y7 —yi = v. Enla Figura 7.15(a) se ha
visualizado la situacion correspondiente para n = 2. En ella se observa
el cono, obtenido de 7.11, en el cual esta ubicada Dyf(()g, 0). De nuevo
tenemos que existe un minimo local y un maximo local para v < 0,
v cercano a (0, pero en este caso se sigue, de 7.7 y 7.9, precisamente
que D, f(z,t)z < 0. Por lo tanto, el valor de la funcién en el punto
maximo es menor que en el punto minimo (Ver Figura 7.15(b)). Un
procedimiento descendiente que parta de un punto maximo genera una
sucesién que converge a un minimo local, el cual debe pertenecer a otra
componente conexa. Por lo tanto, en este 2do.Caso existe un salto.

El estudio anterior tiene como consecuencia que se puede decidir,
para un punto (T,t) € E‘glc Ncl Y. v mediante el calculo de &, si se estd

en presencia de un caso desfavorable (6 = —1) o ante un caso en el cual
existe un salto (§ = 1). De todo esto se obtiene, para Diy(t) > 0 el

Resultado 7.7
Sean (z,t) € E;c N el Yo, Jo((Z,1)) = {1,...,p}, § € R™? fija,
definida como en (7.6) con Gy >0, 7=1,...,py

. P
6= Signo (Z q_thhz('f7{) + Z qm+thgj(f7{))

1€l 7=1

Si & =1 (resp. 6 = —1) entonces existe (resp. no ewiste) un salto
para (T,t).

Para terminar debe hacerse la observacion de que, al aproximarse
un punto (z,%) € X7 a lo largo de ¥,.\{(#,7)}, el valor absoluto de
los multiplicadores no nulos se vuelve ilimitado. Tal situacién se ha

representado en la Figura 7.16 para - obtenido de 7.8 (con ¢ > 0).

%
Cuando se aplica procedimientos de continuacion, el hecho antes
mencionado permite decidir, al menos teoricamente, si se esta en presen-

cia de un punto de Tupo 4, dado que al aproximarnos a puntos de Tipo
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Y2

Y1
(a): M(v) ={y € R’|yi +y; < —v}  M(0) = {02}
v <0
z
) f crece
1 mondétonamente

t
(b)_ Zloc y mm—— Egc \\ Eloc

Figura 7.14: En el l.er caso no existe salto hacia otra componente
conexa
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Y2

<)

={y € R*|y; —y; < v}

f decrece
mondtonamente

t
(b)_ Zloc y m=m= = Egc \ Zloc

Figura 7.15: En el 2do. caso existe un salto w como en la Figura 7.13
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<
S |*Q\

4o

Figura 7.16: limg, ¢ |q%| = 00

2, 3 o 5 los multiplicadores de Lagrange correspondientes permanecen
acotados.

Sea ahora (z,1) € ESC. Cuando se satisface MFCQ en = € M(?)

entonces existe localmente, de acuerdo a la Seccién 6.1, una conti-
nuacién en Y,. para ¢ > ¢. Méas ain, cuando (;Y:,f) € Yo, la conti-
nuacién en g4 estd incluso univocamente determinada (ver Figura
6.10). Cuando, por el contrario, MFCQ no se satisface en T € M(t),
sabemos de todos modos que localmente M (¥;1(0)) = {0,} (Seccién
6.1 y especialmente Figura 6.9). FEsto quiere decir que el conjunto
factible se reduce localmente a un solo elemento {(Z,¢)} y que, para
t > 1, se hace vacio. Ademas, vale que (Z,1) € Y44 v, por lo tanto, no
existe un salto hacia otra componente conexa de ¥,..

Con todo esto hemos analizado la posibilidad de saltos para los
cinco tipos de puntos de la clase de Jongen-Jonker-Twilt. Resumiendo,
debemos dejar dicho que un método de continuacion con saltos trabaja
eficientemente, para valores crecientes del parametro ¢t > ¢, en la me-
dida en que la componente conexa actual del conjunto factible no se
haga vacia para t > . En los casos (z,1) € E‘glc (5 =—1)y(z,1) € Egc
(no se satisface MFCQ) tal componente se hace vacia en z € M(?))
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y no existe una direcciéon de descenso factible en T para P(t) (puesto
que todas las direcciones son inadmisibles). En tales casos, un procedi-
miento de descenso que comience en una vecindad de (Z,) aproximaria
un minimo local ya conocido. Desdichadamente, no es posible eliminar
tales casos mediante pequefias C*-perturbaciones, pues segun el Teo-
rema 6.25 (Teorema de Genericidad) la existencia de los puntos de Tipo
4y 5 es estable en el sentido alli definido.

Una alternativa para las situaciones en las cuales no existe un salto,
consiste en utilizar un método de continuacién para recorrer la com-
ponente conexa actual de X . segin valores decrecientes de ¢ (es decir,
recorrerla en sentido inverso respecto del eje t) con la esperanza de que
el valor de ¢ pueda sobrepasarse en otro trozo de la componente conexa.
Finalmente, como ya se ha mencionado, no existe, en general, absoluta
certeza de alcanzar el valor deseado t = 1. Para ello seria preciso, en el
peor de los casos, realizar la continuacién sobre todas las componentes
conexas de Yg.|[0,1], lo cual no es, en general, practicamente posible, al
menos hasta el momento presente.

Basandonos en las consideraciones anteriores ofreceremos en la sec-
cién préxima las ideas algoritmicas fundamentales de algunos métodos
de continuacién (con saltos).

7.3 Resumen de algunos procedimientos

Esta seccién contiene resumidamente los fundamentos conceptuales de
los algoritmos PATHI, PATHII, PATHIIl y JUMPI, descritos detallada-
mente en [61] ademés de una version modificada de JUMPIIL. En lo que
sigue utilizaremos el intervalo [t4,t5] C IR, (t4 < tg). Asi podremos
considerar tanto el caso de una extensién de [0, 1] ([0,1] C [t4,tB], ver
Figura 7.4(a)), como el de una restriccién de [0,1] ([ta,ts] C [0,1]);
esto ultimo para cuando la curva considerada no esté definida sobre
todo el intervalo [0, 1].

7.3.1 Continuacién de una curva de clase C'.
Sean J%={1,...,p}, p<s, A € R", u € IR". Definamos el problema

PP(t) min{f(a,t) | hi(e,1) = 0,i € [,g;(w.1) = 0,5 € I}, (T.13)
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Consideremos el siguiente sistema asociado a dicho problema

. DxLJO(:g,)\,,u,t)
H” (2, M\, p,t) = | hi(z,t)=0, i€l |, (7.14)
gij(z,t)=0, € J°

donde L7° = fla,t) = Yier Aihi(z,t) — 3 e00 pjgi(z, 1)

Supéngase que el problema P7° (t) es KH-regular relativo a [t4,15],
(22, X% 1 ta) € (HJO)_l(()) y C es una componente conexa compacta
de (H”7")=1(0) N (IR™ x IR™ x IR” X [t4,15]), con (2%, X%, 10, t4) € C.

Entonces la propiedad de valor regular junto con el teorema de la
funcién implicita proporcionan la existencia de un intervalo [2', 2] C
IR, de un conjunto abierto Z C IR con [2',%*] C Z, asi como de una
C'-funcién univocamente determinada

A~

0:ze Z e a(z) = (2(2), M2), i(2), i(2))

con @(2') = (2, A% 4%, 1a), {(2?) € {ta, 18}, C = {i(=) | z € [2", 2} y
W(2)|p 527 1 [21, 2%] C es un homeomorfismo (Ver Figura 7.17).

Cuando P7°(t) es JJT-regular relativo al intervalo [t4, 5] entonces
el conjunto {((2),#(2)) | z € [2', 2%]} solo contiene, obviamente, pun-
tos de Tipo 1 o de Tipo 3. Ademas, quedan excluidos puntos como
el (z,\, p,t) de la Figura 7.17 (cuyo vector tangencial posee una t-
componente nula).

En esta seccion entenderemos por “método de continuacion a lo
largo de la curva C”, la construcciéon de una discretizacion

He=n<n<.  <zgy,<zg=2
del intervalo [2!, 22], as{ como el célculo de los correspondientes puntos
solucién (z;) € C (resp. aproximaciénes adecuadas u* de 4(z)), k =
1 N.

1

En un método de continuacién partiendo de @*71, se calcula el

ge ey

4" utilizando un esquema de Prediccién-Correccién. Tales esquemas
pueden descomponerse en dos partes:

(a) El paso de prediccién: Determinamos un paso §*~! € IR, asf como
una direccién w1 € R™™+P+L v definimos

WP = gkl 4 gET ket
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(z,A, 1)

1gura (.17: de cumple u(z)) = 0 para todo z € |27, 2
Fi 7.17: S le H'" (1 0 d 21 22

donde w*~! representa una solucién del sistema
Ak—l
A w =0, |w||=1, signo det w = rh1
"1 = {~1,1} vy A" es una aproximacién de la matriz ja-

. 0, 1 _ . .,
cobiana DHY" (#*~!) (w*~! es claramente una aproximacién del
vector tangente a C en el punto @(zx—1) normalizado, ver Figura

7.18).

El paso de correccién: Ahora utilizamos el punto u*°, calculado

en el paso de prediccion, como punto de partida de una sucesion
{u**}, la cual obtenemos iterativamente del sistema siguiente:

Ak,p—l(uk,p . uk,p—l) + HJO (uk,p—l) = 0

ko=l () ko k1Y _ _
WP (u —u™PT) = 0, p=1,..., pr.

aqui las A®?~1 representan aproximaciones de las matrices jaco-
. 0 _ _ . —
bianas DH’ (uk’p 1) y whP~! es por ejemplo w*~! o alguno de
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k-1 + 5k—1,wk—1

<

Figura 7.18: Un paso de prediccién correccién con w*~! = whr, p =
1, vy Pk
los vectores unitarios de JR™T™+rP+!,
(c) Determinacién de w*: Ponemos u* = u**+ y 7% = 7¥=1 para el si-

guiente paso de prediccién-correccion (En 7.3.2 ofreceremos una
variacién para %),

La clase de procedimientos del tipo prediccién-correccion antes defi-
nida contiene, entre otros, la prediccién de Euler (A*~! = DH (ﬂk_l) )
la correcién de Newton (A**~1 = DH (uk’p_l)), asi como técnicas
de tipo quasi-Newton. Referimos al lector a [2] para un estudio de-
tallado. Aqui baste decir que, bajo las condiciones antes dadas, se
dispone actualmente de procedimientos numéricamente realizables de
tipo prediccién-correccion, los cuales generan, en el dltimo paso de co-

rreccion, una sucesion {uN’p} N convergente a 32
pE
convergencia queda determinada por el procedimiento, localmente con-

, cuya velocidad de

vergente, que se adopte (por ejemplo convergencia cuadratica en el caso
del método de Newton o convergencia superlineal en el caso de ciertas
técnicas quasi-newton).
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7.3.2 Continuacién de una curva solucién ¢ ¢ H~(0)

Sean

‘H definida como en 6.44, A € IR™, u € IR°,

El problema P(t), correspondiente a la aplicacién H, es KH-
regular relativo al intervalo [t4, 5],

(@2, A% 1% ta) € H7H(O0) y

e C es un trozo de curva de (H7H0) N (IR™ x IR™ x IR® x [ta,tg])
conexa, compacta y tal que (2% A\ u° t4) € C.

De la definicién de valor regular y especialmente de la propiedad
de transversalidad (RW3), obtenemos las siguientes propiedades para

C (cfr. [61], teoremas 4.2.1,4.2.2,4.2.3):
(i) Existe un intervalo [2',2?] C IR y una funcién continua
iz €[22 e a(z) = (#(2), M2), i(2),1(2))

con (') = (2%, X%, 4%, t4), C = {u(z) | z € [£',2%]} y, ademés,
@ : [2',2*] = C es un homeomorfismo.

(i) Existe una particién de [Z!, 2%], univocamente determinada, en un
numero finito de subintervalos

2712, 27 £ 1=1,...,L

(=

21,27 =

l

1

y conjuntos de indices correspondientes, J', [ = 1,..., L con las
propiedades siguientes:

o Jo(#(2),1(2)) = J! para todo z € [2'71, 21].
o | S =] =1

e para todo z € (271, 2!) vale que i;(z) #0, j=1,...,s (Ver
Figura 7.19(a), donde se ha tomado L = 4).
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(iii) Para cada indice [ € {1,..., L} existe una vecindad abierto Z' C
IR, con ['71, 2] C Z'y una C'-funcién, univocamente determi-
nada

a7zl = R*x R x R7 x R
zeZ mil(z) = (3'(2), M (2), i (2),4(2)
con las propiedades siguientes:

e para todo z € [z/71, 2] se tiene que #'(z) = &
)

Az), t'(2) = {(z) y las componentes de fi(z
pertenecen a J' son igualmente idénticas

o {0l(2) | z2€ 2" C (H‘ﬂ)_l (0), donde H’' queda definida

como en 7.14 con J° = J'.

(iv) Para cada indice [ € {1,..., L —1} existe un indice univocamente
determinado j; € J para el cual vale una de las dos siguientes
posibilidades:

e € Jy ji;,(2) =0 (Ver Figura 7.19(b)) o
e i € J\J'y g;(2(2),#(z")) = 0 (Ver Figura 7.19(c)) y

ademas, se tiene que

JHL J! \ {si}, cuando j; € J!
| J'u{s}, cuando j; € J\ JL

Los conjuntos J', I =1, ..., L han sido denominados en la literatura
como conjuntos de indices activos o como conjuntos de estabilidad local.
Para la continuacién del trozo de curva {a(z) | z € [2'71, 2]} de C (mads

precisamente el trozo de curva {a'(z) | z € [2'71,2!]} de (H‘]l)_l (0))
puede utilizarse un procedimiento del tipo prediccién-correccion dado
en 7.3.1. Analogamente a 7.3.1, el problema de continuacién de C se
puede formular del modo siguiente:

Encontrar una discretizacién del intervalo [Z', 7]

A=t <Zh<. .. <iy <iy=2
asi como puntos solucién correspondientes (7.15)
u(Zy) € C (resp. aproximaciones adecuadas "

de @(%)),k=1,...,N
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(z, A, 1)

(2,20, 1) - -~

(a) La curva CC H1(0)

95 <0

(b) J* =T\ {51}

g;, =0, [Lél(z) <0

u(z!71) u(z')

(c) J* = J'U {ji}

Figura 7.19:
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Sean ahora wf~! = (ik_l, PLa Nk_l,fk_l) y, ademas,
(1 N e L) e B x R™ x R xR

una aproximacién de una soluciéon de ij_l(x,)\,ﬂ,t) = 0, tal que
g;(#F1, 1) > 0 paratodo j € J\JF 1y /2;?_1 > () para todo j € J* L,

Partiendo de @*~!

se introducira, para el célculo de @* un paso de
prediccién (a) y un paso de correccién (b) con JO = JF1. como en
7.3.1. En vez del paso (c), se procesara el paso (¢’) dado a continua-
cién, con lo cual sera posible chequear un cambio de los conjuntos de
indices activos J*!. Para ello sea u* = u®?* con u* = (2, \¥, u¥, t*),

Thk—1 . P
pF e RVl donde u* = u*** se determina como en 7.3.1.

(c¢’) Chequeo del conjunto de indices activo.
Cuando g;(x*,t*) > 0 para todo j € J \ JF1 v vale que pf > 0

J
para todo j € J*~! entonces ponemos i = zF, \F = \F {F = ¢%,

k - k—1
T jes ik = (3%, 3 gk T
B={ e, T =@

con pf € IR?, JE = JF1y zF = 71 para el paso de prediccién-

correcciéon posterior (en tal caso el conjunto de indices activos per-
manece constante).

Cuando existe un indice j, € J, para el cual se tiene alguna de las
dos siguientes condiciones

o gi(zF 1% < 0y j € J\JFH
o uf <0y g€ JHt
entOHCCS pOHemOS

gE_ Jik_l U{jr} cuando ji € {\jk—l
JF1\ {5} cuando j, € JF!

junto con #F = z*, \F = Ak, {F = ¢k,

ph, jeJtn gk
iy =10, jeJr\ It
_gj(xkatk)a je J\‘]k
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k:

ak = (2%, \*, i* %) con i* € IR®, asi como 7F = —7*~1 para el paso

de prediccion-correccién siguiente.

En ([61], Lemma 4.2.1) se ha demostrado que la determinacién del

signo de 7* garantiza precisamente que la curva solucién de (H‘Ik) B (0)
sea continuada en la direccién correcta (Ver Figura 7.19). Analogamente
a 7.3.1 existen procedimientos de prediccién-correccion numéricamente
realizables, cuyas iteraciones quedan descritas por los pasos parciales

(a), (b) y (¢).

Los métodos de continuacion antes mencionados pueden aplicarse al
principio de inmersién descrito en la Seccion 7.1. Bajo las condiciones
del Teorema 7.2 existe una curva solucién € C H™" (0), cuya proyeccién
en el espacio (z,1) pertenece a Y4, y conecta una solucién conocida
(2°,0) € Y514 con un punto (z',1), donde z' es un punto estacionario
del problema de original P. Por medio del método de continuacién se
generara, en el ultimo paso de correccién, una sucesiéon que converge
superlinealmente al vector soluciéon (Aqui se impone la utilizacién de
ciertas técnicas de tipo quasi-Newton). En este sentido, el principio de
inmersién viene a ser un método para la globalizacion de procedimien-
tos localmente convergentes (superlinealmente).

Para concluir dejamos en claro lo siguiente: Cuando el problema
P(t) es regular en el sentido de JJT, relativo al intervalo [t4,1g] en-
tonces cada uno de los puntos (i(zl),f(zl)), [=1,...,L —1, en los
cuales cambia el conjunto de indices activos es de Tipo 2 o de Tipo 5.
Ver figuras 7.19(a) y 6.4 para notar los puntos de cambio del conjunto
de indices activos y para analizar el caso de los puntos de Tipo 2 respec-
tivamente. Conforme a la caracterizacién de Tipo 5 dada en la Seccion
6.1, ofrecemos en la Figura 7.20 una representacion local de la curva
C, en una vecindad de u(z'), con (&,%) = (2(2'),#(z") yN(:E,t‘) € X’
Cuando MFCQ no se satisface en & para el problema P(t) entonces el
conjunto {(\, ) € R™ x IR* | H(&,\,u,%) = 0} no es acotado (Ver
Figura 7.20(a)).
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Figura 7.20: En (a) no se cumple MFCQ respecto a P(t) y en (b) si se
cumple

7.3.3 Continuacion de una componente conexa com-
pacta C(z") de Zyc|i, 1]

En esta seccién consideramos que P(t) es JJT-regular relativo al inter-
valo [ta,tB].

Bajo las hipétesis hechas en 7.3.2 puede existir un punto (Z, /N\, i, 1) €
C, con (2,1) € Egc para el cual MFCQ no se satisfaga en & relativo al
problema P(%) (Ver Figura 7.20(a)). La proyeccién de C en el (z,1)-
espacio que pertenece a Y, tiene a (#,7) como punto final. Por lo
tanto, una continuacion sobre Y., es imposible. Sin embargo, existe
una continuacién sobre 4. (Ver Seccién 6.1). En tal caso, es posible que
podamos encontrar, mediante una continuacién en ¥, (Ver Figura 6.8),
diversas componentes conexas de Yy 4. Discutiremos pues la continua-
cién de una componente conexa compacta C(z°) de X,.| donde
(2%,t4) € X}, NC(2°).

En general, C(2°) no serd una variedad unidimensional, pues en los
puntos de Tipo 2 y de Tipo 5, un nimero finito de acuerdo al Resultado

[tA 7tB] ?
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6.11, aparecen bifurcaciones. Cada una de tales ramas sera continuada
por separado. Para ello supondremos que (z,7) € ¥ NC(2%), v =
1,2,3,4,5 y elaboraremos el concepto de continuacién para cada caso,
el cual se basa en las técnicas de 7.3.1 y 7.3.2.

Sean por lo tanto, para la discusién que sigue, (z,1) € C(2°) y
Jo(z, 1) ={1,...,p}.

(z,1) € X}, (resp.(Z,1) € B2 ): C(2") es una C'-variedad unidimen-
sional en una vecindad del punto (Z,?) (Ver Figura 6.2 y Figura 4.14),
por lo cual puede recorrerse del modo descrito en 7.3.1 con J%(Z,1) =
{1,...,p}.

(z,1) € ch. El punto (z,?) es una bifurcacion en ¥, con tres ramas
diferentes (Ver Figura 6.3(c)). La aparicién de un punto de Tipo 2 se
reconoce cuando se emplea un método de continuacion por las siguien-
tes caracteristicas:

® 0 bien se anula exactamente un multiplicador de Lagrange

e 0 una restriccién de desigualdad, hasta el momento inactiva, se
hace activa

Sea pues g, = 0, caracterizado como en (2¢) de la Seccién 6.1. Dos
de las tres ramas forman la proyeccién sobre el (z,t)-espacio del con-
junto solucién del problema P”°(t) dado en 7.3.1, para J° = {1,...,p}
y, por tanto, pueden ser seguidas mediante los procedimientos dados
en 7.3.1. Por su parte, la tercera rama debe escudrinarse mediante un
test de factibilidad para g¢,, tal y como se propone en 7.3.2. Una vez
determinada la direcciéon de factibilidad de g, se efectia la continua-

cién con el procedimiento propuesto en 7.3.1, solo que en esta ocasion
con J°={1,...,p— 1}

(z,1) € E;C.De acuerdo a la Secciéon 6.1, ;. es una variedad uni-

dimensional en una vecindad del punto (Z,¢) (véase Figura 6.5). A
diferencia de los puntos de Tipo 3 la proximidad a un punto de Tipo
4 se reconoce en el hecho de que la suma de los valores absolutos
de los multiplicadores de Lagrange converge a oco. De ahi que para
efectuar una continuacién sobre la componente conexa C(z") no se re-
curre al sistema 7.14 sino el sistema siguiente (cfr. también [148]):
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=

XDy f(x,t) = > XiDyhi(x,t) = > p;Dygi(z,t) = 0

’LEI ‘:
hi(z,t) = 0,0€1
) 7.16
gi(z,t) = 07J—1P( )
P
NEI N+t =1
el J=1

La matriz jacobiana del sistema 7.16 posee rango completo en cada
punto solucién (z, Ag, A, p, 1) € IR™ x IR x IR™ x IR* x IR y la proyeccién
del conjunto solucién sobre el (z,t)-espacio coincide, localmente, con
Y. Por lo tanto, la curva solucién de 7.16 puede ser seguida, local-
mente, con una técnica analoga a la descrita en 7.3.1 (ver [61] para la
demostracién correspondiente).

(z,1) € Egc. De la caracterizacion dada en la Seccién 6.1 para un

punto de Tipo 5 se sigue que m + p = n + 1 y que para cada indice
jed{l,...,p}

e El conjunto

S i hi(z,t)=0,i €
M {(xt>eJR Xﬂ‘g]ﬂ_oje{l ..,p}\{j}}

es una (C'-variedad unidimensional en una vecindad del punto
(z,t) (ver Figura 6.7 para j = p).

e En una vecindad del punto (Z,?) el conjunto ¥,. es idéntico a
"_, M7, donde M1 = {(:c,t) € M |gi(x,t) > 0}.

Por lo tanto, para cada indice ] € {l,...,p} existe precisamente
una rama de ¥, dada de hecho por MJ U {(z,#)} (Ver p.e. Figura
6.8). Mediante las técnicas propuestas en 7.3.1 y 7.3.2 se puede tanto
continuar M/, j € {L,...,p}, (con J® = {1,... P\ {7} en 7.3.1), como
determinar la rama factible M7. De tal modo obtenemos las p ramas
posibles.

Debe senalarse, sin embargo, que la determinacién exacta del con-
junto de {ndices activos Jo(Z,¢) de un punto (z,t) de Tipo 5 y, por lo
tanto, la continuacién sobre ¥,. en una vecindad de (z,%), no es, en
sentido estricto, numéricamente realizable. ([61], Remark 4.5.1)
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7.3.4 Los procedimientos PATH

Ahora haremos un resumen de algunas propiedades importantes de los
procedimientos PATHI, PATHII y PATHIII, los cuales han sido deta-
lladamente presentados en [61].

PATHI: Continuacién sobre una curva compacta de (IR" X [t4,t5])N
Eloc-

e Hipotesis:

(I-1) Existe una funcién continua . : t € [ta, 18] = T(t) con
{(‘I.IOC( ) ) | le [tAatB]} - EZoc

(I-2) 21,0(t4) es conocido o facil de calcular.

(I-3) Para todo t € [ta,tg] se satisface LICQ en x,.(t) respecto
al problema P(t). Ademas, sean \;(t), ¢ € I, u;(t), j €
Jo(216(t), 1), los multiplicadores de Lagrange, univocamente

determinados, con D, L(x,.(t), A(t), u(t),t) = 0, donde:

L(x,/\,,u,t):f(x,t)—Z)\ihi(x,t)— Z 1igi(x,t)

el jEJo(xloc(t),t)
I-4) Para todo t € [t4, 15| se tiene que
( ) q

(DZL (10 (1), At), 1(8), £))|7+(1)

es positiva definida para & = x,.(1), donde

(

hi(20e(1), 1) _Ozel
)
(

@6—@6—

TT(t)={{e " xgj(ﬂﬂzoc(t )€ =
7 €4i € Jo(wne(t), )Im()>0}
e Resultados (cfr. también [122, 46]):
Dadas constantes ¢ > 0 y A > 0 puede calcularse, mediante un
procedimiento de prediccion-correccién, una discretizacion

ta=to<thi <...,iy.1 <ity=1B

del intervalo [t4,tg], con | t —tr_y |< A, k = 1,...,N, asf
como aproximaciénes ¥ de z;,.(tz) con error ||¥ — z1,.(1)]| < e,

k=1,...,N.
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e Observaciones:

— Como hemos visto en la Seccién 7.1 la condicién (I-1) se
satisface, en general, solo para una clase muy restringida de
problemas.

— En el algoritmo de prediccién-correcion puede utilizarse, en
vez de 7.3.1(a), el predictor trivial w*=! = (0,1m1p, 1).

— Puede suceder, ain bajo las condiciones (I-3) y (I-4), que se
tenga

| {7 € Jo(@ioe(tr), te) | pi(t) = 0} |> 1

para ciertos tz, k € {1,...,N}. Sin embargo, es posible
chequear todos los indices j € J basandonos en 7.3.2 y cal-
cular el nuevo conjunto de indices activos mediante un pro-
cedimiento modificado convenientemente.

PATHIIL: Continuacién sobre una curva compacta C C H=1(0).

e Hipotesis:

(I1-1) P(t) es KH-regular relativo al intervalo [t4,15].

(I1-2) € C R x R™ x IR* x [t 4,15]NH"(0) es compacto y conexo.

(T1-3) (2°, A%, 1% t4) € CNH~'(0) es un punto conocido o facil de
calcular.

e Resultados:

El problema 7.15 se puede resolver en un nimero finito de pasos
mediante un procedimiento de prediccién-correccién con ||t(zx) —
i*|| < €, € > 0 arbitrario (ver 7.3.2).

PATHIIIL: Continuacién de una componente conexa compacta C(z°, t%)
de EQC|[tA,tB] .

e Hipotesis:

(TT1-1) P(t) es JIT-regular relativo al intervalo [t4,5].

(TI1-2) C(2",t") es una componente conexa y compacta del conjunto

E91C|[

tastp]:
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(II-3) (2°,2°) € X}, N C(z°1°) es un punto conocido o facil de
calcular, donde ¢4 < t° < tg.

o Resultados:

Con ayuda de las técnicas dadas en 7.3.1, 7.3.2 y 7.3.3 se logra una
descripcién numérica del conjunto C(z°,¢°) en un nimero finito
de pasos.

7.3.5 Los Procedimientos JUMPI y JUMPII*

Como ya sabemos no es posible garantizar la existencia, en general, de
una curva en Xj,., Ystar O 2g. que conecte los valores de los parametros
t =0yt =1. Por otra parte los llamados métodos de continuacién con
saltos no requieren del mencionado supuesto (Ver [61]). Tales métodos
combinan técnicas de los procedimientos PATH con los saltos descritos
en la Seccion 7.2. En lo que sigue expondremos las ideas principales de
los procedimientos JUMPI y JUMPII*, donde este iiltimo representa
una modificacién del procedimiento JUMPII descrito en [61].

En lo que sigue de este Capitulo partimos de las siguientes hipotesis:

(J-1) P(t) es JJT-regular relativo al intervalo [t4,5].
(J-2) Se conoce un punto (2°,0) € X}, o es facil de calcularlo.

- x1ste un conjunto compacto C al que ! C ara
J-3) Exist junt pacto € C IR™ tal que M(t Cp
todo t € [ta,tg].

Observacién 7.8
El Resultado 6.11, asi como las condiciones (J-1) y (J-3), implican
que Yoy 4.5 5€ compone de un numero finito de componentes conezras
y, ademds, que \J>_, YN Yyeltats €5 un conjunto finito. En lo que
respecta a los autores del presente libro, no se conoce, por lo pronto,
ninguna aproximacion del nimero de componentes conexas de Yy.||

ara el caso general).
Y4 g

tants]

Observacién 7.9
Considérese , como se ha descrito en la Seccion 6.2, un salto w en el
punto (2,1) € Yyl en- Un procedimiento de descenso que comience
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en el punto T y utilice, para P(1), la direccion de descenso w, con-
verge bajo ciertas condiciones hacia un minimo local & de P(t), el
cual existe gracias a la compacticidad de M(t). Aqui no entraremos
a considerar tales condiciones de convergencia. Pero mencionaremos
al menos que tales procedimientos operan muy eficientemente, en la
mayoria de los casos. No obstante, los siguientes algoritmos de salto
no son numéricamente implementables, en sentido estricto. En parti-
cular, para ellos no es posible lograr convergencia superlineal, como en
el paso de correccion

Mediante los procedimientos de continuacién con saltos es posible
calcular o aproximar una solucién de P(1), para una clase mayor de
problemas P(t), partiendo de una solucién conocida (z°,0) € X}.. Sin
embargo tal propdsito no estda garantizado, en el caso general, en la
medida en que no se dispone de saltos para todas las singularidades. En
efecto, conforme a la Seccién 7.2, no existen saltos para las situaciones
(z,1) € E;C(S =1)y (z,t) € ¥}, (cuando se viola MFCQ).

Considérese ahora el conjunto:
YN = {(z,1) € 37, UXY, | en (z,1) no existe salto}

Comenzaremos brindando un resumen sobre los cinco tipos de pun-
tos en X,.. Para ello, sean (z,1) € Xpe|p,e50, Jo(z, 1) ={1,...,p},

XDy f(Z,1) = > NiDyhi(z, 1) — Zu] D.g;(z,t) =0 (7.17)

1€l Jj=1

v, para (Z,1) € Yga N Egc

s={omers

(1,5\,,&) satizface 7.17 y }
fr; 20, j=1,...,p

Las tablas 7.21 y 7.23 y las figuras correspondientes 7.22 y 7.24
contienen la siguiente informacion sobre cada punto critico generaliza-

do (z,t) e ¥, v =1,2,3,4,5:

ge?

e Una representacion geométrica de los conjuntos ¥, cl ¥4 v de
cl ¥j,. en una vecindad del punto (z,7) € ¥,. \ cl Yga, (7,1) €
cl Xgat v (7,1) € cl Xy, respectivamente.
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As

Aol T =N
cuando se aproxima al punto (z,t) a lo largo de ¥,.. (Columna

(X, ) de las tablas 7.21 y 7.23).

e Una caracterizacion del comportamiento de 3, ;

e Finalmente, una observacién acerca de la continuacién sobre X,
cl Estat, ¢l Xpe y sobre la existencia de saltos. ( Columna “Posi-
bilidad de continuacién é de salto” de las tablas 7.21 y 7.23).

Debe tomarse en cuenta que nos hemos limitado a representar so-
lamente aquellas situaciones que aparecen para valores crecientes de .
El caso general se puede deducir sin dificultad.

Ahora considérese el conjunto K C [ta,tg] v definase Yj.c|x =
(R" x K) N Xe. Para (Z,1) € Yjoc|r sea Cioe(T,1) la componente
conexa de cl Yclp,,t5 que contiene al punto (z,1). Entonces para
(Z,1) € cl Eioe|ay existe un intervalo [t,t(Z,t)], con t(Z,t) < tgy
una funciéon continua

@D [z, 1)] — R

tal que Cioe(7,1) = {(@9(1),1) | t € [£,4(7,1)]}
En los procedimientos JUMPI y JUMPII descritos en [61] solo se

lleva a cabo un salto cuando se alcanza un punto (z,%) € Ul_, Y.y sl
dicho punto satisface (Z,t) € cl ¥,..
Ahora daremos, de modo resumido, importantes propiedades de

JUMPI yJUMPIT*. Aqui JUMPII* representa una modificacién de
JUMPII, la cual permite saltar cuando se alcanzan puntos en (Z,%) €

Ubat B2\ {EV U Sioc
JUMPI: Continuacién con saltos dentro del conjunto Ezoc|[0,1]-
e Hipotesis:

1. [ta,tg] =[0,1].
2. (J-1), (J-2) con (2°,0) € Xp,. v (J-3).

e Concepcién del procedimiento:

SO Poner (z,%) = (2°,0).
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Conjunto al Posibilidad
Tipo  que pertenece de continuacién [(A, 1)
(z,1) 6 de salto
1] B\ el B pagppyy acotado
(la)
Cl Estat
s PATHII
cl Eloc
(1c) PATHI
o | oo e Botar | puppy acotado
(2a)
PATHII y PATHII
cl Yot en (2b) y (2c)
(2b) y (2¢) Salto es posible
en (2¢)
PATHI
cl ¥, en (2d).
(2d) y (2e) Salto es posible
en (2e)
5 Yoo \ .cl Y stat PATHIH. Salto es acotado
(3a) posible
cl Yot PATHII. Salto es
(3b) posible
Cl Eloc .
(3¢) Salto es posible

Tabla 7.21: Tipos 1, 2 y 3. (Ver Figura 7.22)
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\\\\ /// / /
‘/

- 2b 2d

Tipo2 - (2b) (2d)
e > /

(2a) (2¢) (2e)

Tipo 3 \) > \6

——--" (3a) (3b) (3¢)
x

T _, -—— - ch\ Cl Zstat

_E t - Cl Estat , Cl Eloc

Figura 7.22: Figuras de la Tabla 7.21
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Conjunto al Posibilidad
Tipo que pertenece de continuacién |(A, 1)
(z,1) 6 de salto
A Yoo \ el o PATHH. Salto es 16 acotado
(4a) posible
PATHII
'S Salto es posible
¢ ( 4b5)mt excepto cuando
(jlt_) € Eloc
yo=—1
Iy Salto es posible
C(4 )ZOC excepto cuando
¢ §=—1
Sii el Sy: (52) 6 | PATHIL Salto no ;Z‘;Zaio
MFCQ cl Zioc (5b) es posible no acotado
5
con Yoo \ el Xgar PATHII acotado y
MFCQ (5¢) Acompacto

cl Estat (5d) 0
cl Yo (He)

PATHII (I11)

Tabla 7.23: Tipos 4 y 5. (Ver Figura 7.24)
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(4a) (4b) (4¢)
Tipo 5 :\\\\
sin =
MFCQ 7 /
" (5a) (5b)
con :::= -7 :::: Pt ad
MFCQ oS- N A
(5¢) (5d) (5e)
x
T _, -—— - ch\ Cl Zstat

n - Cl Estat , Cl Eloc

Figura 7.24: Figuras de la Tabla 7.23
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S1 Continuar sobre Cp,.(7,t) mediante PATHIII.
S2 Sit(z,1) =1y (@9(1),1) € Uy, entonces STOP.
S3 Si (@D (1(z,1)),1(z,1)) € £V, entonces STOP.

A
S4 Si (z@D(1(z,1)),t(z,1)) ¢ UV’ entonces saltar y calcular un
punto (Z,t(z,1)) € E;oc. Poner (z,t) = (&,¢(z,t)) e ir a S1.

e Resultado:

El procedimiento termina en S3 o genera, por el contrario, una
discretizacion

0=t0<t1<...<tN_1<tN=1

del intervalo [0, 1], asi como aproximaciones correspondientes de
los puntos (z¥,#;) € X1, K =0....,N. Cuando el punto (zV,1)
en S1 ha sido aproximado (mediante PATHIII) entonces dicho
procedimiento genera, en el iltimo paso de correccion, una sucesion

convergente hacia z” (superlinealmente).

e Observaciones:

1. Cuando #(z,t) < 1 se sigue facilmente que

(9 (1(2, ), 1(2, 1) eUE

Por consiguiente S4 se ejecutara un numero finito de veces,
a causa de la Observacion 7.8.

2. La existencia de & en 54 se obtiene de la compacticidad de

M(t(z,1)).

El procedimiento JUMPI se limita a la descripciéon numérica de un

subconjunto de cl ¥j.|0,1. Por eso es posible que JUMPI se detenga
en S3 aunque haya una continuacién dentro de ¥,. mediante PATHIII

(al principio quizas para valores decrecientes de t) y, gracias a la cual

se alcance eventualmente el valor t = 1. El propdsito del procedimiento
JUMPIT* se basa en tal consideraciéon y se puede formular del siguiente

modo:
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Encontrar una descripcién numérica de tantas componentes conexas
de Yyclit,,¢5] como sea posible mediante el procedimiento PATHIII y los
saltos descritos en la Seccién 7.2.

Esclarecemos ahora la idea fundamental de JUMPII*:

Sean t4 < 0,1 < tg y C(z°,0) la componente conexa de Xy, |, 5]
que contiene a (2°,0) (determinado como en (J-2)).

A través de PATHIII obtenemos una descripcién numérica del con-
junto C(z°,0) y, en particular, una discretizacién

la<t_g<..<lg<..<t,<tp, tg=0

asi como aproximaciones de los conjuntos finitos correspondientes C* =
C(2°,0) N Eyelzeys & = —q,...,r, Ademas, la longitud del paso en
PATHIII se puede escoger de modo tal que se tenga (7.18), gracias a la
Observacion 7.8 (Ver Figura 7.25).

4 r
c(z’,0n|yx,c (yc* (7.18)

v=2 k:—q

Sean ademas
Ch = {(a* 1) € CF | fa* 1) < fla,th) V(a,ti) € C}
para k= —¢q,...,T'y

r

C = ( U ék) \ (27 U Siae)

k=—

Si C = 0 el procedimiento JUMPII* proporciona una descripcién
numérica de C(z°,0) y se detiene.

Cuando (z,7) € C entonces se habra saltado de (z,7) a otra com-
ponente conexa de Xy.|;,¢5 ¥, por lo tanto, se habra aproximado un
punto (&,1) € Zjoelie,i \ C(2°,0). El procedimiento asi descrito serd
ejecutado también, de un modo analogo, para la componente conexa
de Xg¢|i4,65) que contiene al punto (Z,1).

JUMPII*: Continuacién con saltos dentro del conjunto Xy |, ¢51-
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t3 t4 t5 tB t

11t

to

t_9 [

ls

tA - t_4

Figura 7.25: Continuacién de C(z°,0) C Ygellta,ts) mediante PATHIII

(¢=4,r=5)
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e Hipotesis:

1. [0,1] C [ta, t5)-
2. (J-1), (J-2) v (1-3).

e Resultado:

Con ayuda de PATHIII y los saltos expuestos en la Seccion 7.2 se
puede obtener una descripcién numérica de C(x°,0) en un niimero
finito de iteraciones, asi como otras componentes conexas del con-
junto Ygclp, 5] (tantas como sea posible).

o Observaciones:

1. En la formulacién del algoritmo JUMPIT* queda estable-
cido a priori el nimero maximo de componentes conexas
de Yycli a5 que pueden ser continuadas. (En general no se
conoce el nuimero de componentes conexas de Xy, 15])-

2. Los valores |t 4] y |tg| deben escogerse de modo que se pueda
obtener un nimero suficientemente grande de componentes
conexas de Yg|p, 15 En [61] se ha supuesto en JUMPII que
t4 v tp satisfacen

(EZ)C U Z‘glc> N ch|(—oo,tA)U(tB,oo) = @

3. Cuando JUMPIT* se utiliza solamente para obtener la apro-
ximacién de un punto (cualquiera) (z,1) € ¥,., entonces el
procedimiento debe terminar al alcanzar el valor ¢ = 1. Pero
cuando se esta interesado en aproximar el mayor numero de
puntos criticos generalizados del problema P(1), o bien un
minimo local de P(1) en el cual la funcién objetivo alcance el
valor mas pequeno, entonces no conviene suspender el pro-
cedimiento con la primera aparicion del valor ¢ = 1.



194 Resumen de algunos procedimientos



Capitulo 8

Aplicaciones de métodos de
continuacién en la
optimizacion no lineal

8.1 Notas Introductorias

Consideremos el problema siguiente de optimizaciéon no lineal
(P) min{f(z)lz € M} (8.1)
donde
M :={x e R"|hi(z)=0,i €1, g;(x) >0, 7€ J} (8.2)

I=A{l,...om}, m <n, J:={l,....s}, vy f,hi,g; € C}(R",IR),
vel, jeld.

Ahora nos referiremos al concepto muy conocido de inmersion (Ver
por ejemplo [23], [24], [46], [47], [50] [61] [75] y las referencias ahi
citadas):

Se elige un problema de optimizacién uniparamétrico

P(t) min{f(y,t)ly € M(t)}, t€]0,1], (8.3)
donde

M(t) :={y € R"|hi(y,t) = 0,i € I, g;(y,t) >0, j € J}

195
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n < n, J es un conjunto de indices finito con J C J y al menos las
siguientes caracteristicas:

(A1) Se conoce un minimo local para ]3(0) y los correspondientes mul-
tiplicadores de Lagrange son conocidos o faciles de computar,

(A2) P(t) posee un punto critico generalizado (punto c.g.) para todo
t € [0,1],

(A3) De un minimo local (punto estacionario o punto c.g.) de P(1) se
obtiene facilmente un minimo local (punto estacionario o punto

c.g.) de (P).

(A1) y (A2) son un minimo de propiedades para encontrar una
discretizacién de [0, 1]:

O=t< - <ti<---<ity=1 (8.4)
y correspondientes

(A) minimos locales  y(t;) de p(ti),i =1,...,N

(B) puntos estacionarios y(¢;) de P(t;),i=1,...,N (8.5)

(C) puntos c.g. y(t;) de P(t;),e=1,...,N

Se sugiere al lector encontrar una discretizacion de tal tipo con los
métodos dados en el Capitulo 7. Desde luego, 7 = n y J = J es posible
para algunas inmersiones, a saber

R RO N

donde las restricciones estan definidas por

hi(x,t) = hz(v) + (t - l)hi(JJO) ) € I
gi(z,t) = gi(x)+ (1 —1t)[g;(zo) |, j € J,

y 2 € IR™ se ha escogido arbitrariamente.
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Esta es la asi llamada inmersién standard que sera tratada en la
Seccion 8.3. Suponemos en este caso que las funciones satisfacen la
condicién f, ki, g; € C*(IR™ x IR, IR). Con ello pueden ser utilizados los
resultados dados en los Capitulos 6 y 7. De modo parecido podemos
interpretar otros modelos (inmersiones o, en otras palabras, parame-
trizaciones) como métodos de penalizacién, métodos de penalizacién
exacta y métodos de multiplicadores de Lagrange (ver [34], [23], [24],
[50], [62], [69]).

Consideremos como ejemplo la inmersiéon de penalizacion cuadratica.
Para ello tomemos como funcién objetivo en ]3(t) a

: : l i
Fila,0) 1= F(@) + (T I (ki) + S (minys(2), 01
€1 =
y definamos el problema paramétrico sin restricciones siguiente:

Pi(t) min{fi(z,t) |2 € R"}, t€]0,1), (8.6)

Nos encontramos asi en la situacién de una inmersion en IR". Sin em-
bargo, esta inmersion posee las desventajas siguientes:

a) f(x,1) es sélo una vez continuamente diferenciable, es decir, una
hipétesis importante de los capitulos 6 y 7 no se satisface.

b) Dado que el problema P;(1) no esta definido, tampoco se satisface

la condicién (A3)

Naturalmente, también es posible formular nuestro problema, para
la inmersiéon P;(t), de un modo diferente, a saber:

Encontrar una sucesién {tx}, k = 0,1,...conty € [0, 1], tx < tgy1, Lk
tendiendo a t = 1 asi como los puntos correspondientes z(¢;) (minimos
locales, puntos estacionarios o puntos c.g.) tales que limy, 1 z(tx) = &
y & es al menos un punto c.g. de (P).

Sin embargo, tal tipo de desventajas pueden dejarse de lado, si en
vez del problema P (t), se considera el siguiente problema equivalente:

Py(t)  min{f(z) +[lo]* + |[w]*|(z, v, w) € Mi(t)},t € [0,1], (8.7)



198 Notas Introductorias
donde

Ayl(t) = {(JC,‘U,‘UJ) c R" x IR™ x IR® thz(-f) + (1 — t)Uz = 07Z el }

tgj(z)+ (1 —t)w; > 0,5 € J

Py(t) esté definido también para t = 1 y Py(1) es equivalente a (P).

La inmersion de penalizacion sera tratada en la Seccion 8.2. Alli
se considerara también la equivalencia entre Pi(t) y ]31(75), para t €
(0,1). Para los métodos de multiplicadores de Lagrange, de penaliza-
cién exacta y de inmersion standard referimos al lector a la Seccién 8.3
(Alli se encontrara un resumen de los resultados dados en [23], [24],
[62], [63]).

Con relacién a la inmersion de penalizacion P;(t) podemos respon-
der a las preguntas siguientes:

(i) Cémo debe modificarse la inmersién de modo que:

a) Para t = 0 se conozca un minimo global de X} (y los
correspondientes multiplicadores de Lagrange), el cual sea
punto de partida para una inmersién (aqui se trata de un
afinamiento de la condicién (A1)).

b) La condicion (A2) se satisface o se deja precisar en el sentido
de que exista un minimo global para cada t € [0, 1].

c) Las inmersiones son JJT-regular o KH-regular (ver Defini-

cién 6.23).
(ii) ¢ Cuédles singularidades pueden aparecer?

(iii) ; Bajo cuéles condiciones existe una curva en Y, que “conecte
t=0cont=1"y cuan restrictivas son tales condiciones?

Ademas, se muestra que para dicha inmersion resulta util introducir
una condicién de compactificacion complementaria del tipo

Iz =2 =p <0, Jlo =2 + flw —w°* =g <0

donde p y ¢ son suficientemente grandes. Lo anterior esta relacionado
con el problema de que al acercarnos a un valor t = 1 suceda que
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|(v(t),w(t))|| — oo. Con esta restriccion suplementaria, sin embargo,
pueden aparecer nuevas singularidades, inclusive puntos de Tipo 4.

Para las inmersiones aqui consideradas valen las mismas afirma-
ciones hechas en el Capitulo 7, en el sentido de que, en el peor de los
casos, debemos encontrar todas las componentes conexas para alcan-
zar t = 1. Finalmente, un analisis de los puntos de Tipo 4 muestra
que puede aparecer una situacién para la cual, precisamente, no cono-
cemos un salto a otra componente conexa (Observar por ejemplo la
seccion 8.4 respecto a el problema de optimizacién global). Estas in-
vestigaciones proporcionan una vision mas profunda de la dificultad
del problema. A su vez, mediante una modificacion de las inmersiones,
surgen métodos nuevos con perspectivas mejores. Referimos al lector
a la bibliografia complementaria siguiente, la cual estéa relacionada con
los métodos tratados en este capitulo: [10], [11], [12], [25], [26], [35],
[36], [37], [39], [42], [43], [49], [57], [58], [70], [77], [78], [90], [91], [92],
(93], [94], [95], [109], [110], [118], [122], [123], [128], [131], [132], [134],
[144], [145], [146],[147], [148], [149], [151], [165], [171], [172], [173], [174],
[188], [192], [196], [198].

8.2 Inmersion de penalizacion

8.2.1 Aspectos generales.

Consideremos el problema de optimizacién no lineal
(P)  min{f(z)|hi(z) =0, i € I, gj(x) 20, j € J}

y la correspondiente inmersién de penalizacién cuadratica clasica Py (t)
definida en la Seccién 8.1.
Definamos la siguiente modificacién de la funcién fi(z,t) (utilizada

en Pi(t) en (8.6)):

falz,t) = tf(zx)+ (1 —t)(z — )T A(z — 2°) + l—t [z;
+2_(min{g;(x), 0})"]

JjeJ



200 Inmersién de penalizacion

donde z° es un vector fijo de IR" y A es una matriz definida positiva.
Consideremos seguidamente la correspondiente inmersion

Py(t) min{fy(z,t)|z € R"}, t €]0,1), (8.8)

La inmersién Py(t) persigue el propdsito de obtener un mejor punto de
partida en t = 0.

Para una mejor comprension de la estructura de los conjuntos de
puntos estacionarios de P;(t) (definida en (8.6)) utilizaremos la in-
mersién Py (t) propuesta en la introduccién por (8.7). Igualmente para
Py(t) consideramos el problema asociado siguiente definido sobre el es-

pacio IR" x IR™ x IR*:
Py(t)  min{ fo(z,v,w0,0)|(z,v,w) € My(t)}, ¢ € [0, 1] (8.9)

donde

folz,v,w,t) = tf(z)+ (1 —t)(z—2")TA(z — 2°) +

Hlo = o) + o —

I\NIQ(t) = {(JZ,‘U,‘UJ) € [Rntmts thi(x) + (1 =) (v — 'U?) =0,:€1 }

tgi(x) + (1 =t)(w; —wl) >0, j€J

y, 20 € IR", v° € R™y w® € IR* son escogidos arbitrariamente.
Evidenciando la estrecha relacion entre las distintas inmersiones
definidas se establece el siguiente teorema.

Teorema 8.1
Los problemas Pi(t) y Px(t) son equivalentes a Pi(t) y Py(t), respecti-
vamente, en el sentido siguiente:

(i) Si x es un punto estacionario (minimo local, global) para Py(t),
ke{l,2},t€(0,1), entonces (z,v,w) es un punto estacionario
(minimo local, global) para Py(t) con
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1
v = ﬁhz(x), 1€l
] . ' para k =1
Wi = 71 min{g;(x),0}, j € J : /
t (8.10)
_t 1 (para k = 2)
wj = wj——ymin{g;(2),0}, j €

(i1) Si (z,v,w) es un punto estacionario (minimo local, global) para
Pu(t) k € {1,2}, t € (0,1), entonces x es un punto estacionario
(minimo local, global) para Py(t) y vale (8.10).

Demostracién:
Probamos el teorema solamente para Py(t) y Py(t). La prueba con
respecto a Py(t) y Py(t) se obtiene analogamente. Primero consideramos
puntos estacionarios.

(1) Mostramos: Si z es un punto estacionario para P(t), entonces
(z,v,w) es un punto estacionario para pg(t) y vale (8.10). Ser x esta-
cionario significa no mas que:

0 = tDf(z)+2(1 — t)A(x — 2°) + (ﬁﬂzz hi(z) Dhi(z) +

il
, (8.11)
+>_ D(min{g;(x),0})%.
jeJ
Tomando en cuenta que Y. D(min{g;(z),0})* =2 ¥ g;(z)Dg;(x),
JeJ jeJ~

donde J~ := {j € J|gj(z) < 0}, y definiendo los multiplicadores de

Lagrange como:

)\i = (‘UZ' - ’UQ), ? € I
o= (wi =), jeT

unos pocos calculos muestran que las condiciones de punto estacionario
para P5(t) son satisfechas en (z,v,w) con v y w definidos por (8.10)
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(i7) Ahora probamos: Si (z,v,w) es un punto estacionario para
Py(t), entonces v y w estan definidos por (8.10) y & es un punto esta-
cionario para P(t).

Sea (z,v,w) un punto estacionario para ]52(15). Entonces existen
multiplicadores de Lagrange A;, ¢ € I, p;, 5 € J, tales que

tDf(z)+2(1—t)A(z —2°) =>_ MtDhi(z) = > p;tDg;(z) =0, (8.12)

el JEJ

2(v; — v)) — Mi(1 —t) 0, 1€l (8.13)

2(w; — wy; ) pi(l—t) = 0, jeJ, (8.14)

thi(z) + (1 =t)(v; —v?) = 0, i€l, (8.15)
tgi(z)+ (1 —t)(w; —wf) > 0, je (8.16)

pi > 0, jeJ (8.17)

> ui(tgi(x) + (1 =) (w; —wf)) = 0, (8.18)

JjeJ

Ahora se considera aquellos j tales que (8.16) vale como igualdad.
En tal caso

g;(x) (8.19)

.w.—rwo_ t
i = .

N

y de (8.14) tenemos
2t
Hj = —mgj(x) (8.20)

lo cual, a causa de (8.17) implica ¢g;(x) < 0. Para aquellos j tales que
(8.16) vale como desigualdad tenemos p; = 0 debido a (8.18). Entonces,
de (8.14) obtenemos w; — w? = 0y (8.16) conduce a g;(z) > 0 porque
t > 0. De todo esto se sigue
1

w; = w? ~1_3 min{g;(z),0}. (8.21)
De la expresion anterior y de (8.15) se evidencia la validez de (8.10).
De (8.14) y (8.21) se obtiene trivialmente que

1= =gz il (2).0) (8.22)
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Igualmente se concluye a partir de (8.13) y (8.15) que
2t

(8.23)
Sustituyendo (8.22) y (8.23) en (8.12) se verifica que z es un punto
estacionario de Py(t).
En segundo lugar consideramos, para simplificar, solamente minimos
globales Ante todo notemos que si un punto (z,v,w) satizface las rela-
ciones (8.10), entonces

falz) = fg(l’, v, W)

(1) Sea & un minimo global para P5(t), ¢t € (0,1). Definiendo ¢ y w
a partir de (8.10) es facil comprobar que (&, 0, @) es un punto admisible
para ]52(2?). Sea (#,0,1) € My(t). Notemos que al fijar (2, 9) el minimo
valor de f3(&, 0, w) sobre los puntos (&, 0, w) € M,(t) se alcanza cuando
w; = w) — 1 min{g;(£),0}, j € J. Pero incluso en ese caso tenemos
que i )

F2(2,0,0) = fo(2) < f2(2) = fo(2,0,0)
debido a que & es un minimo global para Py(t) y a que tanto (&, 0,0)
como (&,0,w) satizfacen (8.10).

(ii) Si (&,0,%) es un minimo global para PQ(t) resulta sencillo no-
tar que se cumplen las relaciones (8.10). Sea & € IR" cualquiera.
Tomando (?,w) de forma tal que se satizfaga (8.10) obtenemos que
(Z,0,w) pertenece a MQ(t).

Como consecuencia tenemos que

fal#) = fol, 0,10) < fo2,0,0) = fo(d)
Se concluye por tanto, que & es un minimo global de Py(t). O

De la prueba del Teorema 8.1 concluimos immediatamente

Corolario 8.2 i
Si (z,v,w) es un punto estacionario para Py(t), t € [0,1), k € {1,2}
se cumple que:

o (@) >0, Vj € J\ Jole,v,m,1)
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e St g € jo(:ﬂ,v,w,t) y el correspondiente multiplicador p; > 0
entonces gj(z) < 0

donde jo(:ﬂ,v,w,t) es el conjunto de indices activos en (x,v,w,t) del
problema Py(t).

Ahora asumimos que los problemas Pi(t), k € {1,2} son JJT-
regulares respecto a (0,1) y nos planteamos qué tipo de singularidades
puede aparecer. Sea

(z,v,w,t) es un punto
Setat = 4 (T,0,w,1) € IRt tstl | estacionario para el
problema P;(t) y Ps(t), resp.
iétat’ [ € {1,2,3,4,5} denotan a los conjuntos de puntos de dife-
rentes tipos y Eétat|(071) se entiende como la interseccién de Y, . con el

conjunto IR™ x IR™ x IR®* x (0,1).

Corolario 8.3
Si Pr(t), k € {1,2} es JIT-regular respecto a (0,1) entonces

(a) istat|(0,1) = iimko,l) U iztat|(071) U igtat|(071)

(b) (z,v,w,t) € EZta.t|(071) st y solo si gj(x) =0 exactamente para un
J€EJ.

Demostracion: )
Debido a que para ambos problemas Pi(t), k& € {1,2,} las derivadas

parciales respecto a las variables (v,w) de las restricciones forman un
multiplo distinto de cero de la matriz identidad se obtiene que en ambos
problemas siempre se cumple la condicion de regularidad LICQ. Como
consecuencia obtenemos (a).

Por otra parte, segun el Corolario 8.2 para comprobar (b) basta
demostrar que si p; = 0 para j € jo(a:,'v,'w,t) entonces g; = 0. Pero
esto es una consecuencia de (8.22). O

Puesto que la regularidad segin JJT requiere un grado mayor de
diferenciabilidad de las funciones no tiene sentido considerar el pro-
blema correspondiente Py(t), k € {1,2}, bajo esta hipétesis. Para
estudiar mejor las relaciones entre los correspondientes tipos de puntos
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en estos problemas, introducimos los conjuntos siguientes para un punto
estacionario dado & de Py(f), k € {1,2}:

Jt o= JHE) = {j € Tlgi(3) 2 0},
Jm = J(@) = {j € Tlg;(#) < 0}.

822

Definiendo para t € IR\{1} los problemas

() min { F@) + (= I (@) + X (030

el JjEJ ™

xEJR”},

J- : Jj)
Py () m{ HE S (i) + 3 (g5(2))]

se cumple obviamente que si & de Py(1), k € {1,2} entonces (&,1) €
T Yetat donde

J_Estat = {(.I',t) € Rn-l-l

x es un punto estacionario del problema
PI(1) v P (1), resp.

Ahora sea # un punto estacionario no degenerado para P{” (i),
k € {1,2}. Entonces existe un ¢ > 0 y una funcién continuamente
diferenciable z : U.(t) — IR* (U.(t) = (t1,12) con t € (11,1,)) tal
que z(t) es un punto estacionario no degenerado de P/ () para todo
t € U.(f). En caso de que exista un  # { y z(f) es un punto estacionario
no degenerado tal que

(i) g;(x(1)) = 0 para cierto j € J~ (resp. para cierto j € J1),

(ii) g;(2(t)) < 0 para todo j € J~ y para cada t € ({,1) (si asumimos
que t < 1)
(resp. g;(x(t)) < 0 para t € (t,t+6), ¢ suficientemente pequeno),

entonces .J~ se cambiard por J~(z(f)) (respectivamente se utilizara

g](x(f)) =0, g;(z(t)) <0 para t € (f,f—l— 8), }

6 > 0 suficientemente pequeno

J‘U{jeﬁ
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en vez de J7).

De esta forma obtenemos una sucesién de problemas del tipo P{™ (1),
es decir, el método de penalizacion original ha de generar tal sucesién.
El cambio de los conjuntos indice J~ puede ser controlado facilmente.
Asociados a PJ” (t) vy Py (t) respectivamente introducimos de manera
similar a los casos anteriores los problemas siguientes (definidos para

t € R)
P71 min{f(2) + [Joll® + Jwl*|(2, 0,w) € M (1)}

J= 0y , ntm+|J- | thi(z)+ (1 —t)v; =0, i €1

y

P min{ (o)
donde

7@ vw,t) = tf(2)+(1—t)(z—2°) T A(z—2°)+ [[o—0|*+][w—w’|?,

thi(z) + (1 —t)(v; =v)) =0, 1 €1, }
tgi(z) + (1 —t)(w; —wj) =0, j € J™

Estos problemas son equivalentes a P/ (t) y P/ (t), respectiva-
mente, en el sentido del Teorema 8.4 (i) y (ii).

Teorema 8.4

(i) Six es un punto estacionario (minimo local, global) para Py (1),
ke {1,2}, t # 1, entonces (z,v,w) es un punto estacionario
(minimo local, global) para Py (t) con

v, = %hz(:v), el
ara PY7 (1
o - tt1gf($)’j€ s (para Py (1))
. (8.24)
v; = vz—ﬁhi(m),ief L
t (para P~ (1))
w; = w)—-——g;(x), j€J
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(it) Si (z,v,w) es un punto estacionario (minimo local, global) para
PI7(t), k € {1,2}, t # 1, entonces = es un punlo estacionario
(minimo local, global) para Py~ (t) y vale (8.24).

(i4i) = es un punto estacionario de Tipo | (I € {1,3}) para P/ (1),
ke {l1,2},t#1 siysolo si(z,v,w) es un punto estacionario de
Tipo | (1 € {1,3}) para P/ (t).

Demostracion:

(i) v (ii) se siguen del Teorema 8.1.

Todas las propiedades de los puntos de Tipo 1 y Tipo 3 excepto la no
singularidad (singularidad) de la Hessiana de la funcién de Lagrange se
demuestran andlogamente al Teorema 8.1. La Hessiana D2F(z,t) de
PJ™(t) es la siguiente

D2F(z,t) = tD*f(x )+2(1—t)A+ [ZD2
+j§_ D*(g;()*)] -
= H(z,\p,t)+ X;DT () +
+ g]:_ Dng(fE)ng(S],
donde J
H(z, A\ pu,t) :=tD*f(z) +2(1 —t)A— ;u :D*h; ]EXJ:_ tu;D*g; ()

v A= —(lz—i)zhi(;v), t€1, pj = —(13—@)2%(;27),)' € J~, son los corres-
pondientes multiplicadores de Lagrange para P (1).
La Hessiana D(wa’w)[f(x, v,w,t) de Pj " (t) es la matriz siguiente

H(z, A p,t) 0 0
L= 0 2™ 0

Dy
0 0 2171

z,v,w)

donde I y IV7| son las matrices correspondientes de dimensién m y
|.J 7|, respectivamente.
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Por lo tanto

D? o Lt = D2F(z,1),

(z,v,w)
donde T'(x,v,w) es el espacio tangente, para Py~ (1), en (z,v,w). Esto
conduce a la proposicién (iii). O
Ahora consideramos puntos (Z,,w,t) € X2, |0,1) U 30l (0,1)-

Teorema 8.5
Asumimos que Py(t), k € {1,2}, es JJT-reqular respecto a (0,1).

a) Sea (z,0,w,1) € X2, |01). Entonces existen un nimero v > 0,
conjuntos de indices J] uniwocamente determinados y funciones

(7 o7 w N ) e CH(T—~,T+7), R™ x R¥™ x RV 1),

(8.25)
v = 1,2, también univocamente determinadas, con las propiedades
stguientes:

(i) (27 (1), v (1), w?” (t), AT (1), u? (¥)) es un punto estacio-
nario de P (t) para cada t € (T —~,1+ )
(i) 2 (t) =2 (1) =z
(tii) Jy = JrU{jo}, donde jo € J estd determinado univocamente
por g (2) = 0.

(iv) M (8) = A= (1) y

J- .
J2— 1 t +
i ({):{ it (1), J €y
0, J7=1Jo

(v) =7 (t) es un punto estacionario no degenerado para P (1)
para cada t € (t —~,t+ 7).

b) Sea (Z,v,w,1) € 2itat|(0,1)) [ € {1,3}. Entonces existe un con-
junto de indices unico Jy con las propiedades siguientes:

(2) gj(‘i.) < 0; .7 € JO_; gj('f) > 0; .7 € J\JC)_
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t_gj(:f) ‘|‘ (1 - ﬂ‘lf)j = 0,] - ‘]0_

- , P (t
f;(2) + (1—Dw; > 0,5 € \Jy para Ai(t)

tg;j(3) + (1 =)(w; —wj) = 0,j€Jy

_ amp t
f(7) + (1 D@ — %) < 0,5 € I\Js para F(?)

(ii) (Z,,%,t) es un punto de Tipo | para ]5,;]0_({)

(iii) (%,1) es un punto de Tipo | para Pljo_(f).

Demostracion:

a) se obtiene a partir de la estructura local de X,. y ¥, alrededor de
un punto de tipo, descrita en la seccién 6.1, y teniendo en cuenta las
conclusiones del Teorema 8.4.
b) se sigue del Corolario 8.2 y de las propiedades de los puntos de Tipo
3 (ver tambien la seccién 6.1). O

Con base en este teorema podemos definir también puntos de Tipo
1,2,3 para el problema Pi(t), k € {1,2}. Como ya se ha indicado con
antelacién, el problema Py(t) no puede ser, formalmente, JJT-regular.

Definicién 8.6

a) Si un punto estacionario x de Py(t), k € {1,2} tiene las propie-
dades a) (ii), (iii), (iv), (v) del Teorema 8.5, (x,t) se denomina
un punto de Tipo 2.

b) Si un punto estacionario x de Py(t), k € {1,2} tiene las propie-
dades b) (i), (iii), (z,t) se denomina un punto de Tipol, | =1,3.

El comportamiento tipico, alrededor de un punto de Tipo 2, per-
teneciente a un camino en Y., queda descrito en la Figura 8.1. El
comportamiento tipico alrededor de un punto de Tipo 3 esta ilustrado
en la Figura 8.2.

Una consecuencia directa del Teorema 8.5 y de la Definicién 8.6 la
ofrece el corolario siguiente:
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r 1 2 X 2 X Jo
Zstat Estat Esmt Es'?at
\\ // // \\
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N\ / / N\
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puntos de Ygap N E;]t’it, k=1,2

Figura 8.1: Puntos de Tipo 2.

|1
o~
|1
o~

puntos de Ygat

Figura 8.2: Puntos de tipo 3.
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Corolario 8.7
(z,t) € Eitat|(0,1) st y solo si (x,v,w,t) € Eitat|(0,1), le{1,2,3}.

Nuestro analisis conduce asi a las primeras consecuencias para mé-
todos de penalizacién:

Observacién 8.8

(i) Con respecto a los puntos de Tipo 2 vale: El método de penali-
zacion cldsico funciona (para t creciente) en la situacion a) de
la Figura 8.1 y se detiene en la situacion b). La situacion ¢) no
puede aparecer. Observamos que la situacion b) estd excluida en
el caso convexo.

(i1) Con respecto a los puntos de Tipo 3 vale: El método de pena-
lizacion cldsico se detiene. Asumimos que se comienza con un
minimo local y se camina a lo largo de un camino de minimos
locales x* de P7™(t) y que aparece un punto de Tipo 3. Sea
y(x*, ;) el valor propio minimo de la Hessiana de la funcion ob-
jetivo de P7™(t) y T(2*,t;) el valor propio mdrimo. Entonces

tenemos L
r t _
M>O para 1 <1,
7(1' 7t/€)
pero vale
INELN
lim D) = 400

tk—*{’}/(mkatk>
FEsta es exactamente la situacion descrita, por ejemplo, en [10]

para problemas mal condicionados. Naturalmente, tal situacion
queda excluida en el caso convexo.

(1ii) Si aparecen puntos de retorno de Tipo 2 o puntos de Tipo 3,
entonces debemos saltar a otra componente conera en 'y ., (ver
Capitulo 7). Anotamos que en el peor caso debemos encontrar
todas las componentes conexas.

Observacién 8.9 .
El andlisis de los problemas Py(t), k € {1,2} es mds sencillo que el
de los problemas Py(t), k € {1,2}, debido fundamentalmente a que los
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problemas Py(t), a diferencia de los problemas Py(t), estan descritos
por funciones de clase C*(IR™ x IR™ x IR* x IR, IR).

Debe senalarse, sin embargo, que al considerar los problemas pk(t)
en lugar de Py(t) estamos aumentando la complejidad en otro sentido.
De hecho, por ejemplo, el nimero de variables de incrementa en m + s.

Si consideramos en lugar de los problemas Py(t) una sucesion de

problemas de la forma P,;]”_(t) tenemos entonces la ventaja de que las
funciones que describen estos iltimos pertenecen a la clase C*(IR™ x
IR, R). La dificultad en la consideracion anterior es que los problemas

de la forma P,;]“_ (t) no estan definidos para el valort = 1. Podemos uti-
lizar algoritmos basados en continuacion de curvas como los explicados
en el capitulo 7 solo hasta una vecindad de t = 1. Al llegar a pun-
tos cercanos el hiperplano t = 1 debemos tomar los problemas del tipo
Pk(t). Podemos con esta estrategia aprovechar al mdzximo las ventajas
que nos brinda una formulacion del tipo pk(t) y ahorrarnos a la vez en
la mayor medida las incomodidades inherentes a la dicha formulacion.

Observacién 8.10 (Consideraciones sobre la condicion (Al))

(i) (con respecto a P{™(0) y P{™(0)) asumimos que existe un punto
estacionario (no degenerado) z° de f(x). Entonces x° es también
un punto estacionario (no degenerado) de Py (0). Sea x° no
degenerado. Usando el Teorema 8.5 (2°,0,0) es un punto esta-
cionario no degenerado de Py (0). Si z° es un minimo local o
incluso un minimo global tenemos una relacion similar (Ver Teo-
rema 8.4). Ademds, los multiplicadores de Lagrange correspon-
dientes son conocidos, a saber, \) = 0,1 € [ y ,u?- =0,5€J".

(ii) (con respecto a Py~ (0) y Py (0)). Sea A positiva definida. Fn-
tonces x° y (2%, v°, w®) son los minimos globales y el inico punto
estacionario de P (0) y ]52‘]_ (0), respectivamente. Ademds, es-
tos puntos son no degenerados y los multiplicadores de Lagrange
correspondientes son los mismo que en (i). Desde este punto de

vista, le damos preferencia a estas inmersiones.

Observacion 8.11 (Consideraciones sobre la condicion (A2))
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(i) (con respecto a Py(t) y Py(t)). Debemos asumir que existe un
minimo global & de f(x). Entonces tenemos que

F(@) < flz) + [ol? + |lw|?

para todo (z,v,w) € R™ x IR™ x IR*. Consideramos el problema
P77 (t). Entonces

inf{f(z) + |o]* + llwl*|(z,v,w) € Mi(1)} > f(3) Vtel0,1]
(8.26)
donde M (t) es un conjunto factible de P’ (t). Utilizando la
estructura especial de Jfll‘]_ (t) encontramos facilmente un punto
i de M~ (t) que alcanza el infimo en (8.26). Desde luego, & es el
minimo global de P}~ (t) y el minimo global de ]51(75). Utilizando
el Teorema 8.1 vemos que Pi(t) tiene un minimo global para todo

te0,1).

(ii) (con respecto a Py(t) y Py(t)). Obtenemos resultados andlogos a
(1) para Py(t) y Py(t) bajo la hipdtesis adicional de que el problema
original (P) tenga un minimo global.

Ejemplo 8.12

Ahora consideramos un ejemplo que posee una funcion restriccion “real-
mente no convexa” (ver Figura 8.3), es decir g(x) tiene minimos y
mdzimos locales).

g(x) = 0.02650735092° — 0.2115052072" +
+0.257538482% + 1.34579642x° — 2.34222067z* —
—2.650296352> + 3.45664738z% + 0.91447716z + 5

y una funcion objetivo estrictamente conveza f(z) := (z + 4)*. De-
seamos encontrar un punto estacionario de

(P) min{f(z)[g(z) < 0}

utilizando la inmersion

Pi(t) min{f(z)+w?|tg(z) + (1 — t)w < 0}.
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Figura 8.3: Funcion restriccién “realmente no convexa”.

Aunque el ejemplo es sencillo, ilustrara la estructura tipica del con-
junto Sec|p.1) con tal tipo de restricciones (Ver Figuras 8.4 - 8.6) Este
ejemplo utiliza la inmersién P (t) como puede observarse a partir de la
funcién objetivo paramétrica seleccionada. Para ¢t = 0 el minimo global
(2%, w®) = (—4,0) es el tinico punto critico de Py (0).

En la Figura 8.4 queda descrita la proyeccién del conjunto igc|[0,1]
sobre la variable z, mientras que la Figura 8.5 muestra las proyecciones
de las diversas ramas de X|j0,1] sobre el w-espacio.

Las 4 ramas presentadas en la Figura 8.4 estan compuestas de pun-
tos estacionarios. La rama que comienza en el punto (—4,0) consiste
completamente de minimos locales. En cada una de las otras 3 ramas
que se delinean en la Figura 8.4 se tiene un punto de tipo 3. Para
cada una de estas 3 ramas la estructura es la misma, pues en cada una
de ellas la curva que parte del punto de tipo 3 y se acerca a t = 1
mediante valores crecientes de x es una curva de minimos locales, en
cambio la otra curva que parte del punto de tipo 3 es solo de puntos de
ensilladura.

Notemos que la rama que contiene al punto de partida (¢°, 2°, w?) =
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(0,—4,0) no es la que alcanza el valor ¢ = 1 en la solucién (&,0) ~
(3.670154,0). La rama que logra alcanzar la solucién a través de su
curva de minimos locales es la ultima (la de valores mas altos de z) de
las 4 ramas presentes en la Figura 8.4.

El comportamiento de la w-seccién de las diversas ramas es el de
mayor interés. Como podemos notar en la Figura 8.4 todas las curvas
(sean de minimos locales o de puntos de ensilladura) de cada una de
las 4 ramas poseen un limite en la componente z. Excepto para la
ultima de estas curvas, que realmente alcanza la solucion, todas las
demas componentes x de dichas curvas se acercan a puntos que son
extremos locales no factibles de la funcién restriccion g. Observando la
Figura 8.5 notamos que la componente w(t) de cada una de estas curvas
tiende a —oo al acercarnos a t = 1. En el caso de la curva que alcanza
la soluciéon puede observarse en la Figura 8.5 como su proyeccién sobre
la componente w no tiende a —oo sino al valor w = 0. Las distintas
ramas en ambas figuras 8.4 y 8.5 pueden ser identificadas con facilidad
notando que los tres puntos de tipo 3 (uno por cada rama, excapto la
rama inicia) poseen valores distintos de la componente t. Asi la rama
que alcanza la solucién (&, w) ~ (3.670154,0) posee al punto de tipo 3
con componente ¢ mas cercana a 1 (observar figuras 8.4 y 8.5). (Nétese
que las figuras 8.4 y 8.5 fueron generadas (al igual que la Figura 7.2 de
el anterior capitulo) usando el programa PAFO y debido a ello, como
se indicé en la introduccion, aparecen términos en inglés y términos
al margen de la figura. Todos los ejemplos numéricos de este capitulo
fueron generados utilizando la misma técnica, es por ello que en esta
capitulo se tienen 20 figuras con la mencionada incoherencia.)

El anterior comportamiento se refleja sobre la inmersion equiva-
lente P;(t) en la medida que el término penalizador tiende a infinito y
no podemos encontrar un punto critico de (P).

Observamos que el método de penalizacién que comienze en el punto
(2%, w®) = (—4,0) seguird la primera de las 4 ramas de la Figura 8.4.
La compontente w de dicha rama tendra la forma reflejada en la Figura
8.6 y por tanto el método de penalizacion original no podra encontrar
siquiera un punto factible de (P) (recordemos que la variable w expresa
al término de penalizacién). De acuerdo a lo analizado hasta el mo-
mento podemos inducir que el método de penalizacion original, para ¢
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Figura 8.4: Proyeccion de igc|[071] sobre (z,t)
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Figura 8.5: Proyeccién de S|4 sobre (w, t)
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Figura 8.6: Proyeccion sobre (w,t) de la rama inicial de la Figura 8.4

creciente, solo sera exitoso cuando partamos cerca de la ultima rama
de la Figura 8.4 que es en realidad la dnica que guia a una solucion
factible.

Asumamos que se posee un punto de partida cercano a la rama que
guia a la solucién, pero que dicho punto descansa sobre la curva de
dicha rama que consta de puntos estacionarios de Py(?). Las anteriores
observaciones sobre el comportamiento de w sobre cada una de las dos
curvas de dicha rama nos indica que debemos seguir primeramente la
ultima rama para t decreciente y despues de sobrepasar el correspon-
diente punto de retorno de tipo 3, entonces podemos continuar dicha
curva para valores crecientes de ¢t. Dicho a la ligera, atin y cuando
tengamos un punto de partida sobre una rama que nos pueda llevar al
al optimo la forma en la cual realizemos la continuacion interviene de-
cisivamente en el éxito del proceso. Tomando en cuenta que el método
de penalizacién original se concentra sélo en célculos con valores cre-
cientes de ¢ podemos afirmar basandonos en el anterior ejemplo que
el método de penalizacion solamente amplia la region de convergencia.
Desde luego, no conocemos, en general, ningtin punto de partida en la
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region ampliada de convergencia. Resumimos lo anterior en la siguiente

Observacién 8.13

(i) Puede aparecer la siguiente dificultad: El término ||(v(t),w(t))]|
tiende a 400 si sequimos una rama de minimos locales para t
tendiendo a 1. De hecho, no encontramos un punto critico de
(P) siguiendo esta rama. El enfoque de penalizacion solamente ha
ampliado la region de convergencia pero alli no conocemos ningin
punto de partida.

(it) El Ejemplo 8.12 también muestra que aqui los algoritmos JUMP I
y JUMP II (Ver Capitulo 7) no son exitosos, porque no disponemos
de ninguna situacion que nos permita saltar a otra componente
CONETa en g St comenzamos en la rama que contiene al punto

(—4,0).

Estas observaciones nos conducen a otra modificacién de la in-
mersion de penalizacién a través de una compactificacion.

Observacién 8.14

Analizemos si un cambio del punto z° en la inmersion pg(t) es una
herramienta adecuada para superar las dificultades arriba consideradas.
Para este proposito elaboramos una modificacion del FEjemplo 8.12,
ahora dotado con la funcion objetivo

tf(x) + (1 =t)(z =2 +w?,  f(z) =z

La Figura 8.7 describe la x-seccion de las ramas en istat que emanan de
los puntos (z,w) = (2°,0) para diferentes valores de z°, es decir, para
diferentes inmersiones del problema. Observamos que, excepto para x°
escogido en una vecindad pequena de la solucion, estas ramas exhiben el
mismo comportamiento que la rama primera de la Figura 8.4, es decir,
para t acercandose al valor 1, x(t) tiende a un punto donde la derivada
de g se anula y w(t) tiende a —oo.

Esta observacion clarifica el hecho de que un cambio del punto de par-

tida z° no mejora la situacion, en general, cuando se intenta alcanzar
t=1.
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Figura 8.7: Ejemplo 8.12 con distintos puntos de partida z°.

Antes de dedicarnos a analizar en la siguiente seccion variantes com-
pactificadas de las inmersiones Py, k € {1,2} deseamos analizar la
hipétesis de JJT-regularidad para estas inmersiones. Tanto en el Coro-
lario 8.3 como en el Teorema 8.5 se ha supuesto que los problemas
paramétricos Py, k € {1,2} son JJT-regulares respecto a (0,1). Esta
hipétesis es basica para el analisis de el comportamiento de métodos
de continuacién con saltos, en tanto se conoce la estructura local de
el conjunto igc. En el Capitulo 6, en el Teorema 6.25 se ha conclui-
do que el conjunto de problemas paramétricos que son JJT-regulares
(denotado por F) es un conjunto abierto y denso para la C'>-topologfa.
Esta conclusiéon nos permite tener cierta certeza acerca de que la JJT-
regularidad es una hipdtesis razonable en el marco de los problemas
paramétricos de optimization.

En esta seccion hemos construido, partiendo de el problema ini-
cial no paramétrico (P), un problema paramétrico de la forma P,
k € {1,2}. Por tanto la hipdtesis de JJT-regularidad respecto a (0, 1)
de Py, k € {1,2} se convierte naturalmente en una hipétesis sobre (P).
Dicho de otra forma, cabe preguntarse para cuales problemas de opti-
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mizacién (P) el problema Py, k € {1,2} resulta JJT-regular respecto
a (0,1). Notemos que al considerar todos los problemas de la forma
P ke {1,2} estamos refiriendonos a solo una parte de todos los pro-
blemas paramétricos de optimizacién posibles. Es por ello que nuestra
suposicién acerca de la JJT-regularidad no posee ya una relacion directa
con la densidad y con la propiedad de ser abierta de la clase F. Para
adquirir certeza de que la hipotesis de JJT-regularidad es razonable
proponemos trasladar la pregunta al espacio de funciones que definen
directamente al problema (P).

El analisis de la hipétesis de JJT-regularidad respecto a el inter-
valo (0,1) lo haremos solamente para la parametrizacién Pi. Para
la parametrizacién P, la forma de trabajar esta problemdtica serfa
analoga. Comencemos por introducir ciertas notaciones. Sean 7, C
R", Zyw) C IR™ x IR° y Z; C IR definamos entonces »7'_|Z$xZ(1,,w)><Zt -
C3(Rr+mtstl [Rm+s+1) como:

’7:|Zx><Z(u,w)><Zt = {(f7 H7 G)

Siempre y cuando quede claro de el contexto utilizaremos F|z,, ‘F|Z(v )

Sge N (Ze X Zio) % Z:) C UL, }

o Flz, en lugar de F|z,xprmxreixr: F|Rrxz, xR Y F|R*xRmxR*x2:
respectivamente. Esta claro de acuerdo a la definicién que F = F|r =
Flrn = Flrmx R

Para trasladar nuestro analisis al espacio C*(IR"™, IR™***!) de fun-
ciones que definen al problema (P), debemos introducir una aplicacién
que describa la construccién de P; a partir de (P). Dicha aplicacion la
llamaremos ®. Esta aplicacion relaciona los espacios:

q) . CB(R’I’L Rm+s+1) — CB(Rn+m+s+1 Rm-}-s-}-l)
y se define de la siguiente forma:

F@) 4+ Noll* + fJwll®
thl(ﬂ?) + (1 — t)vl

O(f heyee s by gryeeygs) = | thu(z)+ (1 —1)v, (8.27)
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Utilizando la anterior definicion podemos formular nuestro proble-
ma en los siguientes términos:
i, Cudn grande es el conjunto ®~'(FJ(o,1))?

Definicién 8.15

Un subconjunto de un espacio topologico se llama genérico cuando con-
tiene la interseccion de una cantidad numerable de conjuntos abiertos
y densos.

En particular el conjunto F C C3(IR™t™+s+t! [R™+st1) es genérico
al ser el mismo abierto y denso como se prob6 en el Teorema 6.25.
El resultado que probaremos es el siguiente:

Teorema 8.16
El conjunto @~ (Flo,y) C C*(IR™, R™**") es un conjunto genérico
para la C? topologia.

Demostracion:
Definamos para v = 3,4 ... los conjuntos

S, = {(v0) € B x B ol* + ol < v}
Ty = [ial_l]
14 v

Se tiene entonces que

R" xR x(0,1)= |J S, xT,

v=3,4,...

Podemos escribir ahora al conjunto .7:|(071) de la siguiente forma:

Flony= [ Fls.xn

v=3/4...

Luego:

(I)_l(j:|(0,l)) = (I)_l( m }—|Sy><TD) = (I)_l(]:|sy><Ty) (8.28)

v=3,4... v=3/4...

De acuerdo a la relacién anterior (8.28) y a la Definicién 8.15 de
conjunto genérico basta probar que para cualquier v € {3,4...} el
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conjunto @~ (Fls,xr,) C C3(IR™, IR™**!) es abierto y denso para la
C'? topologia. Fijemos por tanto v € {3,4,...}.

Para probar que ®7!(Fls,x1,) C C3(R", IR™ %) es abierto y
denso utilizaremos la misma técnica que para probar que F es un con-
junto abierto y denso. Basta mirar con detenimiento la demostracion
del Teorema 6.25 para convencernos que el mismo procedimiento alli
utilizado nos lleva al resultado necesario aqui, siempre y cuando tenga-
mos para nuestra hipétesis ®((f, h1,..., hm,91,...,9s)) € Fls,xr, un
Teorema de perturbacion analogo al Teorema 6.18 y un lema sobre la
C3 estabilidad local de la hipétesis, andlogo al Lema 6.3 (ver tambien

Observacion 6.4).

El resto de la demostracion consiste en enunciar y probar ambos re-
sultados. Comenzemos con el teorema de perturbaciones y para ello re-
tomemos las notaciones utilizadas en el Teorema 6.18. A modo recorda-
torio sea a = (A, ¢,d), donde A es una matriz simétrica de tamano n xn,
c€ R"yde R™*. Tomando v, = %n(n + 1)+ n+ m+ s tenemos
entonces que a € IR™.

Ira. hipétesis parcial(Teorema de perturbaciones para ®~!(F|s, x1,))
Para casi todo a € IR se cumple que:

flz)+ %.TCTASL' +c'x
hi(z) + dq

) b () + dy € Fls,x,
91(z) + dmia

gs(x) —I' dm+s

Demostracién de la 1ra hipotesis parcial
Como las funciones (f, H,G) € C3*(IR™, IR™**!) estan fijas a traves de
esta demostracién utilizemos la notacién ®(a) € C*(IR™Hm+s+l JRmtstl)

para referirnos a la imagen por ® de la perturbacién de (f, H, G) cor-
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respondiente a el vector a, o sea,

@)+ [o)” + lw||* + 32T Az 4 ¢z
th1($> + (1 — t)’l)l + tdl

b(a) = thy(z) 4+ (1 = t)v, + td,
tgr(x) + (1 = t)wy + tdpmyr

tgs(x) + (1 — t)ws + tdmys

Comparando el problema paramétrico construido con las funciones
®(a) y el problema perturbado considerado en el teorema de perturba-
ciones 6.18 podemos notar la similitud entre ellos. El problema para-
metrico obtenido (con parametro de perturbacién a) puede verse como
un caso especial de el Teorema 6.18 en el cual se tienen tres caracteris-
ticas:

e las perturbaciones de las restricciones no poseen parte lineal

e las perturbaciones de las restricciones aparecen multiplicadas por
el parametro ¢

e carecemos de perturbaciones en las variables (v, w).

Como veremos brevemente esto no impide probar, con la misma
técnica de la demostracion de el teorema de perturbaciones 6.18, el
resultado enunciado.

Para ello notemos primeramente que el problema construido a partir
de ®(a) satizface LICQ en todo punto factible al restringirnos a el in-
tervalo ¢t € (0,1). Como consecuencia natural, el teorema se reduce solo
a la primera parte de la demostracion del teorema de perturbaciones
6.18.

En esta primera parte pueden tomarse de nuevo las diferentes va-
riedades consideradas, sin olvidar las implicaciones que tienen las tres
caracteristicas antes mencionadas sobre la dimensién de los espacios y
sobre la definicion de las variedades.

El punto decisivo de esta parte de la demostracion de el teorema
de perturbaciones consiste en probar que en todo punto donde se satiz-
face LICQ las variedades introducidas son transversales. Lo que debe
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lograrse para ello en nuestro caso es sustituir el papel que jugarian en
la expresion 6.28 las derivadas respecto a los coeficientes de las pertur-
baciones lineales y cuadraticas de la funcién objetivo en las variables v
y w.

Primeramente el término lineal respecto a v y w puede sustituirse
por las propias segundas derivadas de la funcién objetivo respecto a v
y w pues ellas forman la matriz identidad. Para ello debe tenerse en
cuenta la completa separacién entre x y las variables v y w en la funciéon
objetivo.

Por otra parte debe comprobarse que no hace falta derivar respecto
a términos cuadraticos en v o w. Para ello analizemos la estructura
de la matriz M. Si suponemos que el conjunto de indices activos es

{1,...,m+ s1} con s; < s tenemos entonces que
® 0o | o | ® | ®
0 In | 0 | (1 =11, | 0
[ — —
7 L . (1—1)I,
0
(-1, 0 0 0
® 0 |(=0LJo| 0 0

(8.29)
Los distintos bloques en que se ha representado a M corresponden
a las derivadas respecto a diferentes variables por ejemplo; respecto a
z (primera columna de bloques), respecto a v y w (segunda y tercera
columna de bloques) y respecto a los multiplicadores asociados a igual-
dades y a desigualdades (cuarta y quinta columna de bloques). En
todos los casos el simbolo @ representa una expresién que carece de
importancia para nuestro analisis.

Puede comprobarse facilmente que las tltimas 4 columnas de blo-
ques forman una matriz linealmente independiente. Por otra parte
notemos que la matriz A de las perturbaciones cuadraticas respecto a
z se encuentra presente en M7 solamente en la primera columna del
primer bloque.

La anterior estructura nos permite afirmar que siempre las ultimas
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2m + s + |j0| son linealmente independiente. Ello implica que alcanza
con poder derivar solamente respecto a las componentes de A (matriz de
perturbaciones cuadraticas respecto a x). A continuacién establecemos
una analogia entre lo senalado anteriormente y lo que ocurre en la
prueba del teorema de perturbaciones 6.18.

En dicha prueba se concluye a partir de que se satizface LICQ que
existe un conjunto de indices I tal que {n+1,...,n+m+p} C Iy M} €
A(T). En nuestro caso eso se traduciria en la existencia de un conjunto
de indices I_que contenga a {n+m+s+1,...,n+mm+s+s}ycon
la misma propiedad para M!. La diferencia radica en que la cantidad
de variables de nuestro problema es n +m + s. El hecho que se explico
anteriormente a traves de las columnas de la matriz 8.29 se refleja en la
existencia de un conjunto de indices (denotemoslo de nuevo por I) tal
que {n+1,....,n+m+s+m+s}ClyM!e A(). laexistencia de
dicho conjunto de indices queda asegurada por la propiedades senaladas
acerca de M!. O

Pasemos a enunciar y probar la segunda hipédtesis parcial.

2da. hipétesis parcial (C? estabilidad local para ®~*(F|s,«T,))
Sea (f,H,G) € ®~Y(F|s,«1,). Para cada punto # € IR" existe una
vecindad U(z) C IR" de z y una C3-vecindad V() de (f, H,G) (ca-
racterizada por una funcién ¢* € C°(IR",IR;)), tal que, para todo
(f, H,G) € V(%) se cumple lo siguiente:

(f, H,G) ¢ O~ (Flu@)xs, x1,)

Demostraciéon de la 2da. hipotesis parcial:
Para probar esta hipétesis utilizaremos el absurdo y llegaremos a una
contradiccién similar a la arribada en el Lema 6.3 (o en la Observacién

6.4).
Consideremos a (f, H,G) € ®(Fls,x1,) vy a T € IR" fijos. Si

no es cierta la hipdtesis planteada se obtienen naturalmente sucesiones

€ R"y (f°,H?,G") € C3(IR"™, R™***1) tales que:

o ' — =
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e Paratodoje J,ielyke{l, 23} vale:

(7)o £(2)
D) DA
g5 (z?) — g;(z .
Dg?(2%) > D¥gy(3) (8:30)
W (2) o hi(2)
DR (2) s DFhy(z)

L (fp’Hp’Gp) ¢ q)_l(F|{$p}XSuXTu)'

La dltima condicién se convierte por definicion en la existencia de
sucesiones (v?, w?) € S, y t* € T, tales que

(27,07, w”,17) € (Sye(f*, H?, G7)) \ (Uisy Sgu(f7, HP,GP)) - (8:31)

De la compacidad de S, y de T}, podemos suponer, sin perder gene-
ralidad, que (v?,w”) y ¢” convergen a sendos vectores (v,w) € S, y ¢ €
T,. Teniendo en cuenta la estructura de las funciones ®(f7, H?,G") €
C3(Rmtstl [R™*5t1) se puede concluir a partir de la convergencia
de (z*,v?,w",t*) a (Z,0,w,t) y de la condicién 8.30 que, para cada

ke {l,2,3} vale:

(I)(fp’H,D’ Gp)(l.p’vp’wp’tp) = (I)(faf_{’ G)(?,‘f),‘lﬂ,{) 839
D*®(fr H?, G?)(2?,v°,w’, t*) — D*®(f, H, ) (T, v, w,1) (8.32)

Aqui pretendemos entender la expresiéon D*® como la k-ésima derivada
de las funciones pertenecientes a la imagen de ® (por ello la evaluacién
en los puntos (z°,v?,w”,t?) y (z,v,w,?)) y no la k-ésima derivada de
® como aplicacion, como cabria pensar.

Un simple argumento de continuidad nos permite concluir a partir

de (2,07, w?,17) € S,0(f7, H?, G?) que:
(‘ffﬁvlzut‘) € Sgc(f:H, G) (833)

Por otra parte como (f, H,G) € ®~(F|s,«71,) se tiene en particular
que (f,H,G) € Y (F|(zxs,x1,). Teniendo en cuenta que (v,w,1) €
S, x T,, y la relacién (8.33), se tiene entonces que

(z,v,w,1) € U?:lilgc(fvga G)
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Las relaciones (8.32), la convergencia de (z”,v”, w”,t*) a (z,v,w,1)
y la condicién (8.31) sin embargo contradicen la anterior afirmacién.
Dicha contradiccién puede notarse a partir de la propia definicién de
los 5 tipos y es, en principio, la misma (lo que para cada uno de los 5
tipos) que prueba el Lema 6.3 y la Observacién 6.4. O

Con ello terminamos la prueba de la segunda hipétesis parcial y por
ende la prueba del teorema. O.

8.2.2 Modificaciones de la inmersion de penaliza-
cién.
Teniendo en cuenta la Observacion 8.13 (i), consideraremos en este

epigrafe variantes compactificadas de las inmersiones Py y P,.
Concretamente consideremos las dos siguientes inmersiones del pro-

blema (P).
Py(t)  min{f(z) + [lo]* + w|*|(z,v,w) € My (1)}, € [0,1], (8.34)
donde

thz("l?) + (1 — t)‘l)z' = O,l € I
T o n o mm o s | 19i(2) + (1 —tw; > 0,5 € J
Mq(t) =< (z,v,w) € R* x IR™ x IR p— 2|2 > 0,

g — [lvl* = flw]* > 0

Py(t)  min{ fa(z,v,w,1)|(z,v,w) € My(t)}, t € [0,1] (8.35)

donde

A

folz,v,w,t) = tf(z)+ (1 =t)(z —2)TA(z —2°) +
+(v — ‘UO)TB(‘U — %) + (w— wO)TC('w —w?)

thie) + (1= vi=v)) =0, i € 1
: tg(x) + (1 = Hw; = w}) 20, j € J
. o n+m+s J I I ’

My(t) :={ (z,v,w) € IR p—llz —2°* >0,
q = o =% = lw = w?| > 0
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Aqui p y ¢ son numeros reales suficientemente grandes. Por otra
parte z° € IR™, v° € IR™ y w®, w!' € IR* son vectores fijos.

Con vistas a ganar sencillez y completitud en la exposicién enun-
ciaremos y probaremos los resultados tedricos utilizando la inmersion
P, sin embargo para los ejemplos tomaremos la inmersion P

Sera necesario en distintas situaciones asumir determinadas hipotesis.
La primera de ellas sera:

(B1) El conjunto factible M del problema original (P) es compacto
y no vacio.
Denotemos por

E(2%,p) = {z € R"|p— |z —2°|* = 0}.

Bajo la hipétesis (B1) y para z° fijo se tiene la existencia de un
niimero positivo p > 0 tal que M C E(z°, p) para cada p > p. Es muy
facil comprobar la siguiente

Proposicién 8.17
Sea satizfecha la hipdtesis (B1) y sea p > p. Siqg > 0 y w®, w' € R*

son tales que
S

3 (max{(w} — w?), 0})? <

=1
entonces
M x {v°} x {} C My(t), Vte[0,1]
donde 1b; = max{wj,wi},j € .J)
De la anterior proposicién se desprende que bajo las mencionadas

hipdtesis AAlg(t) # () Vt € [0, 1]. Dicha propiedad de el conjunto de res-
tricciones es necesaria y por ello establecemos una segunda hipdtesis:

(B2)p>p,g>0y > 1(max{(w — wVY ) 0})? <
El siguiente teorema resume varias propiedades de Pg(t)

Teorema 8.18 )
Sean satizfechas las hipotesis (B1) y (B2). Entonces el problema Py(t)
posee las propiedades siquientes:
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1. Si se escoge a w®,w! € IR® conw >w jeJ, 2’ e R,
IR", A, B y C definidas positivas, entonces el punto (2%, 0% w ) s
el minimo global y el inico punto estacionario de Pg(()) Ademds,

(2%,v°,w®,0) es un punto critico no degenerado.

2. El conjunto de minimos globales del problema Pg(t) €s no vacio
para todo t € [0, 1].

3. El problema ]52(1) es equivalente al problema (P) en el sentido
stquiente:

(a) Si(x,v,w) es un punto estacionario de ]52(1) entonces T €s
un punto estacionario de (P).

(b) Si x es un punto estacionario de (P) entonces existen vec-
tores v € IR™ y w € IR® tales que (x,v,w) es un punto
estacionario de Py(1).

En lo adelante nos referiremos a través de Zstat al conjunto de puntos
estacionarios de alguno de los problemas Pl( )o PZ( ).

Para notar el efecto de tales compactificaciones comenzemos con el
siguiente ejemplo formado a partir de una ligera variacion de P (1).

Ejemplo 8.19
Consideremos la inmersion siguiente:

min{ f(z) + wi|tg(z) + (1 = Hw <0, z* 4+ w? < 25},

donde las funciones f y g son las definidas y utilizadas en el Ejemplo
8.12.

El punto de partida para el ejemplo anterior es (2%, w?) = (—4,0).

La Figura 8.8 muestra la proyeccién de X,.|j0,1] sobre el z-espacio y la
Figura 8.9 la proyeccién sobre el w-espacio.

De la Figura 8.8 se desprende que ﬁ]gc|[0,1] estd compuesta ahora de
una componente conexa y que las 4 ramas que constituian istat|[0,1] en
el Ejemplo 8.12 ahora estan conectadas entre si formando una compo-
nente de ﬁ]gc|[0,1]. Esta nueva conexion de las antiguas ramas ocurre a
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nowk.d file: nowko_x.ps

type2
type3
type4
type5

oe@op> o

240 jumps:

stat. points:

g.c.--points:

Figura 8.8: Proyeccion de i]gc|[071] sobre (z,t)

nowk.d file: nowko_w.ps

type2
type3
type4
type5

oe@op> o

stat. points:

g.c.--points:

Figura 8.9: Proyeccién de f]gc|[0,1] sobre (w, )
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nowk.d file: nowkol xps

type2
type 3
type4
type5

oe@op>o

stat. points:

g.c.--points:

Figura 8.10: Algunas singularidades (z1 a z10 en la Tabla 8.12) pre-
sentes en la Figura 8.8

través de nuevas ramas, en las cuales la restriccion de compactificacion
es también activa. Hay seis puntos de Tipo 2 (ver Tabla 8.12), donde
las ramas originales del Ejemplo 8.12 tocan la restriccion de compactifi-
cacion. En cada una de las subramas que conectan las ramas originales
hay dos puntos de Tipo 4 (ver Tabla 8.12), donde un minimo local se
transforma en un maximo local y viceversa.

La Figura 8.10 muestra una porcion agrandada de la Figura 8.8,
en la cual estan indicadas algunas de las singularidades que aparecen
en este ejemplo. Por otra parte la Figura 8.11 nos ensena una parte
aumentada de la Figura 8.10 en la cual se diferencian claramente los
dos primeros puntos de tipo 2 y 4 (z1 y z2 en la Tabla 8.12), loc cuales
no pueden apreciarse con claridad debido a su proximidad en la Figura
8.10.

En la Tabla 8.12 se ofrece los valores numéricos de las 15 singulari-
dades de f]gc|[071], los cuales se han determinado mediante el algoritmo
PATH III(Ver Capitulo 7). Igualmente se da los tipos correspondientes
de singularidades.
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nowk.d file: nowko_xLps

type2
type3
type4
type5

oe@op>o

stat. points:

g.c.--points:

Figura 8.11: Singularidades z1 y z2 en la Tabla 8.12.

Punto t X w | tipo
zl | .510602 | -1.74539 | -4.68547 | 2
z2 | .510901 | -1.7319 | -4.69044
z3 | 409497 | -1.0901 | -4.37962
z4 | 411052 | -1.01502 | -4.89589
z5 | 281081 | -.736653 | -2.48202
z6 | .500938 | -.206326 | -4.99574
z7 | .502739 | -.11591 | -4.99867
z8 | 447185 7645 | -4.94123
79 | .449320 | 871775 | -4.92341

z10 | .324773 | 1.24074 | -2.37182
z11 | .818085 | 2.16539 | -4.50678
z12 | .818286 2.1795 | -4.49988
z13 | .505679 3.1375 | -3.8932
z14 | 507013 | 3.17792 | -3.86016
z15 | .373302 | 3.40017 | -1.59964

Tabla 8.12: Singularidades del Ejemplo 8.19
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En este ejemplo podemos apreciar que, gracias a la modificacién
de la inmersion de penalizacion, existe ahora una componente conexa
f}gc|[0,1] que contiene al punto de partida para ¢ = 0, (2%, w") = (—4,0),
y a la solucién para t = 1, (Z,w) ~ (3.6701544,0). Esto significa que
utilizando el algoritmo PATH III tenemos éxito, pues podemos alcanzar
el valor t = 1 y encontrar una solucién. Debemos advertir, sin embargo,
que tal comportamiento no puede esperarse en el caso general. Cuando
existen mas de una componentes conexas de ﬁ‘gc debemos recorrer en
general varias de ellas para encontrar una solucién. En los peores casos
se necesita una descripcion numérica de todas las componentes conexas
de ﬁ]gc. Por razones similares se introdujeron los algoritmos JUMPI y
JUMPII en el Capitulo 7, sin embargo a través de su uso tampoco
obtenemos tenemos exito en todos los casos.

En el anterior Ejemplo 8.19 notamos la apariencia de puntos de Tipo
1, 2,3y 4. Respondiendo la interrogante (ii) planteada al respecto en
la seccion 8.1 presentamos el siguiente:

Teorema 8.20
Supongamos que Py(t), es JJT-reqular respecto a (0,1). Entonces te-
nemos

a

A

Yeclony = U Tl

=1
donder=4sin>1yr=5sin=1.

b) Puede aparecer un punto de Tipo 4 o 5 solo si una de las restric-
ctones siquientes es acliva:

, 012

p—lz -2

0)(2

el

(AVARLY/

g — v =0 = flw — |

Demostracion:

(a) es obvia y (b) se sigue del Corolario 8.3 O
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Observacién 8.21

Denotemos con R, al conjunto de todas las matrices simétricas y regula-
res de tamartio (p, p). Identificando las matrices convenientemente ten-
emos que R, C Rz*(+1) . Como puede notarse en su definicion el prob-
lema Py(t) depende de los pardmetros A € R34 B ¢ Rym(m+1)
C e ZR%S(S'H), 22 e R, v° € R™, w’, w! € R® y p,q € R. Considere-
mos tres pardmetros mas de la forma b, € IR", b, € IR™ y b, € IR® y
definamos un vector de pardmetros

V= (‘47 B7 (J7 ;EO? ‘007 ‘1‘007 w17p7 q? bl‘? bU? bw)

Consideremos la siguiente variacion de la parametrizacion Py(t) que
consiste en introducir perturbaciones lineales en las compactificaciones:

P,(t) min{f(z,v,w,t)|(z,v,w) € M(t)}

donde
flz,v,w,t) = fg(w,v,w,t)
Y
thi(z)+ (1 —=t)(v;—v)) =0, i€l
tgi(z) + (L= t)(w; —w;) 20, j€J
M(t) :={ (z,v,w) € R™T™F* p—|lz—2%?%—blz >0,

g~ llo = )" = bTo-
e = w|* = BTw > 0

Con una prueba andloga a la de el Teorema 6.18 obtenemos las siguien-
tes conclusiones:

1. Asimase que f,h;,g; € C*(IR",IR), i € I, j € J. Se cumple
entonces que el problema P,(t) es JJT-reqular sobre el intervalo
[0,1), para casi todo v tal que se tengan las siguientes relaciones:

A € R,

B € R,

C e R

w? > wjl-, j€J
p > p

p > bla’

g > blo®+ b5 w’
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2. Asimase que f,hi,g; € C*(IR",IR), 1 € I, j € J. Se cumple
que: para casi todo (z°,v°, w? w', p,q) € R T25+2 tales que se
satizface la condicion (B2), al tomar las matrices A, B y C' como
las identidades de dimension correspondientes y a los vectores by,
b, y by, como 0, o sea para para

v = (In, Im’ Is’ xO’ ‘UO’ ‘wO, ‘w]-’p’ q’ 0’ 0’ 0)

el problema py(t) resulta KH-reqular con respecto al intervalo

[0,1).

8.2.3 Sobre la Condicién de Mangasarian-Fromo-
vitz

En lo que sigue damos respuesta a la pregunta (iii) planteada en la
Seccion 8.1. Para ello utilizamos la inmersion ]32(75). Asumimos que se
satizfacen las hipétesis (B1) y (B2) obteniendo a partir de lo analiza-
do en la seccién anterior que M(t) es no vacio y estd contenido en un
compacto fijo para todo ¢t € [0, 1]. Por tltimo, asumiremos también la
siguiente hipdtesis:

(B3) MFCQ se satisface en todos los puntos de My(t) y Vi € [0, 1].

Con las hipdtesis anteriores estamos en condiciones de hacer las
siguientes conclusiones concernientes a la existencia de caminos de pun-
tos estacionarios. Al igual que en la anterior seccion nos referiremos
mediante XA]Astat al conjunto de puntos estacionarios de alguno de los

problemas P;(t) o ]52(75).

Teorema 8.22

Sean f,hi,g; € C}(IR",R), i €1, j € J y sea (z°,0° w?) el punto de
partida de Py(0) descrito en el Teorema 8.18. Asumase (B1) ,(B2) y
(B3).

(i) Sea ]32(75) KH-regular respecto a (0,1). Entonces existe un PC'-
camino en Ygailp1) que conecta al punto (z°,0° w°, 0) con un
punto (Z,0,w, 1), donde & es un punto estacionario de (P).
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(ii) Sea ]52(75) JJT-regular respecto a (0,1). Entonces existe un PC*-
camino en ﬁ]stat que conecta al punto (xo,vo,'wo,()) con un punto
(Z,0,w,1), donde & es un punto estacionario de (P). Ademds,
cuando n > 1 se cumple que

3
Estat|[0,1] = U E;tat“oyl]

=1

(En el caso n =1 pueden aparecer también puntos de tipo 5).

Demostracion:

Los caminos se obtienen aplicando el Teorema 7.2 y teniendo en cuenta
la informacion que poseemos, bajo ambas condiciones de regularidad,
tanto sobre P,(0) (Ver Teorema 8.18) como sobre P,(t),1 € (0,1) (Ver
Teorema 8.20).

La relacién (afirmada en (7)) entre la posibilidad de aparicién de
puntos de tipo 5 y la dimension de la variable = se basa en la relacion
entre el numero de variables y el nimero de restricciones activas de el
problema ]32(75). Recuerdese que en un punto de tipo 5 el nimero de
restricciones activas (contando también las de igualdad) debe ser igual
al nimero de variables (sin contar el pardametro t) mas uno (Ver en
capitulo 6 la definicién de punto de tipo 5).

_ Por dltimo la imposibilidad de la aparicion de puntos de tipo 4 sobre
Estat|[0,1] es una consecuencia trivial de que los puntos de tipo 4 no son
puntos estacionarios (Ver también Capitulo 6).0

Notemos que (B3) es una condicién sobre todos los puntos de los
conjuntos factibles lwg(t). Esta condicion puede debilitarse exigiéndose
regularidad de Mangasarian-Fromovitz sélo en los puntos necesarios.
En lo adelante presentaremos el mencionado refinamiento y con vistas
a no recargar las férmulas denotemos con la variable y a las variables
(z,v,w). A

Sea y° = (2% 0% w") el punto de partida de P5(0) considerado
en el Teorema 8.18. Por otra parte sea cl (K(y° 0)|jo,q1]) la clausura
de la componente conexa de i]stat|[0,1] que contiene al punto (yo,0).

cl (K(y°,0)lj0,17) esté definida univocamente y podemos afirmar ademas

que es la tinica componente conexa de Ya¢|[0,1] que interseca el hiper-

plano {t = 0}, debido a que y° es el tinico punto estacionario de ]32(0).
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Introduzcamos ahora la condicién que debilita a (B3).

(B4) MFCQ se satisface en y € My(t), Y(y,t) € cl (K(3°,0)|0.17)-

Teorema 8.23

Sean f,h;,g; € C3(IR",R), i € I, j € J y sea (z°,v°,w?) el punto
de partida de P5(0) descrito en el Teorema 8.18. Asimase (B1) y
(B2) y, sea Py(t) JIT-regular respecto a [0,1]. Entonces se satisface
la condicién (B4) si y solo si existe un PC*-camino en 2stat|[0,l] que
conecta al punto (z°,v° w® 0) con un punto (Z,0,w,1), donde & es un
punto estacionario de P. En dicho caso, y cuando n > 1, se tiene que

3
cl (K(y070)|[0,l]) C U E;tat|[071]

=1

para n = 1 pueden aparecer también puntos de tipo 5.

Demostracion:

Para probar la equivalencia se utiliza de nuevo el Teorema 7.2. En
cuanto a los tipos de singularidades baste senalar que un punto (y,1)
de Tipo 4 pertenece a cl (K(y°,0)|jq1) si y solo si MFCQ no se satizface
en y € My(t) ( Ver la Proposicién 6.7). Por ende la condicién (B4)
elimina la existencia de puntos de Tipo 4 sobre cl (K(y°,0)j0,1)-

Por dltimo al igual que en el Teorema 8.22 la posibilidad de la
aparicion de puntos de tipo 5 depende de la relacién entre el nimero
de variables y el nimero de restricciones de Pg(t) (por ello la relacién
con la dimensién de z). O

Las hipotesis (B3) y (B4) estan formuladas en terminos de la in-
mersién escogida ]32(75). Teniendo en cuenta ello nos damos a la tarea de
buscar condiciones que se formulen en términos del problema original.
Notemos también que la condiciéon (B4) posee un caracter puramente
formal. Por esta razén buscaremos una hipotesis sobre el problema
original (P) que se relacione con la condicién (B3).

Consideremos la llamada Condicién Ampliada de Mangasarian-Fro-

movitz (brevemente EnMFCQ) introducida en [47] (Ver también [144]).

Asumamos (B1) y fijemos z°.
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Definicién 8.24
La condicion EnMFCQ) se satisface en M si existe p > 0 tal que M C
E(fﬂoap) y para cada x € E(:co,p) se tiene:

EnMFCQ1 D, hi(z), i € I, son linealmente independientes

EnMFCQ2 FEziste un vector £ € IR™ con las siguientes propiedades

g9i(x) + Dg;(z)§ > 0,Vj€ Jcon gj(x) <0, (8.37)
20z —2NT¢ > 0,5 |z =2 =p (8.38)

Notamos que la condicion EnMFCQ no se satisface para el problema
considerado en el Ejemplo 8.19.

La relacion entre EnMFCQ y las hipotesis mencionadas se establece
en el siguiente

Teorema 8.25
Sean f,h;,g; € CY(IR",R), i € I, j € J. Asimase que se satisfacen
(B1), (B2) y EnMFCQ, y que los valores p envueltos en EnMFCQ y

(B2) coinciden. FEntonces tenemos:

(i) Para todo t € [0,1] vale que M2(t> es no vacio y estda contenido
en un compacto fijo.

(i1) Siwi <wi Vi€ Jylw —uw’||?* <q entonces se cumple (B3).

Demostracion:

La implicacién (i) no es otra cosa que lo explicado al principio de el
epigrafe anterior (Ver Proposicién 8.17).
Para probar la implicacién (7i) tomemos las siguientes notaciones:

y = (z,v,w)
hi(y,t) = thi(z)+ (1 —t)(v;—v°), i€l
gy, 1) = tgi(@)+ (1 —t)(w; —wj), jeJ
gsnr(y, 1) = p—lle —2°?
9s+2(yst) = q =l =0°|* = Jlw —w°|?
J = JU{s+1,s+2}
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Mediante la cual podemos reescribir a Mg(t) como
My(t) = {y € R |hi(y, 1) = 0,0 € 1,4,(y,1) > 0,5 € J}

Debemos probar que Vt € [0,1] y para todo y € M;(t) se tienen las
dos condiciones siguientes:

MFCQ1 Los vectores Dyizi(y, t), ¢ € I son linealmente independien-
tes.

MFCQ2 Existe un vector n € IR"t™** tal que:

Dyhi(y,tiy = 0, i€l (8.39)
Dyg;(y,thy > 0, j € Joly,t) (8.40)

La condicion MFCQ1 se desprende, para t € [0,1), de la estruc-
tura de iLi(y,t). Para t = 1 se obtiene directamente de la condicion
EnMFCQ1.

Para probar la condicién MFCQ2 diferenciaremos los casos en que
t=0yenquete(0,1].

Comprobemos que cuando i € M;(0) el vector

1
ni= ( _(‘i - wO) ) 07 (§(w1 + wO) - LZ’) )T
satizface la condicion MFCQ2.
La igualdades (8.39) se obtienen con una simple sustitucion. Por

otra parte si j € Jo(y,0) \ {s + 1,5 4 2} se obtiene que w; = wj. Un
calculo sencillo muestra que

. 1 B 1
Dygj('y,o)fl = (5(’%1' + ‘w?) - ’wj) = 5(“’? - ’wjl'>

y de las hipdtesis de la implicacién (ii) se obtiene que D,g;(y,0)n > 0.
Sis+ 1€ Jo(y,0), entonces ||z — 2°||* = p > 0 y por tanto

Dygsia(y,0)n = —2(z — 2°)"(—(z — 2°)) = 2p > 0
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Sis+2¢ jo(;lj,()), entonces || — w?||* = ¢ > 0 y tenemos

Dygsy2(y,0)n = _2('w_'w0)T(

= —( — u®)T((w =) + (w° — 1)
= —(w—u®)T(w' —w) +q
1 o
= S(g+llwt = o] = ' = w’)?) + g
1 _
= S0 |lwt = e + et — )

Lo cual implicarecordando que |[w!' —w?||? < ¢ la desigualdad necesaria,

a saber:
Dygsy2(7,0)n >0

En el otro caso sea y € Mg(t_) con t € (0,1]. Sea ¢ € IR™ un vector
que satizfaga la condicion EnMFCQ2. Fijemos un nimero positivo
~ > 1 tal que:

’}/g]‘(f) + Dg](f)f > O,V_] c Jres (841)

donde J?*** = {5 € J|g;(z) > 0}. Con ayuda de este nimero defi-
namos el siguiente vector de w” € IR®, cuya componente j-ésima tiene
el siguiente valor

o @i, st g e T\ (700 Jo(7, 1))
a —~(w, —wl-), si j € JP° N Jo(y,1)

J

=]

Comprobaremos a continuacién que el vector:

n=(&, —(v—2"), w")

satizface la condicion MFCQ2.
Utilizando la ecuacién (8.36) y hi(7,7) = 0 tenemos para todo i € I
que: )
Dyhi(§,t)n = {(Dhi(z)¢ + hi(z)) = 0
Sea j € jo(gj,f) N JP°*. Teniendo en cuenta que j € jo(g,{) y la
expresién (8.41) se sigue:

Dyg;(y,t)n = H(Dg;(z)€ 4 vg(z)) > 0
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Sijg € Jo(y,t_) N (J\ J?P°*) se obtiene utilizando que j € Jo( 1) v la
férmula (8.37) que vale:

Dygi(y,t)n = H(Dg;(z)€ 4 g;(z)) > 0

Por otra parte cuando s + 1 € Jo(g,{) tenemos que ||z —
Teniendo en cuenta la desigualdad (8.38) se concluye:

oI = p.
ygs+1( {)77 = - ("C_:U )Tf >0

Finalmente supongamos que s + 2 € Jo( ,1) ello significa primera-
mente que:
15 = °lI* + @ — | = ¢ (8.42)

Por otra parte, luego de un pequeno calculo obtenemos que:
Dygss2(5, 0 = 2[o = 0°|* + 2(@ — w®) (@ — w')

F20-1) X (=) —ul)

j€JPosny(5,0)

Si ] € Jpos N Jo( ,1) entonces (w0; — w! ) < 0. Teniendo en cuenta
que w < w tenemos que (0; — w? ) es tamblen estrictamente negativo.
Del anterlor analisis y de que v > 1 se sigue

(v=1) > (@ —wd) (@ —w}) =0

j€TPosndy(3,f)

Podemos entonces continuar concluyendo que
D, usald D 2 25 = | + 2 — )i — w')
Sustituyendo la identidad
2 — )~ w') = 0 — w7+ o~ w7 10"~ O]
y la igualdad (8.42) se sigue
Dygssa(5, 00 = [0 = 01 + [|© — w'||* + ¢ — [|@0" — w°||?
Por 1iltimo, recordando que || — w'||* < ¢, obtenemos que:

Dydosa(§, D > o = o+ o = w2 0
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Con lo cual concluye la demostracion. O

Consideremos los siguientes ejemplos para ilustrar lo senalado res-
pecto a la condicion EnMFCQ. En el primer Ejemplo 8.26 utilizaremos
la adaptacion correspondiente de la parametrizacion P (t). Por su parte
en el segundo Ejemplo 8.27 utilizaremos una adaptacién adecuada de
la parametrizacion ]52(75).

Ejemplo 8.26
min { f(z)|g(z) < 0}
donde

fla) = (z+2)°
g(z) = 0.12° —0.32° — 0.252* + 2® — 22 + 4

Utilizamos la inmersion

A tole) + (1 = thw <0,
Pi(t) ming f(z) +w?| ||=]]* < 100,
||w||* < 100

donde (z°,w") = (=2,0) es el punto de partida de P(0).

Noétese que la funcién de la restriccién g(x) es cuasiconvexa (Ver
Figura 8.13).

Como hemos mencionado, en este ejemplo se satistace la condicion
EnMFCQ y tenemos por tanto un camino en Y. que conecta al punto
de partida con la solucién para t = 1, (Z,w) ~ (2.3455943,0). Dicho
camino consta sélo de puntos de Tipo 1 y de Tipo 3.

En este caso se tiene éxito utilizando el algoritmo PATH TII. Por
otra parte las restricciones de compactificacion nunca devienen activas.
Las figuras 8.14 y 8.15 muestran las proyecciones sobre (z,t) y (w,1)
respectivamente de los puntos de dicho camino.

Los puntos de retorno de tipo 3 han sido senalados en tales figuras
y sus valores aproximados estan dados en la Tabla 8.16.

Hacemos notar que el método de penalizacién clasico (para t cre-
ciente) no funciona en el caso anterior. Esto ilustra lo comentado en la

Observacién 8.8 (ii).
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9
st
7h
6F
5F
4t
3t
2}
1t
0
_1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2 3
Figura 8.13: g(z) es cuasiconvexa.
wal.pf file: wal_x.ps
o type 2
A type3
o typed
] type5
20
10
0 10
-10
jumps:
stat. points:
20 g.c.--points:

Figura 8.14: Proyeccién sobre (z,t) de Yetat
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wal.pf file: wal_w.ps

type2
type 3
type4
type5

oe@op>o

stat. points:

g.c.--points:

Figura 8.15: Proyeccién sobre (w,t) de Metat

Ejemplo 8.27
min { f(z)[g(z) < 0}
donde

f(z) = 0.02650735092% — 0.211505207z" 4 0.257538482°
+1.345796422° — 2.34222067* — 2.650296352"
+3.45664738z% 4 0.91447716x + 5

g(z) = 10(x —2.5)* =5

Utilizamos la siguiente adaptacion de Pg(t) a problemas con desigual-
dades expresadas con signos de menor e igual.

Py(t)  min{foz,v,w,t)|(z,v,w) € My(t)}, t €[0,1]

donde fy(x,v,w,t) es la funcion objetivo utilizada para definir la in-
mersion Py(t) en las expresiones (8.35) y My(t) se adapta de la sigu-
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Punto | t T w
z1 582548 | -.994292 | -7.18595
22 317398 | -.271521 | -2.10272
23 B37852 | 1.105925 | -2.85626
z/ 503248 | 1.631522 | -1.74906

Tabla 8.16: Puntos de Tipo 3 del Ejemplo 8.26

9(x)
N\ /

AN JANRS

N 7 f(z)

[ S U R N S e B U R GV R

1.5 2 2.5 3 3.5

Figura 8.17: Funciones que definen al Ejemplo 8.27.

iente forma:

le = 2°|* —p <0,

. tg(z) + (1 —t)(w —w') <0,
My(t) := { (z,v,w) € R
lw —w°l|? =g <0

En este ejemplo definimos los parametros como: A =1,, C = 1I,,
p=25¢g=136,2°= -2, w’ =1 yw' =0. De acuerdo a la anterior
definicién el punto de partida para P(0) es (2° w?) = (=2,1)

La siguiente Figura 8.17 muestra a las funciones f y ¢ de este Ejem-
plo 8.27.

En este ejemplo también se satizface la condicion EnMFCQ. Las
figuras 8.18 y 8.19 representan la curva de puntos estacionarios de el



246 Otras inmersiones no lineales

no file: nolvl.ps

o type 2
A type 3
o type 4

20 ° type5

10

-1.0 0f 10

1.0
jumps:
stat. points:

20 g.c.--points:

C——
edpeverson 13 by At 05914

Figura 8.18: Proyeccion sobre (z,t) de Morar en el Ejemplo 8.27.

Ejemplo 8.27. Nétese que el método de penalidad original (solo valores
crecientes de ) es exitoso.

Hemos visto en resumen que en el Ejemplo 8.19 no se satizface la
condicién EnMFCQ y que en los ejemplos anteriores 8.26 y 8.27, en
el cual las restricciones son cuasiconvexa y convexa respectivamente
, s1 se satizface. Senalamos por ultimo que la condicion EnMFCQ
solo concierne a las funciones restricciones, dejando entera libertad a la
funcion objetivo.

8.3 Otras inmersiones en la optimizacion
no lineal

En la seccién anterior hemos estudiado a profundidad inmersiones re-
presentativas de los métodos de penalidad. En esta seccién abordare-
mos de forma mucho mas ligera pero con el mismo enfoque paramétrico
otros tres métodos establecidos dentro de la optimizacion no lineal. Pre-
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no file: nov2.ps

type 2
type 3
type 4
type5

ogop>o

o

stat. points:

g.c.--points:

edpeveson 13 by At 05919

Figura 8.19: Proyeccién sobre (w,t) de Mo en el Ejemplo 8.27.

sentaremos en tres pequenos epigrafes un resumen sobre los resultados
obtenidos para los métodos de penalizacién exacta (Ver [23], [62] y [63]),
para el método de los multiplicadores de Lagrange (Ver [24], [62] y [63])
y para la inmersién standard (Ver [34], y [63]). Al lector interesado en
profundizar acerca de estos temas y sobre su relacién con el enfoque
paramétrico le recomendamos consultar la literatura indicada.

8.3.1 EIl método de penalizacion exacta

Para facilitar la exposicién consideremos en este epigrafe conjuntos
factibles expresados solamente a través de desigualdades. En otras
palabras tomemos como punto de partida el problema:

(P) min {f(z) | gj(z) 20,5 € J}

Comenzemos por definir una inmersiéon representativa de los métodos
de penalidad exacta. Para ello fijemos un nimero positivo 4% > 0 y un
vector o € IR® que tenga todas sus componentes estrictamente negati-
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vas. Siguiendo [144] definimos la siguiente funcién de x:

u(z) = - [Dg(2)DTg(x) + ¥*G(2)TG(2)] " Dg()DT f(a)

donde hemos tomado por notacién a g(x) como la funcién vectorial
(g1(x),...,9s5(x)), a Dg(z) como su jacobiana y a G(z) como la matriz
diag(g;(z)). Interpretaremos la siguiente inmersiéon como reprentativa
del método de penalizacién exacta (Ver [144]).

Pg(t) min {Fg(z,t) |z € R", gj(z) > aj,5 € J}t €]0,1]

donde por definicion

— xr) — \r)g;\T ! (gj(:g))Z
Fp(t) = f(z) Z(“J( Jgi(x) + (1 —1)2 (ij—gj(x)))

oL [0 + () 5 0 — g
(1—1)? jed (aj —gi(z))

Con vistas a poder estudiar esta inmersién con nuestros conocimien-
tos sobre problemas uniparamétricos trabajamos con la siguiente mo-

dificacién (Ver [23], [63], [62]):
Pp(t) min {Fg(z,w,t) | (z,w) € Mg(t)}, t € [0,1]
donde

P, w,1) = t(2) — (w — u°)T [diag(a; — g;(2))]” Blw — u?)
= (=) pi(e)(w; — wd) + (1 = t)(z — 2°)TA(z — )
JjeJ

y
_ tgi(z) = (1 = t)(w; —w;) 2 0,j € J,
Mg(t) = (z,w) € R* x R°| p— ||z — 2°||* > 0,

0= v~ w20
En esta inmersién tenemos como pardmetros a: 4% >0, a; < 0,5 € J ,
w®, w' € R° y p,q € IR.
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Analogamente a como ocurre con las inmersiones de penalidad nece-
sitamos establecer hipotesis sobre el conjunto factible del problema
original (hipétesis (B1)) y sobre los pardmetros de nuestra inmersién
(hipétesis (B2)) con vistas a que el conjunto factible Mg(t) tenga bue-
nas propiedades. Las correspondientes hipotesis para la inmersién JBE(t)
(que denotaremos como (Blg) y (B2g)) pueden sospecharse con fa-
cilidad a partir de (B1) y (B2) por lo que no consideramos necesario
entrar en su definicién explicita (Ver [23]). Sefialemos solamente que
en (B2g) debe sustituirse correspondientemente la desigualdad

S

> (min{(w; —w}),0})* < ¢

i=1

Con lo anunciado hasta ahora basta para enunciar un teorema analo-
go al Teorema 8.18. Con dicho resultado se comprueba para esta para-
metrizacién la validéz de las condiciones (A1), (A2) y (A3) enunciadas
al inicio del capitulo.

Teorema 8.28
Suponganmos que se cumplen (B1g) y (B2g). El problema Pg(t) posee
entonces las caracteristicas siguientes:

(i) Sean w° w' € IR® con w; > w?, j € J, 2° € R", a € IR°
con a; < g;(z%), j € J. Ademds escojamos las matrices A y B
definidas positivas de modo tal que la Hesstana DQFE(xO,'wO,O)
sea definida positiva. Entonces el punto (z°,w®) es un minimo
global y el inico punto estacionario del problema IBE(()) Ademds,

(2%, w®) es un punto critico no degenerado.

(it) El conjunto de minimos globales del problema IBE(t) €s no vacio
para todo t € [0, 1].

(iii) Pg(1) es equivalente a (P) en el sentido siguiente:
(a) Cuando (z,w) es un punto estacionario del problema Pg(1)

entonces x es un punto estacionario del problema (P).

(b) Cuando x es un punto estacionario de (P) entonces existe
un vector w € IR® tal que (x,w) es un punto estacionario de

Pu(1).
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Respecto a la existencia da curvas de puntos estacionarios que co-
necten a el valor t = 0 con £ = 1 tenemos el siguiente resultado que es
analogo al Teorema 8.22 pero que contiene algo mas de informacion.

Teorema 8.29

Sean las funciones f,g; € C*(IR",IR), j € J y supongamos que se
cumplen las hipdtesis (Blg), (B2g) y EnMFCQ. Sean w°, w' y a €
IR tales que wi > w9, a; < min{0,g;(z°)} j € J y ||w' —u’|> < q.

(i) Escéjase las matrices A y B definidas positivas, de modo tal que
la Hesstana DQFE(;UO,'wO,O) sea positiva definida. Sea el prob-
lema Pg(T) JJT-regular sobre el intervalo (0,1].Entonces existe
un PC?-camino en Sqat que conecta al punto (2°,w°,0) con algin
punto (&,w,1), donde & es un punto estacionario del problema
(P). Ademas se tiene que

3 ~
v
stat| 0 1 U Estat

paran > 1 (en el caso n = 1 puede aparecer algin punto de Tipo

5).
(ii) Sea el problema ﬁE(t), tomando A = I™ y B = I*, KH-reqular

respecto al intervalo [0,1]. Entonces existe un PC'-camino en
Yetat que conecta al punto (z° w® 0) con algin punto (&,w,1),
donde & es un punto estacionario del problema (P).

En este teorema con vistas a no caer en reformulaciones innecesarias
utilizamos a ism para referirnos al conjunto de puntos estacionarios
de ﬁE(t)

En la demostracion de este teorema debe probarse que bajo las
hipétesis impuestas la condicion EnMFCQ implique la satizfaccion de
MFCQ en todos los puntos (z,w) € Mg(t) y para todo ¢t € [0,1). Ello
significa que se debe enunciar y probar un resultado analogo al Teorema
8.25.

Al igual que en los métodos de penalidad puede encontrarse una
condicién necesaria y suficiente para la existencia de una curva de pun-
tos estacionarios que conecte a t = 0 con t = 1. Tal condicién se basa
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de nuevo en exigir MFCQ sobre un subconjunto adecuado de ME(t)
Dicha condicién se define analogamente a (B4) y la denotaremos por
(B4g), de modo que puede enunciarse el siguiente teorema anélogo al
Teorema 8.23.

Teorema 8.30

Sean las funciones f,g; € C*(IR",IR), j € J y supongamos (Blg),
(B2g). Sean ademas w®, w' y a € IR® seleccionados de forma tal
que wi > wf, a; < min{0,g;(z°)} j € J y |lw' —w°||* < q. Entonces
existe un PC2-camino en Sy que conecta al punto (2%, w°,0) con algin
punto (Z,,1), donde & es un punto estacionario del problema (P), si
y solo si se satisface la condicion (B4g).

Observacién 8.31

En las inmersiones de penalizacion y de penalizacion exacta se han
podido obtener condiciones para la existencia de una curva que “conecte
los valores t = 0 con t = 17. Dichas condiciones son similares para
ambas inmersiones tanto en el caso de condiciones suficientes como en
el de condiciones equivalentes. En ello juega un rol decisivo el hecho
de que hemos utilizado en ambos casos la misma idea de modificar las
inmersiones originales de modo que el conjunto de puntos estacionarios
parat =0 quede reducido a un punto.

Por iltimo debemos mencionar que para la inmersion ﬁE(t) puede
enunciarse y probarse resultados analogos a los de la Observacion 8.21.
(Ver [23]).

Con vistas a ilustrar lo mencionado sobre el método de penalizacion
exacta consideremos el siguiente Fjemplo 8.32.

Ejemplo 8.32
min {f(z)|g(x) < 0}
con las mismas funciones f y g del Fjemplo 8.27. FEn este ejemplo

trabajaremos con la formulacion de IBE(t) correspondiente para proble-
mas con desiqualdades expresadas con signos de menor e igual. De

hecho:

Pp(t) min {Fg(z,w,1) | (z,w) € Mg(t)}, t € [0,1]



252 Otras inmersiones no lineales

donde FE(x,'w,t) se redefine como

Fioe,w,1) = tf(2) + (w = w®) (@ = g(a) " Blw - u’)
+ (1= Ou(e)w— ) + (1= t)(e - )T Al - 2°)

Y 1\7;;(75) se toma como

B tg(z) = (I —t)(w —w') <0,
Mg(t) =S (z,w) € R*| ||z —2°||*> = p <0,
|w —w’|]? =g <0

Tomemos los parametros como: A =1, B =1, a = 200, p = 25,
36, 2% = =2, w’ =1 y w' = 0. El punto de partida para P(0) es

0w = (~2,1)

La curva de puntos estacionarios del anterior ejemplo se pueden
observar en las figuras 8.20 y 8.21. Destacamos que el método de pe-
nalidad exacta original resulta existoso en este ejemplo, pues sélo es

q
(z

necesario realizar la continuacion para valores crecientes de ¢.

8.3.2 Método de los multiplicadores

Para referirnos al método de los multiplicadores regeresemos a nuestro
problema original definido por igualdades y desigualdades.

(P) min {f(z)| hi(z)=0,7 € I,9;(x) > 0,5 € J} (8.43)

Consideraremos la inmersién siguiente como representante tipica de
un método de multiplicadores de Lagrange.

Pp(t) min {Fr(z,\ p,t)|e € R, pu; > 0,7 € J}
donde

FL(xa)‘Huat) = f(l')_E/\ihi('rat)_zﬂjgj(‘%w

€] JjeJ

+(r5) lmw b3 (min{as (1), 0}

€] =
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gu 6‘7 file: gux.ps
o type 2
A type3
20 o type4
- o type5
10
10 10

stat. points:

g.c.--points:

edpeveson 13 by At 05919

Figura 8.20: Proyeccién de ismt|[0,1] sobre (z,t) en el Ejemplo 8.32.

gu 6‘7 file: guw.ps

00 o type 2
. A type 3

80 o type 4

P o type5
10 -00 10

-1.0

-20

-30

-40

-5.0

6.0 jumps:

70 stat. points:

80 g.c.--points:

90 oy T

Figura 8.21: Proyeccién de Sstat|[0,1] sobre (w,t) en el Ejemplo 8.32.
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hi(z,t) = hi(z)+ (t = 1)hi(2), i €T
gi(e,t) = gi(x) = (t—=1)|g;(z") |, 5 € J.

La construccién de esta inmersion ha sido motivada por el La-
grangiano ampliado introducido por D.P.Bertsekas, p.e. en [10], [11]
y [12]. La tnica diferencia reside en la eleccién de las funciones h;(z,1),
iel, gi(z,t),5€J.

La introduccién de funciones h;(x,t), ¢ € Iy g;(z,t), 7 € J de
clase C? y tales que h;(z,1) = h(z),i € Iy gj(z,1) = g;(x), j € J
(Propiedades faciles de comprobar en las funciones definidas por (8.44))

(8.44)

resulta necesaria en el sentido siguiente. Si tomasemos sencillamente
hi(z,t) = h(z), 1€ Iy g;(z,t) = g;(x), 7 € J, se concluirfa a partir de
la definicién de punto estacionario aplicada al problema Pr(t) (teniendo
en cuenta las derivadas respecto a A\;, ¢ € I 'y uj, j € J) que h;i(z) =0,
i € 1yg;(x)>0,5 € J. Esto significaria no mas, que todos los puntos
de la forma (z,\, p,t), generados por la inmersiéon Pr(t) serian tales
que z es factible del problema original. Dicha propiedad de factibilidad
de las iteraciones no es propia del método de los multiplicadores, con
lo cual Pp(t) dejaria de ser un modelo para dicho método.

El método de multiplicadores de Lagrangre recorre una curva de
puntos que son a la vez minimos locales con respecto a © € IR" y
maximos locales con respecto a (A, p) € IR™ x IR° (resumidamente:
puntos min, — max, ,) del Lagrangiano ampliado definido por dado por

Uledt) = f() = X Ahi(e) = 3 g (o)

€] JjeJ

+ (ﬁy [Z<hz-(:v>)2 + 2_(min{g;(x),0})" .

€] JjeJ

Por lo tanto podemos considerar a la inmersién P (%) como un mo-
delo 1itil en el sentido de que los puntos min, — max, , de U(z, A, u, 1)
son puntos de ensilladura en el conjunto de puntos estacionarios de
Pr(t).

Teniendo en cuenta las dificultades que presenta la inmersién P ()
y nuestro interés en la satizfaccion de las condiciones basicas (Al),
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(A2) y (A3) proponemos la siguiente modificacion de Pr(t) (Ver [24]).
Tomemos para mayor comodidad la variable y = (z,v,w, A, y).

Pp(t)  min{Fg(y,t)|y € Mp(t)}, t € [0,1],

donde
Fi(y,t) = t[f(z) - X; Aihi(z,1) — z;]#jgj(lfat)]
+(1 =t)[(z — 2T A(z — 2°) — (A = A)TB(A = \?)
—(n = 1) C(p = p°)] + (v = ") D(v = %)
+(w — wO)TE('w —w?)
y

thz(:z:) + (1 — t)(’vz- — UZO) =0,1€1,
N tgi(z) + (1 = t)(w; —wj) >0, j € J,
IWL(t) =y € IR H2mt2s i >0, .7 € Ja

pP— H:E - $0H2 > 07
g—lly=y°I*=0

Notemos que en esta inmersion tenemos como parametros a las ma-
trices A, B, C, D y E , a los vectores z°, y° = (2% v°% w? A% 1% y
w' € RY v a los nimeros positivos p v ¢. Resultados andlogos a los
obtenidos en las anteriores inmersiones se obtienen para la inmersién
Pr(t) v los hemos resumido en el siguiente

Teorema 8.33
Sean los pardmetros A,B, C, D, E, y°, w', p y q escogidos de forma
tal que

o W' >uwl VyeJ

o ,u? >0,V5eJ

o las matrices A, B,C, D, E sean definidas positivas
o ot =0 < g

se cumple entonces que
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(i) El punto (z°v° w® A% u°) es un punto min,, ., —maxy, global
del problema Pr,(0). Ademads, (z°,v°, w®, A%, %) es un punto esta-
cionario no degenerado.

(ii) El conjunto de minimos globales del problema ﬁL(t) €s no vacio
para todo t € [0, 1].

(iii) Pr(1) es equivalente a (P) en el sentido siguiente:

(a) Si(z,v,w,\, 1) es un punto estacionario del problema Pr(1)
entonces x es un punto estacionario del problema (P).

(b) Si x es un punto estacionario de (P) entonces existen vec-
tores v,2w, A y p tales que (x,v,w, A\, ) es un punto esta-
cionario de Pr(1)

(iv) Supongase que se satisface la condicion EnMFCQ. Entonces se
satisface MFCQ para todo (xz,v,w, A\, p) € Mp(t) para cada t €
[0, 1].

Observacién 8.34

Del resultado (iv) en el Teorema 8.33 se sigue una condicion que implica
la hipétesis (v) requerida por el Teorema 7.2. Notemos sin embargo que
en la conclusion (1) del Teorema 8.33 no se menciona nada acerca de
la unicidad de y° como punto estacionario de JSL(O). Ello no es casual,
pues, de hecho, el problema f’L(O) puede poseer al menos dos puntos
estacionarios. FEllo tiene como consecuencia que el camino de puntos
estacionarios que comienza en y° podria ” retornar al valor t = 0 antes
de alcanzar el valor t = 1.

En el ejemplo siguiente se pone en evidencia tal tipo de compor-
tamiento en el cual la hipétesis (iv) del Teorema 7.2 no se satizface.

Ejemplo 8.35

min {f(z)|g(z) < 0}
tomando las mismas funciones f y g de los ejemplos 8.27 y 8.32. Aqui
utilizaremos por supuesto una variacion de JBL(t) adecuada para proble-
mas con desigualdades expresadas con signos de menor ¢ igual. Dicha
adaptacion es la siguiente:

Pr(t)  min{Fy(z,w, p,t)|(z, w, p) € M(t)}, t € [0,1],
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donde
Fr(,w,p,t) = t[f(z)+ pg(e, )] + (1 = t)[(z — 2°) TA(x — 2°)
—(p = )T O = p) + (w = ") E(w — )

tale) + (1 — 1) —w') <0,
AT L ) 3| M > 0)

Mp(t) =< (z,w,pu) € R e — 292 — p < 0,

ly —4°|I? —¢ <0

En este ejemplo fijamos los parametros con los valores: A = 1,
C=FE=1,p=254¢=36,2"=-2, w =1, w =2ypu’ =1. Fl
punto de partida para P(0) es (2% w® %) = (=2,1,1).

El punto (2° w®, %) es un punto de ming, ) —max, global de el
problema ]?’L(O). La curva que contiene a este punto, mostrada en las
figuras 8.22, 8.23 y 8.24, no alcanza el valor ¢ = 1 sino que retorna a el
punto (Z, @, 1) = (—2,1,0) que resulta ser un minimo local de IBL(O).

El Ejemplo 8.35 muetra el fenémeno senalado en la Observaciéon
8.34. Podemos afirmar segun lo visto que el método de los multipli-
cadores nos es necesariamente exitoso, aun bajo la satizfaccion de la
condicién EnMFCQ. En las figuras 8.22, 8.23 y 8.24 se aprecia que en
el Ejemplo 8.35 existe otra componente conexa de Sstat|[0,1] que con-
tiene al punto (&,w, ,0) = (=2,1,7,0), el cual es un punto de minimo
global de IBL(O). Esta segunda componente alcanza el valor ¢t = 1.

Un salto de la primera componente mencionada a esta segunda es
posible debido a que se sigue una curva de puntos estacionarios que
no son puntos de minimo local y en este caso existe siempre un salto
segun lo analizado en el Capitulo 7. Notemos que la aplicacién de un
método de continuacién sobre la componente que contiene al punto
(—=2,1,7,0) no tiene ya ninguna relacién con el metodo original de los
multiplicadores, en el cual se sigue una curva de puntos min(;,,) — max,
de ﬁL(t).

Consideremos un tultimo ejemplo de inmersion representativa de el
método de los multiplicadores.
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ga“e file: gax.ps
o type 2
A type 3
30 o type4
o type5
20
.0,
-1.0 10
1.0
-20
jumps:
stat. points:
80 g.c.--points:

edpsverson 13 by At 05195

Figura 8.22: Proyeccién de Ssm|[071] sobre (z,t) en el Ejemplo 8.35.

gaj I e file: gaw.ps

o type 2
A type 3

T o type4
o type5

-10 IV 10

jumps:
stat. points:

10 g.c.--points:

Figura 8.23: Proyeccién de f]smho,l] sobre (w,t) en el Ejemplo 8.35.
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gaJ le file: gamu.ps

2 bhes

80 o type4
o type5

70

6.0

5.0

40

30

C:\\:rc

10 -0.0 10

-1.0

-20

-30

40

-5.0

6.0 jumps:

70 ;a{ p;i ntrsr

80 g.c.--points:

-9.0

Figura 8.24: Proyeccién de ism|[071] sobre (u,t) en el Ejemplo 8.35.

Ejemplo 8.36
Consideremos el problema

min {f(z)|g(z) < 0}

con las funciones:

f(z) = 0.02650735092% — 0.2115052072" + +0.257538482°
+1.345796422° — 2.342220672* — —2.650296352°
+3.456647382% + 0.91447716z + 5

g(z) = 0.12° - 0.32° — 0.252* + 2° — 22 + 4.

Utilizemos para este problema la misma inmersion que en el Ejemplo
8.35 y los mismos valores de los pardmetros A, C, E, p, q, 20, w?, wly
1°. El punto de partida entonces para Pr(0) es (2% w?, p%) = (=2,1,1).

Las funciones que definen el Ejemplo 8.36 se encuentran graficadas
en la siguiente Figura 8.25.



260

Otras inmersiones no lineales

12

R |

\\//

Figura 8.25: Funciones que definen al Ejemplo 8.36.

no.d

file: no_x.ps

type2
type 3
type4
type5

oe@op> o

9|

stat. points:

g.c.--points:

Figura 8.26: Proyeccién de istat|[0,1] sobre (z,t) en el Ejemplo 8.36.
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no.d i 0 vips

o type 2
A type3

| R o typed

10 o type5

£

0 \L 10

-10

-20
jumps:

20 stat. points:
g.c.--points:

Figura 8.27: Proyeccién de ism|[071] sobre (w,t) en el Ejemplo 8.36.

no.d

file: no_mu.ps
o type 2
[ 10 | ao type3
o type4
] type5
30
20
jumps:
stat. points:
Lo g.c.--points:
—

Figura 8.28: Proyeccién de f]smho,l] sobre (u,t) en el Ejemplo 8.36.
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En este ejemplo se satizface la condicion EnMFCQ. Las figuras 8.26,
8.27 y 8.28 muestran las proyecciones de la curva istat|[0,1]-

Como puede observarse la curva de puntos estacionarios del Ejemplo
8.36 contiene dos puntos de tipo 2 y cuatro puntos de tipo 3. Esta curva
se extiende hasta alcanzar el valor ¢ = 1.

El anterior Ejemplo 8.36 ilustra que el método de los multiplicadores
puede también resultar exitoso. Debido a la presencia de cuatro puntos
de tipo 3 en dicho ejemplo es necesario cambiar la direccién respecto a
t de la continuacién (creciente-decreciente, etc.) para poder alcanzar el
valor t = 1. El caracter de los puntos estacionarios que se obtienen en
el proceso de continuacion varia al pasar cada uno de los mencionados
puntos de tipo 3. En particular, cuando se atraviesa el primer punto
de tipo 3 mediante una continuacion numérica de la curva de puntos
estacionarios, estamos utilizando una metodologia que difiere desde dos
puntos de vista de el método de los multiplicadores tal y como este se
plantea originalmente. Primeramente se realiza un céalculo en el cual
el valor de el parametro ¢ decrede, por otra parte debe notarse que se
continua una curva que contiene puntos estacionarios de JBL(t) que no
son puntos de min(g,,) — max,.

8.3.3 Inmersion standard

En las tres inmersiones estudiadas anteriormente a lo largo de este
capitulo trabajamos con parametrizaciones que agregan nuevas varia-
bles a las del problema original (P). Por el contrario, para la inmersién
standard es posible encontrar modificaciones adecuadas que permanez-
can en el espacio original IR"™ (Ver [34], [63]). Como inmersién standard
del problema (P) enunciado en (8.43) entendemos a la siguiente para-
metrizacion:

. hz(x) + (t — l)hz(xo) =02 €1,
riy min st | T Sy e
(8.45)
donde

filw,t) = tf(x) + (1 = t)|lz — 2°||*

9 es un vector arbitrario. Conviene observar que esta in-

Aqui z
mersion, a diferencia de las anteriormente tratadas, esta definida para



Aplicaciones de métodos de continuacion 263

t=1.

Roger Fandom ha estudiado en su tesis de diploma la inmersion
standard (8.45) dentro del marco de los conceptos arriba mencionados
y ha logrado obtener resultados muy interesantes. Referimos al lector
interesado a [34], [63]. Deseamos dejar constancia, sin embargo,de una
particularidad de la inmersién (8.45). Es facil comprobar que el con-
junto M;(t), t € [0, 1] puede volverse vacio cuando el conjunto de indices
I # (). Este hecho constituye, sin duda, una grave desventaja de tal
inmersion. A raiz de este hecho R.Fandom propone dos modificaciones
de Ps(t), las cuales evitan dicha desventaja. Para terminar, a modo de
ejemplo, nos limitaremos a mencionar una de tales modificaciones:

hi(z) + (t = Dhi(2°) <0, i € T

gilx) = (t—=1)]g;(2°) >0, 5€J
g = |jz]|* > 0,

Eielhi() (1—t)|22€1h( )|ZO

min ¢ fo(z,1)

8.4 Acerca del problema de optimizacion
global.

Nos referiremos brevemente en esta seccion a las consideraciones hechas
en la seccion 1.2.1 acerca de la resolucion del problema de optimizacién
global mediante el uso de métodos de continuacion. En dicha seccion
se introdujo el siguiente problema paramétrico:

Ptymin  {flz — 2% |gi(z,) 2 0,j = 1,2}, te[0,1]
donde
gi(z,t) = g(z)+(t = 1)g(2")
g2(w,t) = q— =]

Ha de recordarse que el problema consiste en hallar un punto 7 tal que
g(Zz) > 0. El punto 2° es factible para ¢t = 0, ademas de ello cumple
que g(z°) < 0 para que tenga sentido plantearse el anterior problema.

Supongamos que el anterior problema es JJT-regular y que, a traves
de un proceso de continuacién, partimos de z° (el minimo global para



264 Acerca del problema de optimizacion global

t = 0) y arribamos sobre un curva en X, a un punto de tipo 4 a
traves de valores creciente de el parametro t. A partir de los resultados
presentados en los capitulos 6 y 7 sabemos que existen 2 casos. Un caso
en que existe salto a otra componente conexa y otro en que no existe.
La diferenciaciéon se relaciona estrechamente con la desaparicién o no,
localmente, de el conjunto factible dependiente de el parametro.

Un punto de tipo 4 para el problema considerado P(t) es necesaria-
mente un punto en el cual g;(x,t) es activa, pues la segunda restriccién
posee siempre gradiente (respecto a z) distinto de cero en los puntos
donde es activa. De acuerdo al Resultado 7.7 tenemos que la existencia
o no de un salto puede determinarse calculando la expresién 8.

Sea (z,1) € ¥). N ¥j,e. Supongamos que Jo(z,7) = {1,2} y fijemos
(fi1, fi2) tales que g; > 0,5 =1,2y

ﬂlDﬂ?gl(‘f7{) + :L_LQDﬂ?g?(jvt_) =0
El valor ¢ se calcula entonces como:
6 = signo (fir Dyg1(,1) + 2 Diga(7,1))

lo cual resulta ( teniendo en cuenta que D;g>(Z,t) = 0) en:
6 = signo (i D.g1(%,1)) = signo (ﬂlg(xo)) =—1

pues, como se sefialo anteriormente, g(2°) < 0.
Producto de que ¢z2(x,t) no depende realmente de t y de que ¢1(z, 1)
siempre es activa en los puntos de E;cﬁ Yo puede implicarse facilmente

que é es independiente de Jo(z,t) y por ello no existen saltos cuando
el punto de E;C N Y. es alcanzado a traves de valores crecientes de .

A manera ilustrativa de lo anteriormente senalado consideremos el
caso en que n = 1, o sea g depende solo de una variable. Es facil
comprobar de las propiedades de los puntos de tipo 4 que si (Z,t) €
E;C N Yioe, s cumple que

‘]O(jvﬂ = {1}
dg ,_

—(z) = 0

- (%)

&g
dz?

() # 0
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Figura 8.29:

(Z es un minimo o un maximo local de ¢). La siguiente figura refleja

los casos posibles.

1 es un méaximo local de ¢ v % un minimo
1 2
local. Los puntos (z',1 — %) y (221 — zgiog) son de tipo 4. En

Como puede notarse x

1 . .
(x1,1 — %(%0%) no existe salto hacia otra componente conexa de ¥ ,; v
2 . . . . .
en (22, 1— %(z—o%) si existe. Esto se relaciona, como se menciono anterior-
1 .
mente, con el hecho de que (z',1— %(%%) se alcanza sobre Y;,. mediante

: 2 : .
valores crecientes de ¢ y (%1 — %(2—0%) mediante valores decrecientes.

Por ultimo nétese que en (22,1 — i(GEQ)) existe salto debido a que 6 = —1

(=°)

(no depende de (z,t)) y en el caso opuesto (valores crecientes de t) la
relaciéon planteada por el Resultado 7.7 se invierte.

Por ultimo proponemos al lector realizar un analisis andlogo al an-
terior para las parametrizaciones anteriormente introducidas en este

capitulo. Mediante el anterior ejercicio puede comprobarse que la aparicion

de puntos de tipo 4 sin posibilidades de saltos al utilizar algoritmos de
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continuacion con valores creciente del parametro es un fenémeno real-
mente presente en dichas parametrizaciones.
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