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1. Intuitive Berechenbarkeit — der Begriff des Algorithmus

Der naiv arbeitende Mathematiker stellt sich Funktionen, etwa von der Menge IV
der natiirlichen Zahlen in sich, gewthnlich als durch eine Berechnungsvorschrift
gegeben vor. Das Ziel dieses Kapitels ist es, zu zeigen, dafl sich einerseits der
intuitive Begriff der Berechenbarkeit von Funktionen mathematisch prézisieren
148t, andererseits nicht jede, insbesondere nicht jede aus Fragestellungen der Ma-
thematik oder Informatik heraus interessante, Funktion berechenbar ist.

Wir nennen eine k-stellige Funktion f : IN* — IN ! (intuitiv) berechenbar, wenn
es einen Algorithmus gibt, der, angesetzt auf beliebige Werte aq,...,ax € IN |
den Funktionswert f(a,...,ax) berechnet. Analog heifle eine k-stellige Relation
iiber IV , d.h. eine Teilmenge R von IN*, (intuitiv) entscheidbar, falls es einen
Algorithmus gibt, der, angesetzt auf ay, ..., a; € IN*, entscheidet, ob (ay, ..., ax)
zu R gehort. Dabei ist ein Algorithmus ein mechanisches Verfahren, das nach
endlich vielen festgelegten Regeln vorgeht. Es soll deterministisch sein, d.h. nach

Lf : D — W bedeutet, dal f Funktion von D nach W ist. Die Zuordnungsvorschrift
wird oft durch z +— f(r) angegeben. Fiir eine Menge A ist AF die Menge aller k-tupel
(a1,-..,ar) mit aq,...,ar € A.
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jedem Rechenschritt soll der néichste eindeutig festliegen und nicht dem Zufall
oder der Willkiir des Ausfiihrenden iiberlassen sein (sieche aber 10.4 fiir einen
liberalisierten Algorithmenbegriff). Ferner soll fiir beliebige Eingaben ay, ..., a
nach endlich vielen Schritten der Wert f(ay, ..., ax) berechnet bzw. die Frage “ist
(a1,...,ax) € R?” entschieden sein.

1.1 Beispiele (a) Die durch
(@y)—»zt+y, (y)—ay

gegebenen Funktionen von IN? nach IN sind berechenbar - die entsprechen-
den Algorithmen werden (etwa fiir in Dezimalschreibweise gegebene Zahlen) in
der Grundschule gelehrt; ebenso die partiellen (d.h. nicht iiberall definierten )
Funktionen mit

(z,y) —»x—y, (z,y) —x:y.

(b) Die Funktion, die jedem Zahlenpaar den grofiten gemeinsamen Teiler zuord-
net, wird durch den Euklidischen Algorithmus berechnet.

(c) Die Menge der Primzahlen (eine Teilmenge von IV) ist entscheidbar.

(d) Die (zweistellige) Kleiner-Relation auf IV

R={(z,y) e N?: 2 <y} 2
ist entscheidbar.

Auch auf anderen, ,effektiv gegebenen “Bereichen sind die Begriffe der Entscheid-
barkeit bzw. Berechenbarkeit sinnvoll. Ein effektiv gegebener Bereich ist dabei
eine abzéhlbare Menge, deren Elemente sich auf ,effektive“Weise, etwa durch
endliche Folgen von Symbolen iiber einem endlichen Alphabet, darstellen lassen
— siehe Abschnitt 4.

1.2 Beispiele (a) Die Menge Z der ganzen Zahlen ist ein effektiv gegebener
Bereich (z.B. lassen sich ganze Zahlen durch Paare, bestehend aus einem
Vorzeichen + oder —, und einer natiirlichen Zahl darstellen), und die vier
Grundrechenarten sind auf Z, soweit definiert, berechenbar. Das Gleiche gilt fiir
den (durch Vorzeichen und ein Paar von natiirlichen Zahlen) effektiv gegebenen
Bereich (@) der rationalen Zahlen.

(b) Fiir festes n € IN sind die Mengen Mat(n, n) aller rationalen n X n-Matrizen
und @" aller n-tupel iiber @ effektiv gegebene Bereiche; die Menge

M ={(A,b): A € Mat(n,n),b € @, das lineare Gleichungssystem
A -z = b hat genau eine Losung =}

2{r € M : E(z)} bezeichnet die Menge aller Elemente von M, die die Eigenschaft E(z)
besitzen.
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ist entscheidbar, und die Funktion, die jedem Paar (A,b) € M die Losung x zu-
ordnet, ist berechenbar - etwa nach dem Gaufischen Algorithmus.

(c) Die Menge FOR aller aussagenlogischen Formeln iiber einer abzdhlbaren
Menge von Aussagenvariablen ist ein efffektiv gegebener Bereich, und die Teil-
mengen VAL der allgemeingiiltigen bzw. SAT der erfiillbaren Formeln werden
durch das bekannte Wahrheitstafelverfahren entschieden.

Ein informales und auch recht unkonstruktives Argument zeigt, dafl nicht al-
le Funktionen, etwa von IV nach IN, berechenbar sein kénnen. Nach Cantors

Diagonalverfahren ist ndmlich die Menge K aller Funktionen von IN nach IV
tiberabzéhlbar: Wire K abzihlbar, etwa K = {f, : n € IN}, so wire die durch

d(n) = fu(n) +1

definierte Diagonalfunktion nicht in K, ein Widerspruch. Andererseits ist die
Menge aller Algorithmen und damit die Menge der berechenbaren Funktionen
abzéhlbar: Wir kénnen uns die Algorithmen als in deutscher Sprache mit endlich
vielen mathematischen Sonderzeichen geschrieben vorstellen; ein Algorithmus soll
eine endliche Folge von Anweisungen sein. Damit sind Algorithmen i.w. endliche
Symbolfolgen iiber einem endlichen Alphabet, und die Menge aller Algorithmen
ist abzdhlbar. - In Abschnitt 7 werden wir {ibrigens eine prizisierte und ins Kon-
struktive gewendete Fassung dieses Arguments benutzen.

Die Berechenbarkeit einer gegebenen Funktion f l&8t sich iiberzeugend durch
die Angabe eines Algorithmus zur Berechnung von f nachweisen. Aber wie zeigt
man Nicht-Berechenbarkeit? Hierzu ist offenbar eine mathematische Prézisierung
des Berechenbarkeitsbegriffs notwendig. Zunéchst macht man sich klar, dafl nur
der Begriff der berechenbaren Funktion prézisiert zu werden braucht, denn eine
k-stellige Relation R auf IV ist genau dann entscheidbar, wenn die durch

... 20) = 1 falls (z1...72) €R
XRr\T1-..-Tk) = 0 falls (z1...2%) € R

definierte charakteristische Funktion xx : IN¥* — IN von R berechenbar ist.

Bei dem heute jedermann selbstverstéindlichen Einsatz von Computern wéire ei-
ne naheliegende Definition der Berechenbarkeit: f heifit berechenbar, wenn sich
ein Algorithmus zur Berechnung von f in einer geniigend michtigen Program-
miersprache schreiben lif3t. Aber auch hier stellen sich die Fragen: In welcher
Sprache? Leisten alle Programmiersprachen das Gleiche, oder konnten noch zu
entwickelnde Sprachen moglicherweise mehr Funktionen berechnen als die heute
bekannten?

In Abschnitt 3 dieses Kapitels wird die Klasse der rekursiven Funktionen definiert;
Abschnitt 6 beantwortet unsere Frage in Form folgender Behauptung.

Churchsche These Die berechenbaren Funktionen sind genau die rekursiven.
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Nach der Klidrung des Berechenbarkeitsbegriffs (bzw. aufgrund der Churchschen
These) ist es dann moglich, auf prizise Art die Unentscheidbarkeit konkret gege-
bener Probleme zu zeigen. Wir tun das in Abschnitt 7 nur fiir ein einziges, fiir die
theoretischen Grundlagen der Informatik wichtiges Problem, das Halteproblem.
Jedoch haben sich zahlreiche weitere Probleme aus Mathematik und Informa-
tik als unentscheidbar erwiesen. Wir wollen hier ein beriihmtes mathematisches
Problem nennen, das sich ziemlich leicht formulieren 148t.

1.3 Beispiel (10. Hilbertsches Problem, 1900 von Hilbert ausgesprochen) Wir
bezeichnen mit Pol den (effektiv gegebenen) Bereich aller Polynome mit ganz-
zahligen Koeffizienten in endlich vielen Variablen, die etwa aus der abzihlba-
ren Menge 1,9, T3,... stammen mogen. Die Teilmenge L von Pol bestehe
aus denjenigen Polynomen, die eine ganzzahlige Nullstelle haben. Z. B. gehort
p(x1,29) = 22+ 22 —12zu L (x; = 1,29 = 0 ist eine ganzzahlige Nullstelle von
p), aber q(z1,y) = 2 + 2 + 1 nicht. Erst 1970 wurde von dem russischen Ma-
thematiker Yu. V. Matijasevi¢ (nach wesentlichen Vorarbeiten anderer) gezeigt,
dal L unentscheidbar ist.

In diesem Kapitel wird eine wesentliche Idealisierung gemacht: Wir versuchen
nur eine Antwort auf die Frage, welche Funktionen prinzipiell, insbesondere ohne
Beschréankung von Speicherplatz und Rechenzeit, berechenbar sind. In der Pra-
xis kann man die Frage nach den zur Berechnung einer Funktion notwendigen
Ressourcen natiirlich keineswegs vernachléssigen. In Abschnitt 10 gehen wir auf
diesen Aspekt kurz ein.

2. Registermaschinen

Wir fiithren in diesem Abschnitt Registermaschinen als ein Modell der Berechen-
barkeit ein sowie eine Sprache RM zur Programmierung von Registermaschinen.
Die Sprache RM kann als eine stark abgemagerte Version etwa von BASIC gelten,
und die Arbeitsweise einer Registermaschine als die eines sehr simplen Rechners,
der unter BASIC lauft. Obwohl die Sprache RM extrem schwach wirkt, wird sich
in den Abschnitten 5 und 6 herausstellen, da§ (unter Annahme der Churchschen
These) jede intuitiv berechenbare Funktion durch ein RM- Programm berechnet
werden kann.

Vereinbarungen IN = {0,1,2,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen; ins-
besondere ist 0 eine natiirliche Zahl. k-tupel (z;...xx) kiirzen wir, solange die
Léange k festliegt, mit x ab.

2.1 Aufbau einer Registermaschine FEine Registermaschine hat abzihl-
bar unendlich viele Speicherplitze und kann in jedem dieser Plitze eine (be-
liebig grofie) natiirliche Zahl speichern. Die Speicherpliitze sind, bis auf den Pro-
grammzdhlerplatz PZ, durch Variablen X, X5, X3,...... D O/ N/ S
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benannt. X, X9, X5,...... heiflen die Eingabevariablen, Y ist die Ausgabeva-
riable, Z1,Z5, Z3,...... sind die Hilfsvariablen. Ist zu einem Zeitpunkt ¢ die
natiirliche Zahl a im Speicherplatz V' gespeichert, so bezeichnen wir a als den
Wert von V' zum Zeitpunkt ¢. Der Programmzéhler speichert die Nummer der
jeweils auszufiihrenden Zeile des Programms.— Man sollte sich hier vergegenwirti-
gen, dafl die Annahme, unendlich viele Speicherplédtze zur Verfiigung zu haben
und in einem Speicherplatz beliebig grofle Zahlen speichern zu konnen, eine in
der Realitdt keineswegs erfiillte Idealisierung in sich birgt.

PZ
X | X Xo ...
Y
7 | 2] 7] ...

2.2 Programme in der Sprache RM Programme in der Sprache RM diirfen
folgende Symbole bzw. Worte benutzen:

1. Symbole fiir die in 2.1 genannten Variablen
X1, X0, X5, Y, 2,29, 23, ... ... ; zur Bezeichnung einer beliebigen
Variablen schreiben wir auch V, W, ...

2. sog. Marken Ay, Ag, As, ... zur Steuerung von Sprungbefehlen; fiir beliebige
Marken schreiben wir auch B,C, M ... und fiir eine Marke, die das Ende des
Programms signalisiert £

3. die Worte ,,if“, “goto”

4. die acht Sonderzeichen <+, +,—,0,1,#,[,].

Die Sprache RM hat die Befehle

V«V+1 (wobei V beliebige Variable sei)
VeV-1 (V beliebige Variable)
if V #0goto M (V Variable, M beliebige Marke) .

Eine Programmezeile ist ein Befehl oder ein Befehl, dem eine in Klammern gesetzte
Marke [M] vorangeht.
Ein Programm ist eine endliche geordnete Folge P = (z1, ..., z,) von Programm-
zeilen; die Zahl n ist die Ldnge von P. Wir stellen uns die Zeilen von P unterein-
andergeschrieben vor:

<1
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Die eben gegebene Definition von RM-Programmen ist unter dem Gesichts-
punkt einer méglichst einfachen Formulierung entworfen. Dafiir nimmt man einige



28 S. Koppelberg: Was kénnen Algorithmen?

scheinbare Ungereimtheiten in Kauf. Z. B. diirfen in einem Programm P mehrere
Zeilen mit derselben Marke beginnen; es diirfen Zeilen der Form “if V' # 0 goto
M?” vorkommen, auch wenn keine Zeile von P mit der Marke M beginnt; die
Lange n von P darf 0 sein - dann ist P das “leere” Programm.

2.3 Ausfithrung von Programmen Sei P = (zy,...,2,) ein RM-Programm
und (aq ...ay) ein k-tupel von natiirlichen Zahlen; wir erkldren, wie eine Berech-
nung gemifl P mit den Eingabewerten ay, ..., a; verlauft. Induktiv wird fiir jedes
t € IN der Inhalt aller Speicherplidtze zum Zeitpunkt ¢ definiert:

Zu Beginn der Rechnung, d.h. im Zeitpunkt ¢ = 0, gibt man den Eingabevariablen
Xi, ..., Xy die Werte ay, ..., ai, allen iibrigen Variablen (auch der Ausgabevaria-
blen Y) den Wert 0. Der Programmzéhler erhélt den Wert 1, da mit der ersten
Zeile des Programms begonnen werden soll.

Im Zeitpunkt ¢ habe der Programmzaihler den Wert 7, d.h. es soll die i-te Pro-
grammzeile z; ausgefithrt werden. Es sind mehrere Fille zu unterscheiden.

Fall 1. 1In z; steht ein Befehl der Form V' < V 4+ 1. Dann wird im Zeitpunkt ¢t +1
der Wert der Variablen V' um 1 erh6ht, und der neue Wert des Programmz&hlers
ist ¢ + 1. Die Werte der iibrigen Variablen bleiben unveréndert.

Fall 2. 1In z; steht ein Befehl der Form V < V — 1. Im Zeitpunkt ¢ + 1 wird
der Wert von V um 1 erniedrigt, falls er nicht Null war, sonst bleibt er Null. Der
neue Wert des Programmzéhlers ist wieder 2+ 1. Die Werte der iibrigen Variablen
bleiben unversndert.

Fall 3. 1In z; steht ein Befehl “if V' # 0 goto M”. Im Zeitpunkt ¢ + 1 bleiben die
Werte aller Variablen unveréndert. Der neue Wert des Programmzihlers ist :

1+ 1, falls V" den Wert 0 hat

das kleinste j zwischen 1 und n, fiir das die Zeile z; mit der Marke M
beginnt, falls solch ein j existiert und V' nicht den Wert 0 hat

n + 1, falls V' nicht den Wert 0 hat und keine Zeile z; mit der Marke M
beginnt.

Da die Programmzeile z,,; nicht existiert, bedeutet der letzte Fall ein “Her-
ausspringen” aus dem Programm. Die Berechnung ist dann beendet; der Wert
der Ausgabevariablen Y zu diesem Zeitpunkt ist das Ergebnis der Berechnung
(gemdf P mit den Eingabewerten aq, ..., ax).

2.4 Beispiel Das folgende Programm, das wir durch V < 0 abkiirzen wollen,
setzt den Wert der Variablen V' auf 0:
M] V«V-1
if V#0goto M.

2.5 Makros Bereits geschriebene Programme konnen als Unterprogramme,
sogenannte Makros, in komplexeren Programmen benutzt werden. Dabei sind
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einige Vorsichtsmafinahmen noétig, die wir nur andeuten. Z.B. kénnten ein Ma-
kro () und ein Programm P, in das man () einsetzen mdchte, einige Variablen
und Marken gemeinsam benutzen. Beim Einsetzen von () in P wird man dann
zweckméifBigerweise einige oder alle diese Variablen und Marken in () systema-
tisch umbenennen, so dafl ihre Bedeutungen innerhalb von () nicht mit denen
innerhalb von P kollidieren. Wir geben einige niitzliche Makros an, die ihrerseits
freiziigig von fritheren Gebrauch machen.

(a) goto M sei folgendes Makro, das die Hilfsvariable Z benutzt:

Z+—7Z+1
if Z#0 goto M.

(b) Das Makro V <— V + W ersetzt den Inhalt von V' durch die Summe der
Inhalte von V und W:

[A] if W #0 goto B

goto C

[B] W+«W-1
L+—Z+1
VV+1
goto A

[C] if Z #0 goto D
goto E

[D] Z+ 7Z-1
W+—W+1
goto C'.

Im Programmteil hinter der Marke B wird W zu V' addiert und gleichzeitig nach
Z kopiert; im Programmteil hinter D wird Z nach W zuriickkopiert. Der Effekt
dieser Mafinahme ist, dal nach Ausfiihrung des Programms W den urspriinglichen
Wert hat, der méglicherweise spéter noch benutzt wird.

() V « W ist ein Makro, das W nach V kopiert; der Wert von W bleibt

erhalten:
V+0

V«V+W.

(d) Y « X; + X addiert die Werte von X; und X, und speichert das Ergebnis
inY:

Y + X1

Y+«Y+X,.

2.6 Die von einem Programm berechnete Funktion; partielle Funktio-
nen Sei P = (z1,...,2,) ein RM-Programm und % eine natiirliche Zahl. Wir
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definieren die durch P berechnete Funktion @p aus IN* nach IV (die Stellenzahl
k beriicksichtigen wir in der Notation nicht) folgendermafien. Fiir @ = (a4, ..., ax)
sei, falls die Berechnung endet, ¢p(@) das Ergebnis der Berechnung gemifl P mit
dem Eingabetupel @, wie es in 2.3 definiert wurde, d.h. ¢p(a) ist der Wert der
Ausgabevariablen Y am Ende der Berechnung. Endet die Berechnung nicht, so
ist pp(@) undefiniert.

@p ist also moglicherweise nicht fiir alle Eingabetupel @ definiert. Wir bezeichnen
Funktionen f, die auf einer beliebigen Teilmenge von IN* definiert sind und nach
IN gehen, als partielle Funktionen aus IN* nach IV und schreiben

f:INF—~ IV,

Eine auf ganz IN* definierte Funktion bezeichnen wir als total.

Eine Funktion f : IN¥* < IN nennen wir RM-berechenbar, wenn es ein Programm
P gibt, so da3 f die von P berechnete k-stellige Funktion ¢p ist. Z.B. berechnet
das Programm

M] V+«V+1
if V#0gotoM

die “leere”, d.h. nirgends definierte einstellige Funktion. Beispiel (d) in 2.5 zeigt,
dafl die Additionsfunktion auf IN RM-berechenbar ist. Auch die Multiplikation
und die Potenzierung auf IV sind RM-berechenbar - die entsprechenden Program-
me sollte der Leser, nach dem Vorbild von 2.5(d), durch iterierte Anwendung der
Addition bzw. der Multiplikation selbst schreiben kénnen.

2.7 Weitere Makros fiir Funktionen und Pridikate (a) Ist f die durch
das Programm P berechnete k-stellige Funktion, so kénnen wir P als Makro auf-
fassen, das wir mit W <« f(Vy,..., V) bezeichnen.

(b) Die k-stelligen Relationen auf IV entsprechen eindeutig ihren charakteri-
stischen Funktionen, d.h. den Funktionen von IN* in die Menge {0,1}. Solche
Funktionen nennen wir auch Prddikate; ihre Werte 1 bzw. 0 identifizieren wir mit
den Wahrheitswerten wahr und falsch:

1= wabhr, 0 = falsch .

Fiir ein Priadikat p : IN* — {0,1} und @ = (a; ...a) € IN* schreiben wir auch
p(@) (“p trifft auf @ zu”) statt p(a) = 1. Wird p durch das Programm P berechnet,
so kénnen wir das Makro

Z +—p(Xy...Xy)
if Z#0 goto M

definieren; wir bezeichnen es mit if p (X;...Xy) goto M. Die Wirkung ist klar:
trifft p(@) zu, so ist der Funktionswert p(a) = 1 und es wird zur Marke M
gesprungen; andernfalls wird zur néchsten Programmzeile gegangen.

(c) Das Programm
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if X #0goto F
Y«<Y+1

berechnet die Funktion neg: IN — {0,1} mit neg(0) = 1 und neg(z) = 0 fiir
x # 0. Auf die Menge {0,1} der Wahrheitswerte eingeschriinkt, berechnet neg
den negierten Wahrheitswert.

(d) if V =0 goto M sei folgendes Makro, das einen Sprung zu M bewirkt, falls
V' den Wert Null hat:

Z + neg (V)
if Z#0goto M.

(e) Ausnutzung der bisher geschriebenen Makros zeigt, dafi Pridikate wie
p(x1,13) <= 11 < 13 3, q(x1,70) & T, = 39, 7(T) < =T, ist Primzahl
usw. RM-berechenbar sind.

Es ist jetzt eine FleiB-bzw. Ubungsaufgabe, weitere Funktionen und Pridikate
als RM-berechenbar nachzuweisen. Die Behauptung vom Anfang des Abschnitts,
jede intuitiv berechenbare Funkt sei RM-berechenbar, erhélt damit bereits einige
Plausibilitét.

3. Rekursive Funktionen

Wir definieren in diesem Abschnitt die Klasse der rekursiven Funktionen und
erhalten damit einen anderen, abstrakten Zugang zum Begriff der Berechenbar-
keit. Es ist leicht einzusehen, dafl jede rekursive Funktion intuitiv berechenbar,
genauer sogar RM-berechenbar ist (Satz 3.7). Die Umkehrung gilt ebenfalls, ist
aber schwieriger zu zeigen; ihr Beweis wird in Abschnitt 5 skizziert. Die Grun-
didee bei der Definition der rekursiven Funktionen ist, zuerst einige besonders
einfache berechenbare Ausgangsfunktionen zu wéhlen (3.1) und diese dann unter
Prozessen abzuschlieflen, die von berechenbaren Funktionen wieder zu berechen-
baren fiihren (3.2 bis 3.4). Es soll hier bereits betont werden, dafi die (in 3.5
endgiiltig definierten) rekursiven Funktionen i.a. nur partiell sind; dies ist wegen
der angestrebten Aquivalenz von Rekursivitit und RM- Berechenbarkeit auch
nicht anders zu erwarten.

3.1 Ausgangsfunktionen Wir bezeichnen die folgenden Funktionen als Aus-
gangsfunktionen:

1. n: IN — IN mit n(z) = 0 (die Nullfunktion)
2. s: IN — IN mit s(z) = z + 1 (die Nachfolgerfunktion)

3. (fir1<i<m) pr™:IN™— IN mit pr/"(z) = z; (die Projektion auf die
i-te Koordinate).

3A <= B bedeutet, da8 die Aussagen A und B #quivalent sind.
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Diese Funktionen sind jedenfalls RM-berechenbar: n wird durch das Programm
Y < 0 aus 2.4 berechnet, s durch das Programm

Y« X
Y«~Y+1

pr/™ durch das Makro Y < X; (siehe 2.5(c)).

Vereinbarung Wir werden es hiufig mit partiellen Funktionen zu tun haben.
Dabei ist folgende Schreibweise niitzlich. Sind #(Z) und ¢'(T) Terme fiir partielle
Funktionen, die von dem Argumentetupel T abhingen, so bedeute die Schreib-
weise t(T) ~ t'(7) : t(T) und ¢'(7) sind beide undefiniert oder beide definiert und
gleich. Ist ¢(7) aus Teiltermen zusammengesetzt, etwa t(Z) = f(t1(x), t2(Z), - . .),
so ist ¢(T) genau dann definiert, wenn y; = t,(T), y2 = t2(T), . . . alle definiert sind
und auch f(yi, Yo, . ..) definiert ist.

3.2 Einsetzung Seien f : IN¥ < IN und, fiir 1 <i <k, ¢; : IN® — IN gegebene
partielle Funktionen. Wir sagen, dafl die Funktion

(1) h:IN™— IN mit h(z) ~ f(g1(z) ... gr(2))

durch Einsetzung aus f und den g; entsteht.

Mit Hilfe der Projektionsfunktionen aus 3.1 kann man auch Einsetzungen, bei
denen die g; nicht alle dieselbe Stellenzahl haben oder die Variablen z; permutiert
sind, in der Normalform (1) schreiben. Sei z.B. fiir T = (zy, 29, z3) die Funktion
t(Z) definiert durch

t(T) = f(9(w2), w3, 21), k(21, 22, 23)) ;

eine Normalform fiir ¢ ist

HT) ~ f(g(pr3(@)), h(pri(T), pri(T)), k(T)).
3.3 Rekursion Seien f : IN* < IN und g¢: IN*¥*2 < IN gegebene Funktionen.
Die Funktion A : IN¥t1 < IN mit

h(0,7) ~ f(z), h(t+1,7) ~g(t,h(t,T),T)

geht aus f und g durch Rekursion hervor. h ist also durch Induktion {iber ¢
definiert; das Variablentupel = spielt die Rolle eines festen Parameters.

h(t,) ist genau dann definiert, wenn fiir alle Werte s < ¢ bereits h(s,Z) definiert
ist und schliefilich g(¢, h(¢,Z),7) (im Sinne der Vereinbarung oben) definiert ist.

3.4 p-Operator Sei g : IN¥+*1 < IN gegeben. Die Funktion A : IN¥ < IN mit

h(Z) ~ das kleinste ¢t mit ¢g(¢,7T) ~ 1
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geht aus h durch Anwendung des pu-Operators hervor. Wir schreiben

hMZT) ~ ut(g(t,T) ~1).
h(ZT) ist genau dann definiert und hat den Wert ¢, wenn g(¢, T) definiert und gleich
1, aber fiir alle s < t g(s,T) definiert und von 1 verschieden ist. Ist die Funktion g
ein Pridikat p : IN**! — {0,1} (insbesondere total, und p(¢,7) = 1 genau dann,
wenn p(t,Z) zutrifft), so schreiben wir auch

W) = pt (p(t, 7)) -

Man beachte, dafl die Ausgangsfunktionen aus 3.1 total sind und die Prozesse
der Einsetzung bzw. Rekursion von totalen wieder zu totalen Funktionen fiihren.
Jedoch ist eine Funktion h, die aus einem totalen g durch Anwendung des p-
Operators hervorgeht, i.a. nicht mehr total: h(Z) ist nur dann definiert, wenn ein
t mit g(t,7) = 1 existiert!

3.5 Rekursive Funktionen Die Klasse der rekursiven Funktionen (in der Li-
teratur meist partiell rekursive Funktionen genannt) ist definiert als die kleinste
Klasse von partiellen Funktionen (beliebiger Stellenzahl), die alle Ausgangsfunk-
tionen enthélt und unter den Prozessen der Einsetzung, Rekursion und Anwen-
dung des p-Operators abgeschlossen ist. Genauer, aber etwas umsténdlich: Eine
Funktion f heifit genau dann rekursiv, wenn es eine endliche Folge (f; ... f,) gibt
mit

(2) fi ist Ausgangsfunktion, und f, = f

(3) fiir 2<i<n ist f; entweder Ausgangsfunktion oder geht aus einigen der
Funktionen fi,..., f;_1 durch Einsetzung oder Rekursion oder Anwendung
des u-Operators hervor.

Zum Beweis der Rekursivitdt einer Funktion f, die nicht Ausgangsfunktion ist,
wird man also Funktionen angeben, die bereits als rekursiv nachgewiesen sind
und aus denen [ durch Einsetzen, Rekursion oder Anwenden des u-Operators
hervorgeht.

3.6 Beispiele von rekursiven Funktionen Wir geben einige Beispiele von
rekursiven Funktionen an.

(a) Durch Induktion iiber ¢ € IN zeigt man, daf8 die konstante Funktion k. :
IN* — IN mit k.(Z) = c rekursiv ist. Denn ky(Z) = n(pr% (z)) (n die Nullfunktion
aus 3.1) ist rekursiv; mit k. ist auch k.., rekursiv wegen k., 1(%) = s(k.(T)) (s
die Nachfolgerfunktion aus 3.1).

(b) Die Additionsfunktion add : IN? — IN mit add(¢,z) = t + z ist rekursiv,
denn add 148t sich durch iteriertes Anwenden der Nachfolgerfunktion s definieren:

add(0,7) = v = pri(z), add(t + 1,z) = s(add(t, z)) .
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Analog sind die Funktionen mult und pot von IN? nach IN mit mult(t,z) =
t - x,pot(t,z) = x' rekursiv, da mult durch iteriertes Anwenden von add, pot
durch iteriertes Anwenden von mult entsteht.

(c) Die Funktionen vorg (Vorgiinger) von IN nach IN und diff (Differenz) von
IN? nach IN mit

0 firxz=0 . 0 fir x <t
vorg(ac)_{x_l firz >0 dlﬂ(t’x)_{x—t fiirx >t

sowie neg (Negation) aus 2.7(c) sind rekursiv wegen vorg(0) = 0, vorg(t+1) =t =
pri(t,vorg(t)), diff(0,z) = z = pri(x), diff(t + 1,z) = vorg(diff(¢, x)), neg(t) =
diff(¢,1) .

Fiir diff(¢, z) schreiben wir kurz = — t.

3.7 Satz Jede rekursive Funktion ist RM-berechenbar.

Beweis. Sei f rekursiv; es gibt also eine Folge (f ... f,) mit den in 3.5 genannten
Eigenschaften. Wir zeigen durch Induktion iiber i, dal jedes f; rekursiv ist; fiir
1 = n ergibt sich dann die Rekursivitit von f = f,.

Ist die Funktion f; Ausgangsfunktion, so ist sie nach 3.1 rekursiv; insbesondere ist
f1 rekursiv und der Induktionsanfang klar. Andernfalls geht f; aus den Funktio-
nen f;, ..., fi—1, die nach Induktionsannahme bereits rekursiv sind, durch einen
der Prozesse Einsetzung, Rekursion, Anwendung des p-Operators hervor. Man
braucht sich daher nur klarzumachen, dafl diese Prozesse von RM-berechenbaren
Funktionen wieder zu RM-berechenbaren fiihren. Seien also g,h und g¢;,..., gk
RM-berechenbar.

Entsteht h wie in 3.2 durch Einsetzung aus f und den g;, so wird h durch folgendes
Programm berechnet, das Makros fiir f und die g; benutzt:

Z1 < 91(X1 .. Xn)

Zk — gk(Xan)
Y « f(Z,... 7).

Sei die Funktion h(t,z; ...xz) wie in 3.3 durch Rekursion aus f und g definiert.
Im folgenden Programm zur Berechnung von h benennen wir die Eingabevaria-
blen mit 7', X1, ..., X (statt, wie in Abschnitt 2, mit Xi,..., X¢,1). Man be-
achte, dafl die Hilfsvariable Z am Anfang der Rechnung den Wert 0 hat, nach r
Rekursionsschritten den Wert 7.

Y+ f(Xy... Xy)
[A] if T=0goto E

Y« 9(Z,Y, X;... Xy)

4+~ Z+1

T+T-1

goto A.
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Geht h aus g wie in 3.4 durch Anwenden des p-Operators hervor, so 1483t sich A
durch folgendes Programm berechnen; Y hat wieder am Anfang den Wert 0.

[A] Z <+ g(Y, X1... X)
if Z=1goto E
Y <Y +1
goto A.

O
3.8 Beispiele von rekursiven Pridikaten In 2.8.(b) hatten wir Pridikate
definiert als totale Funktionen p von IN* in die Menge {0,1} C IN. Damit ist
bereits festgelegt, was rekursive Pridikate sind: Ein Préidikat p ist rekursiv,
wenn p (als Funktion von IN* in IV angesehen) rekursiv ist.
(a) Sind p und ¢ k-stellige rekursive Pridikate, so sind auch die (ebenfalls
k-stelligen) aussagenlogischen Verbindungen —,V, A * von p und ¢ rekursiv:

—p(Z) = neg(p(T)
(pAQ)@) =p@) - 9@, @PVeE@) =-(-pT)A-qT).

(b) Das Gleichheitspriadikat p mit p(z,y) <= = = y und analog ¢ und r mit
q(z,y) <=z <y, r(z,y) <= z < y sind rekursiv wegen

x=y <= neg(y—x)=1A neglz—y)=1
r<y <= negly—xz)=0
Ty << x=yVvVa<y.

Die Funktion exp, die, falls x eine Potenz von b ist, den Exponenten von x zur

Basis b berechnet, ist rekursiv, denn das Gleichheitspriadikat ist rekursiv, und
exp(z,b) ~ ut(b* = x).

(c) Mit p(y,z) ist auch das durch beschrinkte Existenzquantifikation aus p ent-

stehende Préadikat

q(t,z) <= es gibt ein y < ¢t mit p(y,z) (Schreibweise: (Jy < t)p(y,z)) °
rekursiv, da sich ¢ induktiv durch ¢(0,z) <= p(0,z), q(t + 1,z) <= q(t,z) V
p(t + 1, z) definieren 148t.

(d) Das Teilbarkeits- und das Primzahlpridikat sind rekursiv:

zly = (Ft <y)(z -t =y)
prim(z) <=z > 1A-(F <z2) (1 <tAt<zAtlx).

4 ” 2 2
—,,non”, A,und”, V, oder

53y p(y): ,.es gibt ein y mit p (y)”
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Wir folgern, dafl die durch

pr(0) =1, pr(t) = die t — te Primzahl, fiir ¢t > 1
definierte Funktion pr rekursiv ist, denn

pr(t+1) = py(prim(y) A pr(t) <y).

(e) Seien py, ..., p, rekursive Pridikate, so daf fiir jedes k-tupel T genau eins der
p; zutrifft; fi,..., f, seien rekursive Funktionen. Dann ist die durch Fallunter-
scheidung definierte Funktion f : IN*¥ < IN mit

f1(7) falls p1 ()
f@) ~< ...
fn(T) falls p,(T)

rekursiv, da f(T) ~ f1(Z) - p1(T) + ... + fo(T) - pu(T) -

3.9 Primitiv rekursive Funktionen; die Ackermann-Funktion Fiir viele
Betrachtungen der Berechenbarkeitstheorie kommt man mit einer Teilklasse der
Klasse aller rekursiven Funktionen aus, den primitiv rekursiven Funktionen. Wir
nennen eine Funktion primitiv rekursiv, wenn sie sich aus den Ausgangsfunktio-
nen durch Einsetzung und Rekursion, jedoch ohne Anwendung des u-Operators,
gewinnen 148t. Alle in 3.6 und 3.8 definierten Funktionen sind primitiv rekursiv;
wir iibergehen den Beweis.

Die primitiv rekursiven Funktionen haben die angenehme Eigenschaft, total zu
sein, wie die Bemerkung vor 3.5 zeigt. Jedoch ist nicht jede totale rekursive Funk-
tion primitiv rekursiv: die Ackermann-Funktion A : IN?> — IN wird definiert durch

A(0,z) =z+1, A(i+1,0) = A(i, 1), A(i+1,z+1) = A(G, A(i+1,2)) .

Zur Bestimmung von A(i + 1,z) werden endlich viele der Werte A(i,y) bzw.
A(t +1,2) mit z < z benutzt. A ist intuitiv berechenbar; mit etwas mehr
Kenntnis rekursiver Funktionen 148t sich auch die Rekursivitidt von A zeigen.
Das interessante Merkmal der Ackermann-Funktion ist ihr exorbitant schnelles
Wachstum: man sieht leicht, teilweise durch Induktion iiber z,

A(3,0) =5, ABB,z+1)=2-A3,z)+3
A(4,0) =13, A(4,1) = 65533, A(4,2) > 106000

Weniger einfach ist folgende Eigenschaft der Ackermann-Funktion zu zeigen:

Zu jeder primitiv rekursiven Funktion f:IN — IN gibt es ein (von f abhéngi-
ges) c€ IN mit f(z) < A(e, z) fiir alle z.

Daher ist A nicht primitiv rekursiv: andernfalls wire auch die durch f(z) =
A(z, z) definierte Funktion primitiv rekursiv, und es gibe ¢ mit f(z) < A(c, z).



Codierungen 37

Fiir x = ¢ ergibt sich A(e, c) < A(c, ¢), ein Widerspruch.

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen ist also fiir eine adiquate Be-
schreibung des Berechenbarkeitsbegriffs zu klein. Ihre Bedeutung liegt darin, dafl
primitiv rekursive Funktionen total sind und viele in den folgenden Abschnitten
auftretende Funktionen sich als primitiv rekursiv herausstellen - siehe 5.4.

4. Codierungen

In diesem Abschnitt fithren wir die Technik der Codierung ein. Sie ist grundlegend
fiir das Ergebnis von Abschnitt 5: jede RM- berechenbare Funktion ist rekursiv.
Von einer Codierung sprechen wir in folgender Situation. Es sei B ein effektiv
gegebener Bereich (s. Abschnitt 1) und

c:B— IN.

Wir nennen c eine Codierungsfunktion, wenn folgendes zutrifft:

(1) ¢ ist injektiv, und der Wertebereich W von c ist, als Teilmenge von IV,
entscheidbar

(2) ¢ und die Umkehrfunktion ¢ : W — B sind (intuitiv) berechenbar.

Wir stellen uns b € B durch y = ¢(b) € IN “codiert” vor, da sich b aus y durch
b = ¢ !(y) auf effektive Weise zuriickgewinnen 148t. Die Entscheidbarkeit von
W C IN kann man, nach den Vorarbeiten aus Abschnitt 3, sinnvoll verschéirfen
Zu:

(1 a) das Pridikat “y € W” ist rekursiv.

In vielen Fillen ist W = IV; dann ist ¢ bijektiv und (1 a) trivialerweise erfiillt.
Ist eine bijektive Codierung ¢ : B — IN fest gewé&hlt, so kann man Begriffe
von B auf IV iibertragen und umgekehrt. Einer zweistelligen Operation o auf B
entspricht z.B. die durch

7(y,2) = clo(c™ (y),¢7'(2)))

definierte Operation auf IV; ist 7 rekursiv, so ist o jedenfalls intuitiv berechenbar
( wegen o(a,b) = ¢ '(7(c(a),c(b))) ). Auf diese Weise liefert der Begriff der
Rekursivitét auf IV einen sinnvollen Berechenbarkeits- bzw. Entscheidbarkeitsbe-
griff auf B. Codierungen werden manchmal auch als Godelisierungen bezeichnet
nach dem osterreichischen Mathematiker Kurt Godel, der als erster die Codie-
rungstechnik fiir Untersuchungen im Rahmen von Entscheidbarkeitsproblemen
systematisch einsetzte.

Im Rest des Abschnitts werden wir vier effektiv gegebene Bereiche codieren, die
fiir das Rechnen auf Registermaschinen relevant sind. Es soll noch einmal betont
werden, dafl die wesentlichen FEigenschaften unserer Codierungen Injektivitét
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und Berechenbarkeit sind, nicht jedoch die genaue formelméfiige Definition, wie
sie unten ausgefiihrt ist; diese kann der Leser, der bereit ist, an die Existenz
der gewiinschten Codierungsfunktionen zu glauben, iiberschlagen. Ferner sind
alle unten als rekursiv behaupteten Funktionen sogar primitiv rekursiv, was mit
einiger Kenntnis primitiv rekursiver Funktionen leicht zu zeigen ist.

4.1 Codierung von Zahlenpaaren Die Menge IN? = IN x IN hat eine Codie-
rungsfunktion, ndmlich die Paarfunktion

pa: N> = IN, pa(z,y) = 2°-(2y+1) —1.

paist bijektiv, da jede natiirliche Zahl z > 1 sich auf genau eine Weise als Produkt
einer Zweierpotenz und einer ungeraden Zahl schreiben 148t; die Beispiele aus 3.6
zeigen, dafl pa rekursiv ist. Man beachte, daf§ fiir alle x, y gilt:

z< pa(z,y), y< pa(z,vy).

Die beiden Funktionen
1: N — IN, I(z)= die erste (linke) Komponente von pa ~!(2)
r:IN — IN, r(z)=die zweite (rechte) Komponente von pa ~!(z)

sind ebenfalls rekursiv nach 3.8 (c) und wegen

o~
—~

N
~

Il

pr(dy < 2)(z=2°-(2y+1) — 1),
py(Fz <z2)(z=2-2y+1) —1).

<

—~
N

~—
|

! intuitiv berechenbar, denn pa—!(z) ist das Paar (I(z),r(2)).

Insbesondere ist pa™
4.2 Codierung von endlichen Folgen Wir kiirzen die Menge aller endlichen
Folgen ab mit

F={t:t=(a;...a,) ist endliche Folge mit ay,...,a, € IN}.
F wird codiert durch die Funktion fz : F' — IN mit

fz(t) = pa(n,pr(1)* - ... -pr(n)™ —1) fir t = (a ... ay) -

Dabei ist pr(i) die i-te Primzahl (siehe 3.8 (d)). fz(¢) heifit die Folgenzahl von
t. Sie codiert in der ersten Komponente die Lénge n der Folge ¢, in der zweiten
Komponente y die Folgenglieder a; von t: a; ist der Exponent von pr(i) in der
Primzahlzerlegung von y + 1.

Die Funktion fz ist bijektiv, da pa es ist und jede natiirliche Zahl > 1 sich auf
genau eine Weise als Produkt von Primzahlpotenzen darstellen l48t. Fiir festes n
ist fz(t), eingeschrinkt auf die Menge aller Folgen der Linge n, rekursiv nach 3.8
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(d). Auch die nichsten Funktionen von IN bzw. IN? nach IV, die hiiufig benutzte
Operationen bei der Handhabung von Folgen widerspiegeln, sind rekursiv:

dabei ist [ die linke , r die rechte Komponentenfunktion aus 4.1 und exp
die Funktion aus 3.8 (b). Ihre Bedeutung ist folgende: Sei a die Folgenzahl
von t = (ay...a,) € F. Dann ist le(a) = n die Linge n von ¢ und, fiir
1 <1i<n, co(a,i) = a; die i-te Komponente von t.

4.3 Codierung von Symbolen der Sprache RM Wir geben jetzt Funktionen
gnv und gnm an , die die Symbole von RM (siehe 2.2) intuitiv berechenbar im
Sinne von 1.2 nach IV abbilden, genauer bildet gnv die Sonderzeichen und Varia-
blen, gnm die Marken bijektiv ab. gnv(s) bzw. gnm(s) heifit die Gédelnummer
des Symbols s. gnv bilde etwa die zehn Symbole “if”, “goto”, <, +,—,0,1,#,[,]
auf die Zahlen von 0 bis 9 ab, die Variable Y auf 10, X; auf 9+ 2 (fiiri > 1), Z;
auf 10+ 27. gnm bilde die Marke A; (fiir ¢ > 1, siehe 2.2) ab auf i — 1.

4.4 Codierung von Programmen Die folgenden Funktionen, die wir der
Einfachheit halber alle mit dem Symbol gn (fiir Gédelnummer) bezeichnen,
codieren auf bijektive und intuitiv berechenbare Weise Befehle, Programmzeilen
und Programme der Sprache RM.

b ist der Befehl V « V + 1 : gn(b) sei pa(0, gnv(V)-10)
b ist der Befehl V <V —1: gn(b) sei pa(1l, gnv(V)-10)
b ist der Befehl if V' # 0 goto M : gn(b) sei pa(gnm(M)+2, gnv(V)-10).

Die Godelnummer einer Programmzeile z, die aus einem Befehl b ohne voran-
gehende Marke besteht, sei pa(0, gn(b)). Hat z die Form “[M]b” (b Befehl, M
Marke), so sei gn(z) = pa(gn(M)+1, gn(b)).

Die Goédelnummer eines Programms P = (z1,...,%2,) sei die Folgenzahl
fz (gn(21) ... gn(zn)).

Diese Funktionen sind Bijektionen auf IV und, samt ihren Umkehrfunktionen,
intuitiv berechenbar. Daf} z.B. die Menge aller Programmzeilen bijektiv auf IV
abgebildet wird, liegt u.a. daran, dafl die Gédelnummern gnv von Variablen die
Zahlen 10,11, ..., die Gédelnummern gnm von Marken die Zahlen 0, 1, ... sind.
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5. Registermaschinen-berechenbare Funktionen sind rekursiv. Ein uni-
verselles Registermaschinen-Programm.

Die wesentliche Erkenntnis dieses Abschnitts und ein zentrales Ergebnis der Bere-
chenbarkeitstheorie iiberhaupt ist die Aussage von Satz 5.2: die rekursiven Funk-
tionen sind genau die RM-berechenbaren. 5.2 folgt leicht aus Satz 5.1, der seiner-
seits die fiir die Theorie der Berechenbarkeit fundamentalen Konsequenzen 5.3
und 5.4 hat. Wir wollen dies fiir k-stellige Funktionen aus INV* nach IV zeigen und
halten £ im Rest der Betrachtungen fest. Zum Beweis betrachten wir die folgen-
dermaflen definierte k + 1-stellige partielle Funktion ®: Fiir e € IV betrachte man
das Programm P mit Gédelnummer e (siehe 4.4) und setze fiir jedes z € IN*

®(e,7) ~ pp(T) ;

@p wurde in 2.8 definiert als die durch P berechnete k-stellige Funktion. Wir
nennen ¢ die universelle k£ + 1-stellige rekursive Funktion; Satz 5.1 und die Be-
trachtungen aus 5.3 rechtfertigen diese Benennung. Zur Bedeutung von ¢ macht
man sich folgendes klar.

Eine beliebige Funktion f : IN¥*1 < IN liefert durch Festhalten von e € IN
die k-stelligen Funktionen f, mit f.(Z) ~ f(e,Z). Mit f sind auch alle f, re-
kursiv, denn f,(Z) entsteht aus f(y,Z) durch Einsetzen der konstanten Funktion
k. (siehe 3.6 (a)) fiir die Variable y. Ist nun f = ® und P das Programm mit
Godelnummer e, so ist fo = ¢p. Satz 5.1 besagt, daf nicht nur jedes ¢p, sondern
dariiber hinaus sogar ® rekursiv ist. Der Beweis ist in 5.5 skizziert.

5.1 Satz Es gibt ein k + 2-stelliges rekursives Prddikat T und eine einstellige
totale rekursive Funktion U, so daf fiir alle 7 € IN*

®(e,7) ~ U(utT (t,e,T)) .
Daher ist ® rekursiv.

5.2 Satz Fiir jede Funktion f : IN* — IN sind dquivalent:

(a) f ist rekursiv
(b) f ist RM-berechenbar

(c) es gibt ein e € IN, so dafs fiir alle T
(1)  f(T) ~P(e,z) ~U(utT(t,e,T)).

Die Aquivalenz von (a) und (c) heiit der Kleenesche Normalformensatz nach dem
amerikanischen Mathematiker Stephen C. Kleene; die Formel (1) liefert die sog.
Kleenesche Normalform fiir f.

Beweis. (b) folgt aus (a) nach Satz 3.7. (a) folgt aus (c): nach 5.1 ist ® rekursiv,
und f entsteht aus ® durch Festhalten der ersten Stelle. (c) folgt aus (b): f werde
durch ein Programm P berechnet; man setze e = gn(P). Die Definition von &
und Satz 5.1 zeigen,
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daf fiir jedes ©
[(7) ~ ¢p(3) = B(e,7) ~ U(ut T(t, e, 7))
O

5.3 Kleenes Aufzihlungssatz Sei f : IN**! < IN eine gegebene Funktion;
fiir jedes e € IN erhilt man aus f die k-stellige Funktion f, mit f.(Z) ~ f(e, 7).
Sei K eine Menge von k-stelligen Funktionen. Wir sagen, f zdhle K auf, wenn
K={f:e€ N}

Die Aquivalenz von (a) und (c) in 5.2 liefert Kleenes Aufzihlungssatz. Er besagt,
daf8 @ (eine k + 1-stellige rekursive partielle Funktion) die Menge aller k-stelligen
rekursiven (partiellen) Funktionen aufzihlt.

5.4 Ein universelles Programm Die universelle Funktion ® ist £ + 1-stellig,
rekursiv und liefert bei Festhalten der ersten Stelle e alle rekursiven k-stelligen
Funktionen. Nach Satz 5.2 fiir £ + 1 statt k£ sind die rekursiven Funktionen
gerade die RM-berechenbaren. Wir erhalten so die bemerkenswerte Tatsache,
dal & selbst RM-berechenbar ist und bei Festhalten der ersten Stelle alle RM-
berechenbaren k-stelligen Funktionen liefert.

Sei etwa Py ein RM-Programm, das ® berechnet. Py simuliert die Berechnung
aller k-stelligen RM-berechenbaren Funktionen in folgendem Sinne: ist f eine sol-
che Funktion, so gibt es ein Programm P, das f berechnet , d.h. mit f = ¢p.
Sei e die Godelnummer von P. Nach Eingabe von e und  berechnet Py den
Wert ®(e,T) ~ ¢p(T) ~ f(T). Wir nennen Py ein universelles Programm fiir die
Klasse der k-stelligen RM-berechenbaren Funktionen.

5.5 Beweisskizze zu Satz 5.1 Wir definieren eine Hilfsfunktion
cont : IN¥*2 5 IV

folgendermafien. Seien t,e € IN und T = (x1...7;) € IN¥ gegeben. P sei das
Programm mit Gédelnummer e. Fiir jede Variable V' (in der Sprache RM) sei

conty (t,e,Z) = der Wert von V nach ¢ Rechenschritten bei der Berechnung
von ¢p(T)

count(t, e, T) = der Wert des Programmzéhlers nach ¢ Rechenschritten bei
der Berechnung von ¢p(7),

d.h. bei der Berechnung geméfi P mit dem Eingabetupel (z; ... xz;). Dann setzen
wir

cont(t, e, 7)= 2O - TTpr(gn(V) + 1)0ntved),

das Produkt 1auft iiber alle Variablen von RM. Dies formal unendliche Produkt
ist wohldefiniert, da bei einer Berechnung gemaf P aufler X, ..., X} nur solche
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Variablen von 0 verschiedene Werte annehmen, die in P wirklich vorkommen; fast
alle conty (¢, e, T) sind also 0. cont(t, e, T) codiert den Inhalt simtlicher Speicher-
plétze nach £ Rechenschritten bei der Berechnung gemafl P mit dem Eingabetupel
z.

Die entscheidende Tatsache des Beweises ist nun, daf die Funktion cont rekursiv
ist. Der Nachweis ist mit den Hilfsmitteln aus Abschnitt 3 und 4 nicht schwierig,
aber umfangreich bzw. schreibtechnisch aufwendig. Er kann beim ersten Lesen
evtl. iiberschlagen werden, zumal die intuitive Berechenbarkeit von cont klar
sein diirfte. Wir geben im folgenden eine Skizze.

cont(t, e, T) ist durch Rekursion iiber ¢ definiert. Und zwar ist

cont(0,e,z) = 2" - pr((gn(X1) + 1)® - ... - pr(gn(Xg) + 1)%

eine rekursive Funktion, die von e und Z abhiingt. cont(t + 1,e,%) geht aus
cont(t, e,T) hervor durch Anwenden einer Funktion h:

cont(t +1,e,Z) = h(e,cont(t,e,T));

wir deuten an, wie die Funktion A definiert ist und warum sie rekursiv ist. Zur Be-
rechnung von h(e, cont(t, e, T)) ermittelt man durch Decodieren von cont(t, e, )
den Wert i = count(t,e,T) = exp(2,cont(t,e,Z)) des Programmzihlers zur
Zeit t; durch Decodieren von e die i-te Programmzeile z; von e: Es ist ein-
fach gn(z;) = exp(e, pr((¢)), durch Decodieren von gn(z;) den als néichsten aus-
zufithrenden Befehl b und die fiir b relevante Variable V sowie evtl. die in z;
auftretende Marke M. Dann bildet man den neuen Wert von V' (ersetzt also in
cont(t,e,7) z.B., falls b die Form V « V + 1 und die Gédelnummer j hat, den
Faktor pr(j)CORtv(te®) durch pr(j)COtv(te®+1) ynd den neuen Wert des Pro-
grammzéhlers (ersetzt also in cont(t, e, T) 2¢ durch 27, falls 2, die als néichste zu
bearbeitende Programmzeile ist). Ein genauerer Nachweis der Rekursivitit von h
benutzt i.w. die Codierungen aus Abschnitt 4 und, wegen der Fallunterscheidun-
gen in 2.3, die Moglichkeit der Definition rekursiver Funktionen durch rekursive
Fallunterscheidung (siehe 3.8 (e)).

Das Pridikat 1" sei nun definiert durch

T(t,e,T) <= zum Zeitpunkt ¢ ist die Berechnung gemafi P mit dem
Eingabetupel T beendet.

T ist rekursiv wegen T'(t,e,T) <= exp(cont(t,e,T),2) > le(e), und da cont
und exp rekursiv sind. Man beachte dabei, daf} le(e) die Lénge n von P ist und
exp(cont(t, e,T),2) der Wert des Programmzéhlers zum Zeitpunkt ¢. U : IN — IN
sei die rekursive Funktion mit

U(z) = exp(z,pr(11));

ist z = cont(t, e, T), so ist U(z) der Wert der Ausgabevariablen Y zum Zeitpunkt
t, da Y die Gédelnummer 10 hat. Nach dieser Definition von 7" und U gilt, wie
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gewiinscht,
O(e,7) = U(utT(t e, )).

Genauere Betrachtungen zeigen iibrigens , dafl die Funktionen A und cont, somit
auch 7 und U primitiv rekursiv sind. Dies liefert, zusammen mit (1) in 5.2, die
interessante Tatsache, daf} jede rekursive Funktion eine Darstellung hat, die nur
einmal den p-Operator benutzt. g

6. Die Churchsche These

Die Ergebnisse des vorangehenden Abschnitts liefern Argumente fiir eine fundier-
tere Diskussion der Churchschen These, die am Anfang des Kapitels ausgespro-
chen wurde.

6.1 Churchsche These fiir Funktionen Eine Funktion ist genau dann (intui-
tiv) berechenbar, wenn sie rekursiv ist.

Eine Relation R ist genau dann intuitiv entscheidbar, wenn ihre charakteristi-
sche Funktion xg, ein Priddikat im Sinne von 2.8, intuitiv berechenbar ist. Als
Folgerung von 6.1 ergibt sich:

6.2 Churchsche These fiir Relationen Eine Relation R ist genau dann (in-
tuitiv) entscheidbar, wenn das zugehdorige Priadikat xp rekursiv ist.

Die Churchsche These ist nicht als ein mathematischer Satz anzusprechen, da sie
das Zusammenfallen eines anschaulichen Begriffs (intuitive Berechenbarkeit) mit
einem mathematischen (Rekursivitit) behauptet; aus diesem Grund kann sie auch
nicht in einem strengen mathematischen Sinne beweisbar sein. Es handelt sich
hier um ein erkenntnistheoretisches Prinzip, das man grundsitzlich akzeptieren
oder verwerfen kann. Seit ihrer Formulierung 1934 durch den amerikanischen Ma-
thematiker Alonzo Church und genaueren Begriindung 1936 durch Turing (siehe
9.1) gilt sie als allgemein akzeptiert. Folgende Tatsachen sprechen fiir ihre Rich-
tigkeit.

(1) Jede rekursive Funktion ist intuitiv berechenbar - z.B. nach Satz 3.7 RM-
berechenbar.

(2) Bisher wurde keine intuitiv berechenbare, aber nicht-rekursive Funktion ge-
funden. Techniken aus den vorangehenden Abschnitten, insbesondere die der Co-
dierung, machen es meist zu einer Routineangelegenheit, die Rekursivitét konkret
gegebener berechenbarer Funktionen nachzuweisen.

(3) Verschiedene Versuche, den Begriff der Berechenbarkeit zu prézisieren, er-
wiesen sich als dquivalent zu dem der Rekursivitidt. Solche Begriffe waren u.a.,
auBer dem hier bereits behandelten der RM-Berechenbarkeit: Herbrand-Godel-
Berechenbarkeit (Godel, Kleene 1934 - 1936), Darstellbarkeit in formalen Sy-
stemen der Arithmetik (Godel, Church 1936), Turing-Berechenbarkeit (Turing
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1936; siehe Abschnitt 9), A-Definierbarkeit (Church, Kleene, Rosser 1933 - 1936),
Flufidiagramm-Berechenbarkeit (Goldstine, von Neumann, Wang, Peter 1947-
1959).

Das iiberzeugendste Argument fiir Churchs These scheint jedoch nicht so sehr das
blofe Bestehen dieser Aquivalenzen, als vielmehr die Uniformitiit der Aquivalenz-
beweise zu sein. Alle verlaufen nach folgendem Schema, das sich in Abschnitt 3
bis 5 oben abzeichnet. Man hat eine Klasse K von partiellen Funktionen und
vermutet, dafl sie mit der Klasse aller rekursiven Funktionen iibereinstimmt. Ist
z.B. K definiert als der Abschluf} einiger Ausgangsfunktionen unter gewissen Er-
zeugungsprozessen, so reicht es zu zeigen:

(i) die Ausgangsfunktionen aus 3.1 sind in K, und die Erzeugungsprozesse aus
3.2 bis 3.4 fiithren nicht aus K heraus - damit gehoren alle rekursiven Funktionen
zu K;

(ii) die Ausgangsfunktionen von K sind rekursiv, und die Erzeugungsprozesse von
K fiihren nicht aus der Klasse der rekursiven Funktionen heraus - damit sind alle
Funktionen aus K rekursiv.

K konnte auch die Klasse aller in einem gegebenen System A von Algorithmen
berechenbaren Funktionen sein; dann zeigt man:

(iii) die Ausgangsfunktionen aus 3.1 sind in A berechenbar, und die Erzeugungs-
prozesse aus 3.2 bis 3.4 fiihren nicht aus der Klasse der A-berechenbaren Funk-
tionen heraus - damit sind alle rekursiven Funktionen A-berechenbar;

(iv) jede A-berechenbare Funktion ist rekursiv - hierzu benutzt man, in Nachah-
mung der Beweisskizze 5.4 , die Codierungsmethoden aus Abschnitt 4.

Die Churchsche These wird gern als Arbeitshypothese angewandt, wenn man
sich ohne groflen technischen Aufwand die Rekursivitit einer gegebenen Funkti-
on klarmachen will; es ist i.a. eine reine Fleilaufgabe, in solchen Anwendungen
Churchs These zu eliminieren, d.h. einen strengen Beweis fiir die Rekursivitit zu
liefern. Unentbehrlich ist sie jedoch beim Nachweis der Nicht-Berechenbarkeit ei-
ner gegebenen Funktion f: in diesem Fall beweist man die Nicht-Rekursivitét von
f und braucht Churchs These, um auf die Nicht- Berechenbarkeit zu schlielen.
Entsprechend mufl auf Churchs These zuriickgegriffen werden, um die Unent-
scheidbarkeit von Relationen zu zeigen.

7. Das Halteproblem

Churchs These erlaubt es, die Unentscheidbarkeit von Problemen zu zeigen. Wir
tun dies fiir das sogenannte Halteproblem, das in Betrachtungen der Berechen-
barkeitstheorie eine zentrale Rolle spielt. Z.B. wird sich in Abschnitt 8 heraus-
stellen, daf} viele weitere unentscheidbare Probleme eng mit dem Halteproblem
zusammenhingen. Das Halteproblem beruht auf der Tatsache, dafl die universelle
rekursive Funktion ® aus Abschnitt 5 nicht total ist.
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Nach Kleenes Satz 5.3. zdhlt die k£ + 1-stellige, rekursive, partielle Funktion &
die Menge aller k-stelligen rekursiven partiellen Funktionen auf. Gibt es eine
k + 1-stellige, rekursive, totale Funktion, die die Menge aller k-stelligen rekursi-
ven totalen Funktionen aufzihlt?

Ein typisches Diagonalargument, die konstruktive Fassung von Cantors Diago-
nalverfahren aus Abschnitt 1, gibt eine negative Antwort. Der Einfachheit halber
sei dabei k£ = 1. Wére f eine solche aufzihlende Funktion, so definiert man eine
einstellige Funktion durch

d(z) = falz) +1.

Mit f ist auch d rekursiv und total; da f gerade diese Funktionen aufzihlt , ist
d = f, fiir ein e € IN. Fiir x = e ergibt sich der Widerspruch f.(e) = d(e) =
fe(e) + 1.

Die Tatsache, dafl rekursive Funktionen und insbesondere die universelle rekursive
Funktion & i.a. nur partiell definiert sind, ist also der Preis fiir solch starke
Ergebnisse wie Kleenes Aufzéhlungssatz und Satz 5.2. Und die in 7.2 bewiesene
Unlésbarkeit des Halteproblems besagt, dafi das nur partielle Definiertsein von ®
durchaus problematische Aspekte hat.

Im Rest des Abschnitts benutzen wir die Notation aus Abschnitt 5. Die Stellen-
zahl k sei dabei 1.

7.1 Die Halte-Relation Wir definieren Mengen H C IN? und K C IN durch
H ={(y,z) € IN*: ®(y,x) ist definiert}, K={ze€IN: (z,z)€ H}.

Wir nennen H die Halte-Relation, denn:

(y,x) € H <= ®(y,x) ist definiert

<= das universelle Programm Py aus 5.4, das & be-
rechnet, hilt bei Eingabe von (y,z) nach endlich
vielen Schritten

<= die Berechnung gemii P (P das Programm mit
gn(P) = y) hilt bei Eingabe von z nach endlich
vielen Schritten.

Das Problem, zu entscheiden, ob ein gegebenes Paar (y,z) zu H gehort, heifit
das Halteproblem.

7.2 Unlésbarkeit des Halteproblems Nach Churchs These in der Form 6.2
bedeutet die Unlésbarkeit (d.h. Unentscheidbarkeit) des Halteproblems, daf die
charakteristische Funktion yy von H nicht rekursiv ist.

Wire namlich xyg rekursiv, so auch yg fiir die in 7.1 definierte Menge K, denn
es ist xx(z) = xm(x,z). Wir nehmen an, xx sei rekursiv, und leiten einen
Widerspruch ab. Mit xx und ® und wegen 3.8(e) ist auch folgende Funktion
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g : IN — IN rekursiv:

(z) ~ O(z,z)+1 fallsz € K (d.h. falls xx(z) =1)
g 0 falls 7 ¢ K (d.h. falls 1 — xx(z) = 1).

g ist total, denn fiir x € K ist ®(z,z) definiert. Da g rekursiv ist, gibt es (siehe
5.2) ein e mit

(2) g(z) = ®(e, x) fiir alle z.

Man betrachte den Wert x = e. Ist g(e) = 0, so folgt e ¢ K nach Definition von
g, (e,e) ¢ H und ®(e,e) ist undefiniert; ein Widerspruch zu (2), da g total ist.
Ist aber g(e) # 0, so tritt in der Definition von g(e) der erste Fall ein, und es ist
®(e,e) = g(e) = @(e,e) + 1, ein Widerspruch.

Ausgehend von der unentscheidbaren Menge K C IV kann man durch Folgenzahl-
Codierung leicht fiir beliebiges k£ > 1 eine k-stellige unentscheidbare Relation R
angeben: man setze z.B.

R={t=(v...7%) € N*: f2(t) € K};
fz(t) ist dabei die Folgenzahl von ¢ nach 4.2.

8. Rekursiv aufzihlbare Mengen

Die in diesem Abschnitt behandelten rekursiv aufzéhlbaren Mengen sind bei Ent-
scheidbarkeitsproblemen von Interesse: sie sind i. a. unentscheidbar, und viele
unentscheidbare Mengen stellen sich umgekehrt als rekursiv aufzahlbar heraus.
Die Definition rekursiv aufzihlbarer Mengen in 8.1 beruht auf der Tatsache, daf}
rekursive Funktionen i.a. nicht total sind. Satz 8.3 und der ihm folgende Kom-
mentar geben eine Erklarung fiir die Bezeichnung “rekursiv aufzdhlbar” und eine
anschauliche Interpretation des Begriffs.

8.1 Rekursive und rekursiv aufzihlbare Mengen Ist f : IN — IN eine
partielle Funktion, so schreiben wir D(f) fiir den Definitionsbereich, W (f) fiir
den Wertebereich von f. Wir nennen eine Menge A C IN rekursiv, falls das
zugehorige Pradikat x4 rekursiv ist; nach Churchs These in der Form 6.2 sind
die rekursiven Mengen genau die entscheidbaren.

A heiflt rekursiv aufzihlbar, wenn es ein rekursives f : IN < IN mit A = D(f)
gibt.

8.2 Rekursive Mengen sind rekursiv aufzihlbar Wir zeigen, daf jede rekur-
sive Menge rekursiv aufzéhlbar ist: sei A C IV rekursiv und damit das Pradikat
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p=Xa:IN — IN rekursiv, also RM-berechenbar. Mit einem Makro fiir p schrei-
ben wir das Programm P:

[M] if —p(z) goto M .

Die von P berechnete Funktion hat gerade den Definitionsbereich A. Die Um-
kehrung gilt jedoch nicht. Z.B. ist die Menge K aus 7.1 rekursiv aufzdhlbar,
denn die Funktion f : IN — IN mit f(z) ~ ®(z,x) ist rekursiv und hat den
Definitionsbereich K; der Beweis von 7.2 zeigt, dafl K nicht rekursiv ist. Zum
Zusammenhang zwischen Rekursivitdt und rekursiver Aufzidhlbarkeit siehe auch
8.4.

Die leere Menge ist offenbar rekursiv, also rekursiv aufzéhlbar. Daher reicht es im
folgenden Satz zu charakterisieren, welche nichtleeren Mengen rekursiv aufzdhlbar
sind. Wir lassen den Beweis aus, obwohl er grundsétzlich nicht schwer ist.

8.3 Satz (Aquivalenzen zur rekursiven Aufzihlbarkeit) Fiir nichtleeres
A C IN sind dquivalent:

(a) A ist rekursiv aufzihlbar, d.h. A = D(f) fiir ein rekursives f: IN — IN
(b) es gibt ein rekursives Pridikat p : IN? — {0,1}, so daf8 fiir alle x € IN
r € A< 3Ip(t,x)
(A entsteht durch Ezistenzquantifikation aus p)

(c) es gibt ein rekursives g : IN — IN mit A =W (g) (siehe 8.1); g kann sogar
total gewdhlt werden.

Aquivalenz (c) des Satzes gibt eine intuitive Vorstellung von rekursiv aufziihlbaren
Mengen und erklirt die Namensgebung: ist g : IN — IV total und rekursiv mit
A = W(g), so wird A von g in der Form A = {¢(0),g(1),9(2),...} aufgezihlt.
Man konnte einen Rechner programmieren, der der Reihe nach die Werte a,, =
g(n) berechnet und in Form einer Liste ausdruckt; die Elemente von A sind genau
diejenigen, die auf der Liste ag, a1, ao, . .. aufgezéhlt werden.

(¢%}
ai
az

8.4 Zusammenhang zwischen Rekursivitit und rekursiver Aufzihlbar-
keit Die Definition der rekursiven Aufzidhlbarkeit in 8.1 und ihre Charakterisie-
rung in 8.3 greifen auf den Begriff der Rekursivitét zuriick. Umgekehrt 148t sich
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aber auch Rekursivitat durch rekursive Aufziahlbarkeit ausdriicken:

Satz (a) Fine Teilmenge A von IN ist genau dann rekursiv, wenn A und das
Komplement IN \ A beide rekursiv aufzihlbar sind.
(b) Eine Funktion f: IN < IN ist genau dann rekursiv, wenn die Menge

G(f) = {palz,y) : © € D(f) und y = f(x)},

die (den Graphen von) f codiert, rekursiv aufzihlbar ist.

Beweis. (a) Ist A (also das zu A gehorige Pridikat xa) rekursiv, so auch IV \
A wegen Xn\a4 = —Xa; nach 8.2 sind A und IV \ A rekursiv aufzahlbar. Sind
umgekehrt A und IV \ A beide rekursiv aufzihlbar, etwa nach 8.3 (b)

x € A<= Tip(t, ), x € IN\ A< Ftq(t,x)
mit rekursiven Préadikaten p und g, so ist A rekursiv wegen
z € A<+ p(ut (p(t,z) Vv q(t,2))).
Auf den Beweis von (b) soll hier verzichtet werden. O

8.5 Unentscheidbarkeit und Reduzierbarkeit Rekursiv aufzihlbare Mengen
treten haufig im Zusammenhang mit unentscheidbaren Problemen auf. Z.B. ist
die in 1.3 definierte unentscheidbare Teilmenge L von Pol rekursiv aufzéhlbar
(bei sinngeméiBer Ubertragung des Begriffs “rekursiv aufzahlbar” auf den effektiv
gegebenen Bereich Pol). Fiir ein Polynom p(z1, ..., zx) gilt ndmlich

p€EL <= JFac Z{p@) =0);

d.h. L entsteht durch Existenzquantifikation aus dem Pridikat Q mit Q(p, a) <=
p(@) = 0. Q ist intuitiv berechenbar; nach 8.3 und Churchs These ist L rekursiv
aufzdhlbar.
Entscheidbarkeit bzw. Unentscheidbarkeit von Mengen A, B C IN lassen sich oft
durch Betrachtungen folgender Art zeigen. Sei s : IN — IN rekursiv und total,
und es gelte fiir alle z

r€ A<= s(z)€B.

Ist B entscheidbar, so auch A: um zu entscheiden, ob x € A, berechnet man s(x)
und priift, ob s(z) € B. Die Funktion s reduziert also das Entscheidungsproblem
fiir A auf das fiir B. Die Reduktionsmethode 148t sich auch in entgegengesetzter
Richtung anwenden: ist A bereits als unentscheidbar bekannt (etwa A = K aus
7.1), so folgt die Unentscheidbarkeit von B.

Die aus H C IN? (siehe 7.1) durch Paarcodierung entstehende Menge

H* ={pa(y,z) : (y,x) e H} CIN
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ist rekursiv aufzéhlbar (denn: z € H* <= & ist an der Stelle (I(z),7(z)) defi-
niert). Sie hat die interessante Eigenschaft, dafi jede rekursiv aufzihlbare Menge
auf H* reduzierbar ist. Sei ndmlich A rekursiv aufzéhlbar, etwa A = D(f) mit
f(z) = ®(e, ) nach 5.2. Die Funktion s mit s(z) = pa(e, ) ist rekursiv, total
und reduziert A auf H* wegen

x €A <= P(e,x) ist definiert
<~ (e,z) € H
<= pa(e,z) € H*
< s(z) € H*.

In diesem Sinne ist H* die “komplizierteste” rekursiv aufzihlbare Menge. Es 1483t
sich zeigen, dafl die Menge K aus 7.1 dieselbe Eigenschaft hat, d.h. K ist rekursiv
aufzdhlbar, und jede rekursiv aufzihlbare Menge ist auf K reduzierbar.

9. Turingmaschinen

9.1 Motivation 1936 gab der englische Mathematiker Alan Turing ein Modell
der Berechenbarkeit an, das wir heute als Turingmaschine bezeichnen. Turingma-
schinen sind &uflerst primitive Rechenautomaten und die auf ihnen durchgefiihr-
ten Berechnungen daher technisch sehr miihsam - siehe das Beispiel in 9.4. Fiir
die theoretische Informatik sind sie von Interesse, weil sie das historisch friiheste
mechanische Berechenbarkeitsmodell darstellen und Turing ihre Definition moti-
vierte durch Vergleich mit der Weise, wie ein Mathematiker traditionellerweise
per Hand auf Papier rechnet. Turings Motivation war etwa die folgende.

1. Die Darstellung von Daten oder allgemeiner von mathematischem Text be-
nutzt nur endlich viele Symbole, etwa die lateinischen (falls nétig, auch griechi-
sche, deutsche, ...) Buchstaben, die Ziffern (etwa 0,1,...,9 im Dezimalsystem
oder 0,1 im Dualsystem) sowie endlich viele mathematische Sonderzeichen, ins-
gesamt ein endliches Alphabet A = {s1,...,s,}, wobei i.a. n > 2 ist; zusétzlich
ist noch das “Leer”-Symbol % (auf englisch “blank” ) erlaubt. - Dies ist offen-
sichtlich keine Beschriankung der Allgemeinheit, da man weitere evtl. benotigte
Symbole durch endliche Zeichenreihen (Worte) des benutzten Alphabets codieren
kann.

2. Die Symbole werden in Késtchen bzw. “Felder” geschrieben, wie beim Rechnen
in der Grundschule auf Karopapier, in jedes Feld héchstens ein Symbol. - Auch in
einem real existierenden Computer kann ein Speicherplatz nur Bit-Folgen fester
endlicher Linge speichern, und diese kdonnen durch endlich viele Symbole codiert
werden.

3. Die Felder sind in Form eines sogenannten Turingbandes nebeneinander an-
geordnet:
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[« [1]O0]1]x]...

das Band ist in beiden Richtungen (potentiell) unendlich lang. - Ein Blatt Ka-
ropapier ist rechteckig in n - m Késtchen eingeteilt; diese kénnte man in n - m
nebeneinander liegende Felder iibertragen.

4. 7Zu jedem Zeitpunkt der Rechnung wird genau ein Feld des Bandes gelesen
bzw. beobachtet - etwa durch den “Lesekopf” einer Maschine, unter dem das
Band hin- und herbewegt wird. Das jeweils beobachtete Feld ist das “Arbeits-
feld”; wir stellen es graphisch durch einen daruntergezeichneten Pfeil dar. - Ein
auf Karopapier rechnender Mathematiker kann nur eine beschrinkte Anzahl von
Feldern gleichzeitig lesen und bearbeiten; diese kann man, bei entsprechend ver-
groffertem Alphabet, in ein einziges Feld speichern.

5. Die erlaubten “Rechen”operationen sind:

(a) mit dem Lesekopf auf dem Band ein Feld nach rechts gehen

(b) mit dem Lesekopf auf dem Band ein Feld nach links gehen

(c) in das Arbeitsfeld ein Symbol schreiben, das evtl. vorher vorhandene Symbol
wird

iiberschrieben.

Verschieben des Arbeitsfeldes um mehrere Schritte nach rechts oder links bzw.
Beschriften von mehreren Feldern lassen sich durch mehrmaliges Anwenden die-
ser Einzelschritte ausfiihren.

Diese Uberlegungen brachten Turing zu der Auffassung, das geschilderte Modell
der Berechenbarkeit sei universell, d.h. jede intuitiv berechenbare Funktion lasse
sich in seinem Modell berechnen. Sie sind ein starkes Argument fiir die Church-
sche These, denn tatséchlich sind die Turingmaschinen-berechenbaren Funktionen
genau die rekursiven; siehe 9.5.

9.2 Definition Eine Turingmaschine ist ein Automat, der sich in endlich vielen
wohldefinierten Zustédnden befinden kann und seine Aktionen in Abhéngigkeit
vom Zustand und dem Inhalt des Arbeitsfeldes ausfiihrt; hdufig spielt einer der
Zusténde als Anfangszustand z, und einer als Endzustand z, eine Sonderrolle.
Die mathematisch genaue Definition ist folgende. Eine Turingmaschine iiber dem
Alphabet A = {s1,...,s,} und der Zustandsmenge Z = {z1,...,2;} ist eine
Menge M von (Befehls-) Quadrupeln (d.h. Folgen der Lénge vier)

q:(zﬁsﬁfﬁzl)’

mit: z € Z und 7' € Z,s € AU{x}® f € AU {x}U{l,r} (wir nennen z den
Anfangszustand, z’ den Endzustand des Quadrupels, s das gelesene Symbol und

6 AU B ist die Vereinigungsmenge {z : x € A oder z € B}
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f die ausgefiihrte Aktion), so daf fiir jedes Paar (z,s) in M hdchstens ein Qua-
drupel g in M existiert, das mit z und s beginnt.

Die Arbeitsweise einer Turingmaschine denken wir uns so: befindet sich die Ma-
schine in einem gewissen Zeitpunkt im Zustand z und liest das Symbol s auf dem
Arbeitsfeld und ist ¢ = (z, s, f, 2’) dasjenige Quadrupel aus M, das mit z und s
beginnt, so geht sie in den Zustand 2z’ iiber. Vorher geht sie einen Schritt nach
rechts, falls f = r, einen Schritt nach links, falls f = [; falls f € AU {x}, schreibt
sie das Symbol f auf das Arbeitsfeld. Beginnt kein Quadrupel in M mit z und s,
so stoppt sie und hat damit die Rechnung beendet. — Setzt man die Maschine in
einem der Zusténde aus Z auf ein mit Symbolen aus AU {x} beschriebenes Band
an, so ist also ihr Rechnen durch die Quadrupel aus M eindeutig festgelegt.

9.3 Turing-berechenbare Funktionen Sei f : IN¥ < IN eine k-stellige par-
tielle Funktion. Wir nennen f Tuiing-berechenbar, wenn es eine Turingmaschine
M gibt, die folgendes leistet. M benutzt auler dem Leersymbol x das Alpha-
bet {0,1} und hat die Zustandsmenge Z mit zwei ausgezeichneten Zustéinden z,
und z.; M bearbeitet natiirliche Zahlen in Dualzahldarstellung. (Ebenso kann
man natiirlich Maschinen definieren, die natiirliche Zahlen in Dezimalzahl- oder
anderer Darstellung bearbeiten; wir legen uns hier der Deutlichkeit halber auf
eine bestimmte Darstellung fest). Sind x4, ..., 2z, € IN und wird die Maschine im
Zustand z, angesetzt auf die Situation

*x X1 kX To *k ... *XTp *x ...
T
bei der x4, ...,z in Dualschreibweise dargestellt sind, so stoppt sie nach endlich
vielen Schritten genau dann, wenn f(z1,...,xx) definiert ist, und zwar auf der

Bandkonfiguration

* f(:clxk) * ...
T

im Zustand z.. Im Arbeitsfeld soll dabei das am weitesten links gelegene Symbol
von x1 bzw. f(z1,...,x) stehen.

9.4 Beispiel Die folgende Maschine arbeitet mit dem Symbolvorrat {x,0,1}
und der Zustandsmenge {z,, 21, 22, 23, 2¢ }. Sie berechnet die Nachfolgerfunktion
s : IN - IN mit s(z) = x + 1. Im Anfangszustand z, liuft die Maschine ans
rechte Ende der Dualdarstellung von z, in den Zustédnden z; und 2o wird die 1
(mit Ubertrag) addiert, im Zustand z3 wird zuriick ans linke Ende der Darstellung
von x + 1 gelaufen. Schliellich bleibt die Maschine im Endzustand z, stehen.
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2, 07 24 2901 2
2o 172, 2301 23
2 * L2y 2311 23
2101 23 23 * T Ze
211029
21 *x 12z

9.5 Turing-Berechenbarkeit und Rekursivitéit Die Turing - berechenbaren
Funktionen sind genau die rekursiven. Der Beweis verlduft grundsitzlich wie
in 5.2: einerseits sieht man wie in 3.7, dafl jede rekursive Funktion Turing-
berechenbar ist, denn die Klasse der Turing-berechenbaren Funktionen umfaft
alle Ausgangsfunktionen und ist abgeschlossen unter Einsetzung, Rekursion und
Anwendung des u-Operators. Die Einzelheiten dieses Beweisteils sind allerdings
sehr miihsam, da bereits Turing-Berechnungen fiir die Ausgangsfunktionen recht
umfangreich sind - siehe Beispiel 9.4. Andererseits iiberlegt man wie in 5.5, daf} es
eine rekursive Funktion gibt, die (in Abhéngigkeit von e, z,...,z;) das schritt-
weise Rechnen der Turingmaschine mit Godelnummer e, angesetzt auf natiirliche
Zahlen xq, ..., xy, simuliert; daher ist jede Turing-berechenbare Funktion rekur-
siv.

10. Komplexitit

Im Gegensatz zu den prinzipiellen Betrachtungen zum Begriff der Berechenbarkeit
bzw. Entscheidbarkeit in den vorigen Abschnitten (siehe die Bemerkung am Ende
von Abschnitt 1) diskutieren wir hier fiir entscheidbare Probleme die Komplezitit
eines Algorithmus, d.h. den Aufwand an Zeit, Platz oder anderen Ressourcen, den
er benotigt. Der Einfachheit halber befassen wir uns nur mit der Zeitkomplexitit,
d.h. der Anzahl der Rechenschritte, verglichen mit der Linge der Eingabedaten.
Wenngleich in 10.1 und 10.2 die Begriffe “Linge” und “Anzahl der Rechenschrit-
te” fiir das Modell der Turingmaschine genauer definiert werden, ist es fiir die
Anschauung zweckméfig, sie weniger formal zu verstehen, wie es auch in einigen
der angedeuteten Beispiele geschieht.

10.1 Alphabete, Worte und Sprachen Sei A eine endliche Menge mit min-
destens zwei Elementen; wir nennen A ein Alphabet und die Elemente von A die
Buchstaben. Ein Wort iiber A ist eine endliche Folge w = s;...s, iiber A; die
Zahl n ist die Lange von w. Beispiele wiren etwa:

1. A={a,..., 2}

2. A={0,1} — die Worte iiber A sind die Dualdarstellungen natiirlicher Zah-
len

3. A=1{0,...,9} — die Worte iiber A sind die Dezimaldarstellungen natiirli-
cher Zahlen.
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Die Zahl Eintausendunddrei hat also die Dezimaldarstellung 1003 mit der Liange
4, ihre Dualdarstellung ist 11 1110 1011 mit der Lénge 10.

Mit A* bezeichnen wir die Menge aller Worte iiber A; sie ist ein effektiv gegebe-
ner Bereich im Sinne von Abschnitt 1. Jede Teilmenge L von A* nennen wir eine
Sprache oder auch ein Problem iiber dem Alphabet A; wir identifizieren L mit
dem Entscheidungsproblem “w € L?” fiir w € A* und interessieren uns fiir die
Komplexitit von Entscheidungsalgorithmen fiir entscheidbare Probleme L C A*.
Als Beispiel beschreiben wir informal eine fiir uns besonders interessante Spra-
che SAT, die wir schon in 1.2(c) angedeutet hatten. Thr Alphabet sei A =
{p,0,1,(,),, A, V}. Jede aussagenlogische Formel mit den Aussagenvariablen
Do, P1, P2, - - - konnen wir als Wort iiber A schreiben, wenn wir p, durch die Fol-
ge darstellen, die aus dem Buchstaben p und der Dualdarstellung von n besteht
— z.B. die Variable pg durch das Wort p1001. Nun sei SAT die Menge derjeni-
gen Worte iiber A, die eine erfiillbare Formel darstellen (erfiillbar = satisfiable
auf englisch); diese Sprache ist mit dem bekannten Wahrheitstafelverfahren ent-
scheidbar. Jedoch ist die Komplexitét dieses Verfahrens sehr hoch: fait man (grob
vereinfachend) in einer Formel w die Anzahl n der in w vorkommenden Varia-
blen als die Linge von w auf, so mul man eine Wahrheitstafel mit 2" Zeilen
ausrechnen, um zu entscheiden, ob w € SAT, d.h. fiir Worte mit der Linge n
sind (wiederum vereinfachend) 2" Rechenschritte erforderlich. Die Laufzeit des
Algorithmus wichst exponentiell mit der Linge n der Worte, er ist damit fiir
grofle Werte von n praktisch undurchfiihrbar.

10.2 Polynomiell entscheidbare Probleme; die Klasse P Sei L eine ent-
scheidbare Sprache iiber dem Alphabet A. L heifit in polynomieller Zeit ent-
scheidbar, falls es eine Turingmaschine M gibt, die L entscheidet (d.h. die cha-
rakteristische Funktion x, : A* — {0, 1} berechnet) und ein Polynom p(z) mit
Koeffizienten aus IV, so dafl folgendes gilt: fiir jedes Wort w in A* mit der Linge
n erfordert die Berechnung von x,(w) durch M héchstens p(n) Schritte. Als einen
Schritt verstehen wir dabei die Abarbeitung eines Befehlsquadrupels von M. Mit
P bezeichnen wir die Klasse aller in polynomieller Zeit entscheidbaren Sprachen
(iiber beliebigen endlichen Alphabeten).

Die obige Definition der Klasse P wird dem Leser zun&chst recht verwickelt er-
scheinen; man ist aber iiberzeugt, dal P eine wichtige und natiirliche Klasse
von Entscheidungsproblemen beschreibt. Es ist z.B. nicht allzu schwierig einzu-
sehen, daf} die Definition von P weitgehend unabhéngig ist vom gewéhlten Bere-
chenbarkeitsmodell, der Definition der Begriffe “Rechenschritt” und “Léinge eines
Wortes”. Kurz gesagt, liegt ein Problem genau dann in P, wenn es entscheidbar
ist durch einen Algorithmus, dessen Rechenzeit fiir alle Eingaben der Lénge n
beschrinkt ist durch p(n), wobei p(z) eine Polynomfunktion ist. Fiir viele ent-
scheidbare Probleme zeigen bereits die gingigsten Entscheidungsalgorithmen die
Zugehorigkeit zu P.
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10.3 Die These von Cook und Karp Die Cook-Karpsche These ist die folgen-
de nach den amerikanischen Informatikern Stephen A. Cook und Richard M. Karp
benannte Behauptung: eine Sprache L C A* ist genau dann praktisch entscheid-
bar, wenn sie zu P gehort. Anschaulich gesprochen: praktisch entscheidbar sind
genau die in polynomieller Zeit entscheidbaren Probleme.“Praktisch entscheid-
bar” (auf englisch: tractable) bedeutet dabei, dafl es ein Entscheidungsverfahren
gibt, das sich nicht nur grundsétzlich, sondern mit realistisch vertretbarem Auf-
wand durchfiihren 1483t.

Die Cook-Karpsche These ist philosophisch sicherlich weniger abgesichert als
Churchs These, zumal der Begriftf “praktisch entscheidbar” recht vage ist; sie wird
aber in der theoretischen Informatik weitgehend akzeptiert. Zwingend scheint
jedenfalls die schwichere ihrer Implikationen: ein Algorithmus, dessen Laufzeit
nicht polynomiell beschriankt ist, ist nicht praktisch durchfiihrbar.

10.4 Nichtdeterministische Algorithmen Interessanterweise lassen sich viele
wichtige Entscheidungsprobleme in polynomieller Zeit 16sen, wenn man einen we-
sentlich liberalisierten Algorithmenbegriff zugrunde legt, den des nichtdetermini-
stischen Algorithmus oder Zufallsalgorithmus. Im Gegensatz zur Definition eines
deterministischen Algorithmus in Abschnitt 1 darf bei einem Zufallsalgorithmus
in manchen Schritten des Rechenverfahrens eine Wahl zwischen mehreren (jedoch
endlich vielen) Moglichkeiten getroffen werden; wir stellen uns vor, dafi der Rech-
ner eine der erlaubten Moglichkeiten “rédt” bzw. seine Wahl durch Wiirfeln oder
Anwenden eines Zufallsgenerators trifft.

Fiir einen Zufallsalgorithmus o und ein gegebenes Wort w in A* als Eingabe kann
es mehrere Rechengéinge gemifl o geben. Wir nennen einen solchen Rechengang
eine w akzeptierende Berechnung, wenn der Rechner nach endlich vielen Schritten
stehen bleibt und die Ausgabe 1 zeigt; w heifit dann von « akzeptiert. Die Menge
aller von o akzeptierten Worte w € A* nennen wir die von « akzeptierte Sprache.
Diese informalen Betrachtungen lassen sich durch eine Abinderung des Begriffs
der Turingmaschine sehr leicht prizisieren: Wir nennen (mit einem etwas ungliick-
lichen Sprachgebrauch) jede Menge M von Quadrupeln ¢ = (z, s, f, 2') wie in 9.2
eine nichtdeterministische Turingmaschine, wobei aber jetzt die Forderung aus
9.2 entfiillt, daf} fiir jedes Paar (z,s) (2 Zustand, s Symbol) hichstens ein Qua-
drupel in M mit z und s beginnt. Beginnen mehrere Befehlsquadrupel von M
mit demselben Paar (z,s), so darf der Rechner einen dieser Befehle wihlen und
mit ihm weiterrechnen.

Das Erfiillbarkeitsproblem SAT aus 10.1 148t sich mit einem nichtdeterministi-
schen Algorithmus schnell, ndmlich mit polynomiellem Zeitaufwand, l16sen: fiir
eine gegebene aussagenlogische Formel w, in der n Variable vorkommen, rit der
Algorithmus fiir jede der Variablen einen Wahrheitswert (grob gesprochen, n Re-
chenschritte) und berechnet dann den Wahrheitswert von w unter der geratenen
Belegung der Variablen mit Wahrheitswerten (insgesamt n+ 1 Schritte). Die von
diesem Algorithmus akzeptierten Formeln sind genau die erfiillbaren.
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10.5 Die Klasse NP; das P=NP-Problem Eine Sprache L C A* gehort zur
Klasse NP (sie ist nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbar), falls
es einen nichtdeterministischen Algorithmus o und ein Polynom p gibt mit:

1. L ist die von « akzeptierte Sprache

2. fiir jedes w € L von der Léinge n gibt es (mindestens) einen Rechengang geméf
a, der w akzeptiert und héchstens die Linge p(n) hat.

7.B. liegt nach der Beweisskizze aus 10.4 das Erfiillbarkeitsproblem SAT in NP.
Offensichtlich gilt P C NP: jedes deterministisch in polynomieller Zeit entscheid-
bare Problem ist insbesondere nichtdeterministisch in polynomieller Zeit ent-
scheidbar. Offen ist jedoch das

P=NP-Problem Ist P = NP, d.h. ist jedes nichtdeterministisch in polynomi-
eller Zeit entscheidbare Problem auch deterministisch in polynomieller Zeit ent-
scheidbar?

Es gilt als das beriihmteste ungeloste Problem der theoretischen Informatik. Eine
positive Losung (die allerdings nach allgemeiner Einschéitzung sehr unwahrschein-
lich ist) wiirde bedeuten, dafl zahlreiche Probleme, fiir die bisher nur Algorithmen
mit groffem (i. a. exponentiellem) Zeitaufwand bekannt sind, schnelle Lsungsal-
gorithmen haben, d.h. praktisch entscheidbar sind.

10.6 NP-vollstindige Probleme Wie in 8.5 fiir rekursiv aufzédhlbare Men-
gen kann man auch fiir entscheidbare Sprachen einen der Komplexitétstheorie
angepafiten Begriff der Reduzierbarkeit betrachten. Wir nennen eine Sprache K
polynomiell reduzierbar auf die Sprache L, falls es eine Funktion s : A* — A* gibt
mit:

1. s reduziert K auf L, d.h. fiir alle w € A* gilt

we K<<= s(w)eL

2. s ist durch einen deterministischen Algorithmus in polynomieller Zeit bere-
chenbar (d.h. es gibt ein Polynom p, so da8} fiir w € A* mit der Linge n der Wert
s(w) in héchstens p(n) Schritten berechnet wird).

Eine Sprache L heifit NP-vollstéindig, falls sie selbst zu NP gehort und jede wei-
tere Sprache K € NP polynomiell auf L reduzierbar ist. Die NP-vollstindigen
Probleme sind die “schwierigsten” in NP, ebenso wie in 8.5 die Menge H* (die
Codierung des Halteproblems) die komplizierteste rekursiv aufziihlbare Menge
war.

Die NP-vollstindigen Probleme bilden eine interessante Klasse, da zahlreiche
Probleme in NP, darunter auch praktisch relevante aus der diskreten Mathema-
tik, sich als NP-vollstindig erwiesen. Eines dieser Probleme ist, wie Cook bewie-
sen hat, das Erfiillbarkeitsproblem SAT. Auflerdem 1483t sich das P = NP- Pro-
blem auf die Betrachtung NP-vollstidndiger Probleme zuriickfiihren: es ist leicht
zu sehen, dafl P = NP schon dann gilt, wenn wenigstens ein NP- vollstéindiges
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Problem in P liegt. Nach dem Satz von Cook ist also genau dann P = NP, wenn
SAT € P.
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