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1. Â ðàáîòàõ àâòîðà [7], [8], [9], [15] áûëà äîêàçàíà òåîðåìà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ ñîáîé îáîáùåíèå ôîðìóëû Ãåðîíà äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà íà
îáúåìû îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Èìåííî, ïóñòü P � îðèåíòèðó-
åìûé ìíîãîãðàííèê ñ êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì K. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K, òðèàíãóëèðóþùåãî íåêîòîðîå îðèåí-
òèðóåìîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M , äàíî åãî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
P : K → R3, ëèíåéíîå íà êàæäîì ñèìïëåêñå êîìïëåêñà K, â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî K çàäàí êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî åâêëèäîâûõ òðåóãîëüíèêîâ
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðàâèëîì îòîæäåñòâëåíèÿ èõ ñòîðîí è âåðøèí. Ãåî-
ìåòðè÷åñêèé îáðàç P (K) ìíîãîãðàííèêà â R3 ìîæåò èìåòü î÷åíü ñëîæíîå
ñòðîåíèå, ñ êàêèìè-òî âûðîæäåíèÿìè, ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè è ò.ä. Ïîýòî-
ìó ïîíÿòèå îáúåìà äëÿ òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî óòî÷-
íåíèÿ, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî îáúåì V ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå
êàê ñóììà îðèåíòèðîâàííûõ îáúåìîâ òåòðàýäðîâ, èìåþùèõ íåêîòîðóþ
îáùóþ âåðøèíó O, è ñ îñíîâàíèÿìè íà ñîãëàñîâàííî îðèåíòèðîâàííûõ
ãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêà, ñ÷èòàÿ, ÷òî îðèåíòàöèÿ íà ãðàíè P (K) ïåðåíåñåíà
îòîáðàæåíèåì P : K → R3 èç ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé îðèåíòàöèè ìíî-
ãîîáðàçèÿ M . Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííûé îáúåì íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè O è äëÿ âëîæåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ îí ñîâïàäàåò ñ èõ îáû÷íûì îðè-
åíòèðîâàííûì îáúåìîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (l) = (l21, . . . , l

2
e) ñîâîêóïíîñòü

êâàäðàòîâ äëèí ðåáåð ìíîãîãðàííèêà, ïðîíóìåðîâàííûõ â íåêîòîðîì ïî-
ðÿäêå, ãäå e � ÷èñëî ðåáåð. Òîãäà óïîìÿíóòîå âûøå îáîáùåíèå ôîðìóëû
Ãåðîíà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà P ñ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè ñó-
ùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå

Q(V, l) = V 2N + a1(l)V 2N−2 + . . . + aN−1(l)V 2 + aN (l) = 0, (1)

òàêîå, ÷òî îáîáùåííûé îáúåì V ìíîãîãðàííèêà P ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû ai ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò
(l) = (l21, . . . , l

2
e) ñ íåêîòîðûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ K ìíîãîãðàííèêà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò No. 99-01-
00867 è ÈÍÒÀÑ-ÐÔÔÈ, ãðàíò No. 97-01-71010.
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Òàêèì îáðàçîì, èìååì, ÷òî îáúåìû âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ, èçîìåòðè÷íûõ
â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ìíîãîãðàííèêó P , òîæå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè òîãî
æå óðàâíåíèÿ (1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îáúåì ìíîãîãðàííèêà
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé (âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íîé) åãî ìåòðèêè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî çíàòü àëãåáðàè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèÿ (1).
Ïóñòü (x3i+1, x3i+2, x3i+3), 0 ≤ i ≤ n − 1, � êîîðäèíàòû âñåõ n âåð-
øèí ìíîãîãðàííèêà è ïóñòü òî÷êà O âûáðàíà â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà
îðèåíòèðîâàííûé îáúåì êàæäîãî òåòðàýäðà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, èäóùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â âåðøèíû ãðàíåé
ìíîãîãðàííèêà, è ïîýòîìó îáîáùåííûé îáúåì V ìíîãîãðàííèêà áóäåò âû-
ðàæàòüñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåðøèí êàê íåêîòîðûé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 3. Äàëåå, êâàäðàòû äëèí ðåáåð òîæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäè-
íàòû âåðøèí êàê íåêîòîðûå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2. Ýòè äâà
ôàêòà ìû áóäåì çàïèñûâàòü êàê

V = V (x), l = l(x), (2)

èìåÿ â âèäó, ÷òî x îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîîðäèíàò âñåõ âåðøèí,
çàíóìåðîâàííûõ â íåêîòîðîì ïðîèçâîëüíîì, íî ôèêñèðîâàííîì ïîðÿäêå.
Òàê âîò, òî, ÷òî îáúåìû âñåõ èçîìåòðè÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ ÿâëÿþòñÿ êîð-
íÿìè îäíîãî è òîãî æå ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), âûðàæàåòñÿ ñëåäó-
þùèì àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâîì ìíîãî÷ëåíà Q(V, l): åñëè ìû ïîäñòàâèì â
Q çíà÷åíèÿ V è l èç (2) êàê ìíîãî÷ëåíîâ îò x, òî ïîëó÷èì òîæäåñòâåííûé
íóëü, ò.å.

Q(V (x), l(x)) ≡ 0 îòíîñèòåëüíî âñåõ x1, . . . , x3n. (3)

Îêàçûâàåòñÿ, îïðåäåëèìîñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îáúåìà ìíîãîãðàí-
íèêà ïî åãî êîìáèíàòîðíîìó ñòðîåíèþ K è íàáîðó äëèí ðåáåð äàåò ÷ðåç-
âû÷àéíî áîãàòóþ èíôîðìàöèþ, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîé óäàåòñÿ äàòü
àëãîðèòìè÷åñêîå ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêè âñåõ îñíîâíûõ âîïðîñîâ ìåòðè÷å-
ñêîé òåîðèè ìíîãîãðàííèêîâ, ïî êðàéíåé ìåðå òåõ, ÷òî íàõîäÿòñÿ â îáùåì
ïîëîæåíèè. Íàïðèìåð, ìîæíî ðåøèòü òàêèå âîïðîñû, êàê âû÷èñëåíèå äëèí
äèàãîíàëåé ìíîãîãðàííèêà, íàõîæäåíèå óãëîâ ìåæäó ãðàíÿìè ñ ïîñëåäóþ-
ùèì ïðèìåíåíèåì ýòîé èíôîðìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èçîìåòðè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè äàííîé ìíîãîãðàííîé ìåòðèêè è ò.ä. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû
äàäèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 ê òàêèì âîïðîñàì.

2. Íà÷íåì ñ ïðîáëåìû èçîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè â R3 äàííîé ïîëè-
ýäðàëüíîé ìåòðèêè. Â íàøåé ïîñòàíîâêå ýòà ïðîáëåìà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî K åâêëèäîâûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñ òàêèì
ïðàâèëîì îòîæäåñòâëåíèÿ èõ ñòîðîí è âåðøèí, ïðè êîòîðîì ïåðåñå÷åíèå
ëþáîé ïàðû òðåóãîëüíèêîâ èëè ïóñòî, èëè ñîñòîèò èç îäíîé îáùåé âåðøè-
íû èëè èç îäíîé îáùåé ñòîðîíû, òàê ÷òî ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ ìû äîëæíû
ïîëó÷èòü íåêîòîðîå êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, äëÿ êîòîðî-
ãî K ÿâëÿåòñÿ åãî òðèàíãóëÿöèåé; èùåòñÿ ìíîãîãðàííèê P : K → R3, òà-
êîé, ÷òî òðåóãîëüíèêè èç K ÿâëÿþòñÿ åãî ãðàíÿìè (â òîì ñìûñëå, ÷òî
îáðàç P (F ) êàæäîé ãðàíè F èç K ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì â R3, êîí-
ãðóåíòíûì F ). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå P : K → R3 äîëæíî äàòü
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èçîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ (ìû íå ãîâîðèì îá èçîìåòðè÷åñêîì ïîãðóæå-
íèè, òàê êàê ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå ìîæåò è íå îêàçàòüñÿ ïîãðóæåíèåì
â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå, áîëåå òîãî, â íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ
èçîìåòðè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ ìîæåò íå áûòü äàæå àïðèîðè) ìåòðè÷åñêîãî
ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K â R3 ñ ñîõðàíåíèåì äâóìåðíûõ ñèìïëåê-
ñîâ êàê ãðàíåé. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ðåàëèçàöèè êîìïëåêñ K
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íàòóðàëüíóþ ðàçâåðòêó ìíîãîãðàííèêà P (K).
Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îá èçîìåòðè÷åñêîì ïîãðóæåíèè äî íåäàâíåãî
âðåìåíè íå áûëî èçâåñòíî íèêàêîãî � íè ïîëîæèòåëüíîãî, íè îòðèöàòåëü-
íîãî � ðåçóëüòàòà2. Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå
íåîáõîäèìîå óñëîâèå èçîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè ìíîãîãðàííîé ìåòðè-
êè: äëÿ òîãî, ÷òîáû äàííàÿ ìåòðè÷åñêèì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì
K ìíîãîãðàííàÿ ìåòðèêà áûëà èçîìåòðè÷åñêè ðåàëèçóåìà (âëîæèìà) â
R3, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí Q(V ), ïîñòðîåííûé ïî êîìáèíàòîðíî-
ìó ñòðîåíèþ è ìåòðèêå K, èìåë õîòÿ áû îäèí íåîòðèöàòåëüíûé (ïîëî-
æèòåëüíûé) êîðåíü V 2.

Âîïðîñ î íàõîæäåíèè êàêîãî-ëèáî äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ èçîìåòðè÷å-
ñêîé ðåàëèçóåìîñòè äàííîé ìíîãîãðàííîé ìåòðèêè îñòàåòñÿ ïîêà îòêðû-
òûì, íî ìû ìîæåì óêàçàòü äëÿ êàæäîé äàííîé ðàçâåðòêè àëãîðèòì ïðî-
âåðêè òàêîé âîçìîæíîñòè. Äëÿ ýòîãî ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ
â îáùåì ïîëîæåíèè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé óñòàíîâèòü êîíå÷-
íîñòü ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äâóãðàííûõ óãëîâ ìåæäó ãðàíÿìè
âî âñåõ ïàðàõ ãðàíåé ñ îáùèì ðåáðîì. Îäíîâðåìåííî àëãîðèòì äàåò ñïîñîá
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ óãëîâ. Î÷åâèäíî, çíàíèå âåëè÷èíû äâóãðàííîãî
óãëà ìåæäó äâóìÿ ãðàíÿìè ñ îáùèì ðåáðîì ðàâíîñèëüíî çíàíèþ äëèíû
äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùåé òå äâå âåðøèíû ãðàíåé, êîòîðûå íå èíöèäåíòíû
èõ îáùåìó ðåáðó. Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå äèàãîíàëè ìàëûìè. Ïîêàæåì,
÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Äëÿ êàæäîé ìàëîé äèàãîíàëè åñòü ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíå-
íèå, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò òîëüêî îò ìåòðèêè è êîìáèíàòîð-
íîãî ñòðîåíèÿ ìíîãîãðàííèêà, è äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ â îáùåì ïîëîæåíèè
îíè íå âñå ðàâíû íóëþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì áóäåò íóæíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Ïóñòü lk � äëèíà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàííîãî ðåáðà â
ìíîãîãðàííèêàõ äàííîãî êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ K. Òîãäà íå ìîæåò
áûòü, ÷òîáû ìåæäó äëèíàìè ðåáåð ýòèõ ìíîãîãðàííèêîâ ñóùåñòâîâàëà
çàâèñèìîñòü âèäà 3

L(l̂k, l))
def
≡ A0(l̂k)lSk + . . . + AS−1(l̂k)lk + AS(l̂k) = 0, (4)

2Â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [1], [4] î ñóùåñòâîâàíèè èçîìåòðè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ ïîëèýä-
ðàëüíûõ ìåòðèê íå ïðåäïîëàãàåòñÿ è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äàííàÿ â âèäå
K ðàçâåðòêà èñêîìîãî ìíîãîãðàííèêà îêàæåòñÿ åãî íàòóðàëüíîé ðàçâåðòêîé.

3Òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèå (4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äëèí ðåáåð èìåííî ìíîãîãðàííèêîâ,
à íå äëÿ äëèí îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K, îçíà÷àåò, ÷òî ïîäñòàíîâêà â (4)
çíà÷åíèé l = l(x) èç (2) îáðàùàåò ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî L(l̂k(x), l(x)) ≡ 0.
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òàêàÿ, ÷òî A2
0(l̂k)+ . . .+A2

S−1(l̂k) 6= 0 ïðè l21 + . . .+ l2k−1 + l2k+1 + . . . l2e 6= 0,
ãäå e � ÷èñëî ðåáåð, à çàïèñü l̂k îçíà÷àåò, ÷òî â àðãóìåíòå ó÷àñòâóþò
âñå äëèíû l1, . . . , le, êðîìå lk.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â K êîíöåâûå âåðøèíû k-ãî ðåáðà èìåþò íî-
ìåðà i è j, à ïðèëåãàþùèå ê ýòîìó ðåáðó ãðàíè F è G èìåþò âåðøèíû
i, j, p è i, j, q. Ïîñòðîèì â R3 ìíîãîãðàííèê P (K) ïî ñëåäóþùåìó îòîáðà-
æåíèþ P : K → R3: âåðøèíàì i, j, p è q ñîïîñòàâèì ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè
Mi(0, yi, zi),Mj(0, yj , zj),Mp(a, 0, 0) è Mq(−a, 0, 0), a 6= 0, à âñå îñòàëüíûå
âåðøèíû îòîáðàçèì â íåêîòîðûå òî÷êè íà îñè Ox. Òåïåðü áóäåì âðàùàòü
òî÷êè Mi è Mj âîêðóã îñè Ox, îñòàâëÿÿ âñå îñòàëüíûå âåðøèíû íà ìåñòå. Â
ïðîöåññå òàêîé äåôîðìàöèè áóäåì ïîëó÷àòü íîâûå ìíîãîãðàííèêè Pt ñ òåì
æå êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì K. Ïðè ýòîì äëèíû âñåõ ðåáåð, êðîìå k-ãî,
íå èçìåíÿþòñÿ, è ïîýòîìó íàëè÷èå óðàâíåíèÿ (4) ñ óêàçàííûì â óñëîâèÿõ
ëåììû ñâîéñòâîì îçíà÷àëî áû, ÷òî ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ äëèí l1, . . . , lk−1,
lk+1, . . . , le, íå âñå ðàâíûõ íóëþ, äëèíà lk ìîãëà áû èìåòü òîëüêî íåêîòîðîå
êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó íåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ
lk â ïðîöåññå âðàùåíèÿ ìíîãîãðàííèêà. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû äëÿ ãîìåîìîðôíûõ ñôåðå ìíî-
ãîãðàííèêîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì æåñòêîñòè ñòðîãî âûïóêëûõ ìíîãîãðàí-
íèêîâ è âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ äëÿ êàæäîé òðèàíãóëÿöèè ñôåðû èçî-
ìîðôíîãî åé âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà, ñì. îá ýòîì áîëåå ïîäðîáíî â [3].

Äàäèì äîñòàòî÷íî äåòàëüíîå èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.
Ïóñòü < CD > � ìàëàÿ äèàãîíàëü â ìíîãîãðàííèêå P (ðèñ. 1) äëÿ äâó-
ãðàííîãî óãëà ìåæäó ãðàíÿìè < ABC > è < ABD > ñ îáùèì ðåáðîì
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Ðèñ. 1
ìíîãîãðàííèê P ìíîãîãðàííèê P1

< AB >. Âûáðîñèì ýòè äâå ãðàíè è çàêëåèì îáðàçîâàâøóþñÿ äûðó äâóìÿ
íîâûìè ãðàíÿìè < ADC > è < BDC >; ïîëó÷èì íîâûé ìíîãîãðàííèê P1,
äëÿ êîòîðîãî ìàëàÿ äèàãîíàëü < CD > ìíîãîãðàííèêà P ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç ðåáåð. Òàê æå êàê îáúåì V = vol(P ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (1),
îáúåì V1 = vol(P1) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ âèäà

Q1 = V 2q
1 + a1(l̂, d)V 2q−2

1 + . . . + aq(l̂, d) = 0, (5)

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû ai, 1 ≤ i ≤ q, çàâèñÿò îò äëèí ðåáåð ìíîãî-
ãðàííèêà P (íî íå îò äëèíû ðåáðà < AB >, ÷òî îòðàæåíî â îáîçíà÷åíèè
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l̂) è äëèíû d äèàãîíàëè < CD >. Îáúåìû V = vol(P ) è V1 = vol(P1)
îòëè÷àþòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåì VT ≥ 0 òåòðàýäðà < ABCD >:

V1 = V + εVT , ε = ±1.

Èñêëþ÷àåì îòñþäà ε è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

V 4
1 − 2(V 2 + V 2

T )V 2
1 + (V 2 − V 2

T )2 = 0. (6)

Ðàññìàòðèâàÿ (5) è (6) êàê óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáùåé ïåðåìåííîé v =
V 2

1 , ìû äîëæíû èìåòü ðàâåíñòâî íóëþ èõ ðåçóëüòàíòà R, ÿâëÿþùåãîñÿ
îïðåäåëèòåëåì ïîðÿäêà q + 2:

R =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 a3 ... aq 0
0 1 a1 a2 ... aq−1 aq

1 (∗) (V 2 − V 2
T )2 0 ... 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 ... ... (V 2 − V 2
T )2 0

0 0 0 ... .. (∗) (V 2 − V 2
T )2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (7)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå (∗) = −2(V 2 + V 2
T ).
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L
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l2

l1

l3

l4

Ðèñ. 2

Îáúåì òåòðàýäðà (ñì. ðèñ. 2) âû÷èñëÿåòñÿ

ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå

144V 2
T = L2d2(l21 + l23 + l22 + l24 − L2−d2)+

+l21l
2
4(L

2 + d2 + l22 + l23 − l21 − l24)+

+l23l
2
2(L

2 + d2 + l21 + l24 − l23 − l22)−

−L2(l21l
2
2 + l23l

2
4)− d2(l21l

2
3 + l22l

2
4). (8)

(îáîçíà÷åíèÿ äëèí ïîíÿòíû èç ðèñóíêà). Êîãäà ìû ðàñêðîåì ýòîò îïðå-
äåëèòåëü è ñîáåðåì ñëàãàåìûå ïðè ñòåïåíÿõ d, òî ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (8)
ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî d íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí âèäà

A0(l̂, L, V )d2s + A1(l̂, L, V )d2s−2 + . . . + As(l̂, L, V ) = 0. (9)

Óðàâíåíèÿ (5) è (6) âåðíû äëÿ âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ îäíèì è òåì æå äàí-
íûì êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì, ò.å. îíè âûïîëíåíû òîæäåñòâåííî îòíîñè-
òåëüíî x = (x1, . . . , x3n), êîãäà âìåñòî äëèí ðåáåð, äèàãîíàëåé è îáúåìîâ
ïîäñòàâëåíû èõ çíà÷åíèÿ (2) ÷åðåç êîîðäèíàòû âåðøèí ìíîãîãðàííèêîâ.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè â êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (5) è (6) îòíîñèòåëüíî
v = V 2

1 ïîäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ äèàãîíàëè d, îáúåìà V è äëèí âñåõ ðåáåð
ìíîãîãðàííèêà P êàê ôóíêöèé îò x, òî îíè âñåãäà èìåþò îáùåå ðåøåíèå
v(x) = V 2

1 (x), ïîýòîìó èõ ðåçóëüòàíò

R(x) = R(l̂(x), L(x), d(x), V (x)) ≡ 0. (10)
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Íàøà çàäà÷à � ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â (9) îñòàâèòü d êàê ïåðåìåííóþ, òî òîæ-
äåñòâåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ (x, d) íå áóäåò. Ýòî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â êîýôôèöèåíòû Ai, 0 ≤ i ≤ s− 1,
óðàâíåíèÿ (9) âìåñòî äëèí ðåáåð è îáúåìà èõ âûðàæåíèé (2) ÷åðåç êîîð-
äèíàòû âåðøèí ìû ïîëó÷èì õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò ïðè íåíóëåâîé
ñòåïåíè d, êîòîðûé íå îêàæåòñÿ ðàâíûì òîæäåñòâåííî íóëþ. Äîïóñòèì
îáðàòíîå è èññëåäóåì ðàñïðåäåëåíèå â (9) ñòåïåíåé ïåðåìåííîé L. Ïî òåî-
ðåìå î âåñå îáùèé j-é ÷ëåí (ìîíîì) ðåçóëüòàíòà (7) èìååò âèä

cja
µ

(j)
1

1 · . . . · aµ
(j)
q

q (−2)ν
(j)
1 (V 2 + V 2

T )ν
(j)
1 (V 2 − V 2

T )2ν
(j)
2 , (11)

ãäå cj � íåêîòîðîå îòëè÷íîå îò íóëÿ öåëîå ÷èñëî, à íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå
÷èñëà µ

(j)
0 , µ

(j)
1 . . . , ν

(j)
2 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

µ
(j)
0 + µ

(j)
1 + . . . + µ(j)

q = 2, ν
(j)
0 + ν

(j)
1 + ν

(j)
2 = q,

µ
(j)
1 + 2µ

(j)
2 + . . . + qµ(j)

q + ν
(j)
1 + 2µ

(j)
2 = 2q. (12)

Â êîýôôèöèåíòàõ ai ïåðåìåííîé L íåò âîâñå, à ñ ó÷åòîì âèäà ìíîæèòå-
ëåé (V 2 + V 2

T )ν
(j)
1 (V 2 − V 2

T )2ν
(j)
2 , è ôîðìóë (8) è (12), ìîæíî óáåäèòüñÿ,

÷òî ïåðåìåííàÿ L âõîäèò â ðåçóëüòàíò â íàèâûñøåé ñòåïåíè â åäèíñòâåí-
íîì ìîíîìå cL8qd4q, ãäå ïîñòîÿííàÿ c = 1/1442q. Âûïèøåì êîýôôèöèåíò
A2s−4q(l̂, L, V ) ïðè d4q. Â íåì îáÿçàòåëüíî åñòü ñëàãàåìîå cL8q, êîòîðîìó íå
ñ ÷åì óíè÷òîæèòüñÿ, òàê êàê âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ïåðåìåííàÿ L
èìååò ìåíüøóþ ñòåïåíü, ñëåäîâàòåëüíî, A2s−4q(l̂, L, V ) 6= 0 òîæäåñòâåííî
êàê ôóíêöèÿ âûïèñàííûõ àðãóìåíòîâ. Ïðåäñòàâèì A2s−4q(l̂, L, V ) êàê ìíî-
ãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî V è ïóñòü îí ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî êàê ôóíêöèÿ
îò x. Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

B0(l̂, L)V 2p + . . . + Bp−1(l̂, L)V 2 + Bp(l̂, L) = 0, (13)

ãäå ñòåïåíè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ Bi, 0 ≤ i ≤ p − 1, îòíîñèòåëüíî L ìåíü-
øå 8q, à Bp(l̂, L) = cL8q + B

(0)
p (l̂, L), ïðè÷åì ñòåïåíü B

(0)
p îòíîñèòåëüíî L

ìåíüøå 8q.
Âûïèøåì òåïåðü êîýôôèöèåíò As(l̂, L, V ) â (9) ïðè d0. Òóäà, â ÷àñòíî-

ñòè, âîéäåò ìîíîì V 4q èç R, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç âèäà (11) îáùåãî ÷ëåíà
ðåçóëüòàíòà ïðè çíà÷åíèÿõ ñòåïåíåé µ0 = 2, µ1 = . . . = µq = 0, ν0 = ν1 =
0, µ2 = q, ïðè÷åì âî âñåõ îñòàëüíûõ ìîíîìàõ ñòåïåíü V ìåíüøå ÷åì 4q.
Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â (9) ïðè íåíóëåâûõ ñòåïåíÿõ
d îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâåííûé íóëü îòíîñèòåëüíî x; ñîãëàñíî (10), òîæ-
äåñòâåííî ðàâåí íóëþ îòíîñèòåëüíî x è ñàì ðåçóëüòàíò. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîýôôèöèåíò As(x) òîæå äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Òîãäà èìååì:

V 4q + C1(l̂, L)V 4q−2 + . . . + C2q(l̂, L) = 0. (14)

Èñêëþ÷èì òåïåðü èç óðàâíåíèé (13) è (14) îáùóþ ïåðåìåííóþ v = V 2.
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Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ðåçóëüòàíòà

R1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 C1 ... ... ... 0 0
0 1 ... ... ... 0 0
...

...
. . .

...
...

... 0
0 0 ... 1 ... C2q−1 C2q

B0 B1 ... Bp ... 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 ... ... ... Bp−1 Bp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (15)

Ñíîâà âûïèñûâàÿ îáùèé ÷ëåí ðåçóëüòàíòà è èññëåäóÿ ñòåïåíè ïåðåìåííîé
L, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íàèâûñøàÿ ñòåïåíü L â ðåçóëüòàíòå (15) áûâàåò
â åäèíñòâåííîì ìîíîìå c2qL16q2

. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òîæäåñòâî
R1(l̂(x), L(x)) ≡ 0 ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ðàâåíñòâî

c0L
16q2

+ c1(l̂)L16q2−2 + . . . + c8q2(l̂) = 0, c0 = c2q,

ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî x, ò.å. â ìíîãîãðàííèêàõ òàêîãî
êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ K êàê ó P , îäíî ðåáðî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè
äðóãèõ ðåáåð, ÷òî ïî ëåììå 1 íåâîçìîæíî. Òåì ñàìûì íå ìîæåò áûòü,
÷òîáû ìíîãî÷ëåí (9) îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè d áûë íóëåâûì. Òåîðåìà 2
äîêàçàíà.

Èç ýòîé òåîðåìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì òàêèå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ â îáùåì ïîëîæåíèè èõ ìàëûå äèàãî-
íàëè ïðè äàííûõ äëèíàõ ðåáåð ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
çíà÷åíèé, îïðåäåëÿåìûõ êàê êîðíè óðàâíåíèé âèäà (9), â êàæäîì èç êîòî-
ðûõ âìåñòî V 2 ïîäñòàâëåíû ïîî÷åðåäíî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòà
îáúåìà ìíîãîãðàííèêà, ïîëó÷àåìûå êàê íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè óðàâíå-
íèÿ (1) îòíîñèòåëüíî V 2.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîãðàííèê áûë èçãèáàåìûì, íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû õîòÿ áû äëÿ îäíîé ìàëîé äèàãîíàëè â ñîîòâåòñòâóþùåì
óðàâíåíèè (9) âñå êîýôôèöèåíòû Ai(l, V ) = 0, 0 ≤ i ≤ K, ïðè çíà÷åíèÿõ
äëèí ðåáåð è îáúåìà ýòîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ñëåäñòâèå 3. Ïî÷òè âñå ìíîãîãðàííèêè â R3 ÿâëÿþòñÿ íåèçãèáàåìûìè.

Óòâåðæäåíèå Ñëåäñòâèÿ 3 â ñëó÷àå ìíîãîãðàííèêîâ ðîäà g = 0 äîêà-
çàíî â [12], äëÿ ðîäà g = 1 è âûøå îíî èçâåñòíî òîëüêî â ïðåïðèíòíûõ
ïóáëèêàöèÿõ � [13] è [17] äëÿ ñëó÷àÿ g = 1, à äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ � â [14] ñ
î÷åíü ñëîæíûì äîêàçàòåëüñòâîì (ïðàâäà, â ëþáîé ðàçìåðíîñòè).

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè âû÷èñëåíèè ìàëûõ äèàãîíàëåé ìîæíî è íå îáðà-
ùàòüñÿ ê çíà÷åíèÿì îáúåìà ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èñêëþ-
÷èòü ïåðåìåííóþ V èç óðàâíåíèé (1) è (9) è ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíîå
óðàâíåíèå ñòåïåíè 2Ns îòíîñèòåëüíî d2 ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè
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òîëüêî îò äëèí ðåáåð. Íî ïðè ýòîì âîçðàñòåò ÷èñëî íåíóæíûõ âû÷èñëå-
íèé, òàê êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè îáúåìîâ ìû ó÷èòûâàåì òîëüêî íåîòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîðíåé V 2 óðàâíåíèÿ (1) è ïîýòîìó ÷èñëî çíà÷åíèé
d2 ïîëó÷àåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíüøå ÷åì 2Ns.

Èç Ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîãî-
ãðàííèêîâ ñ èõ äàííîé íàòóðàëüíîé ðàçâåðòêîé: íàõîäÿòñÿ âñå íåîòðèöà-
òåëüíûå êîðíè V 2 óðàâíåíèÿ (1), çàòåì îíè ïî î÷åðåäè ïîäñòàâëÿþòñÿ â
êàæäîå èç óðàâíåíèé (9) (â îáùåì ñëó÷àå èõ ÷èñëî ðàâíî e � ÷èñëó ðå-
áåð ìíîãîãðàííèêà), íàõîäÿòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè d2 âñåõ ýòèõ óðàâ-
íåíèé è òåì ñàìûì ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëèí
âñåõ ìàëûõ äèàãîíàëåé, çàòåì ïî ýòîìó ñïèñêó ñîñòàâëÿåòñÿ íîâûé ñïèñîê,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé âñå âàðèàíòû äëèí ñîâîêóïíîñòè ìàëûõ äèàãîíà-
ëåé äëÿ êàæäîãî èñêîìîãî ìíîãîãðàííèêà (ò.å. äëÿ êàæäîé ìàëîé äèàãî-
íàëè áåðåòñÿ îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé åå äëèíû)4. Çàòåì äëÿ êàæäîãî
àïðèîðè âîçìîæíîãî âàðèàíòà êîìáèíàöèè äëèí äèàãîíàëåé ïðîâåðÿåòñÿ
åãî ðåàëèçóåìîñòü â ïðîñòðàíñòâå Ýòî äåëàåòñÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî, åñëè íå
íóæíî èñêàòü äðóãèõ "íåìàëûõ"äèàãîíàëåé. Òàêîâà êîìáèíàòîðíàÿ ñõå-
ìà, íàïðèìåð, îêòàýäðîâ, è äëÿ íèõ ýòîò àëãîðèòì ðåàëèçîâàí àñïèðàíòîì
ÌÃÓ Ñ.Í.Ìèõàëåâûì íà êîìïüþòåðàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû Maple.
Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàáîòû åãî ïðîãðàììû.
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Ðèñ. 6. Ìîäåëü îêòàýäðà.

Ïóñòü äàí èçîìîðôíûé îêòàýäðó ìåò-
ðè÷åñêèé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ñî
ñëåäóþùèìè äëèíàìè ðåáåð: NA2

1 = 41,

NB2
1 = 34, NA2

2 = 29, NB2
2 = 26, A1B

2
1 =

= 25, B1A
2
2 = 13, A2B

2
2 = 5, B2A

2
1 = 17,

SA2
1 = 52, SB2

1 = 45, SA2
2 = 40, SB2

2 = 37.

Ìèíèìàëüíîå (ïî ñòåïåíè) ïîëèíîìèàëü-
íîå óðàâíåíèå äëÿ îáúåìà, íàéäåííîå ïî
ìåòîäó ðàáîòû [2], èìååò ñëåäóþùèé âèä:

v8−97600v7+2150278656v6−14733766400v5+28949731124248576v4−
−16429559369328230400v3 + 2673932358387945701376v2 −

−135342229652751620505600v + 1546362629160356875862016 = 0,

ãäå v = 36V 2, V � îáúåì ìíîãîãðàííèêà. Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ÷èñëà 16, 64, 144, 576, 1936, 7744, 17424, 69696, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âîñüìè
âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì êâàäðàòà îáúåìà V 2 = 4/9, 16/9, 4, 16, 484/9, 1936/9,
484, 1936. Äëÿ êàæäîé èç òðåõ äèàãîíàëåé D1, D2, D3 îêòàýäðà, êîòîðûå
âñå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè, ñîñòàâëÿëèñü 8 óðàâíåíèé âèäà (9), â êîòîðûõ
êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿëèñü ñ ó÷åòîì êàæäîãî èç âîñüìè âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé îáúåìà, à íåèçâåñòíûìè áûëè êâàäðàòû äèàãîíàëåé: d1 = D2

1,

4Êñòàòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé äàííîé ðàçâåðòêè ñ ÷èñëîì
âåðøèí n è òîïîëîãè÷åñêîãî ðîäà g â îáùåì ñëó÷àå íå áîëüøå, ÷åì N · s1 · s2 · . . . · se,
ãäå 2N ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà (1) äëÿ îáúåìà, 2si, 1 ≤ i ≤ e � ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ (7) äëÿ
ìàëûõ äèàãîíàëåé, à e = 3n− 6 + 6g �÷èñëî ðåáåð ìíîãîãðàííèêà.
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d2 = D2
2, d3 = D2

3, è âûïèñûâàëèñü íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè ýòèõ óðàâ-
íåíèé. Çàòåì äëÿ êàæäîãî èç çíà÷åíèé V 2 ïðîèçâîäèëñÿ îòáîð äîïóñòè-
ìûõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèé òðåõ äèàãîíàëåé, äëÿ êîòîðûõ â R3 ìîæíî áûëî
íàéòè îêòàýäð, ðåàëèçóþùèé ýòè çíà÷åíèÿ äëèí ðåáåð è äèàãîíàëåé. Íèæå
ïðèâîäèòñÿ ðàñïå÷àòêà ñïèñêà ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îáúåìà
è äèàãîíàëåé îêòàýäðîâ â R3 ñ äàííûìè âûøå äëèíàìè ðåáåð, à â êîíöå
ñ÷åòà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ îáúåìà äàíû îòîáðàííûå çíà÷åíèÿ ðåàëüíî
ñóùåñòâóþùèõ äèàãîíàëåé.

V 2 = 4/9, d1 = [2.081694436, 4.000000000, 31.44166642, 31.73100134]
V 2 = 16/9, d1 = [2.021168018, 2.175016267, 2.312589081, 16.00000000,

31.23214714, 31.77887004]
V 2 = 4, d1 = [2.035877753, 2.304949497, 4.000000000, 25.52184877,

30.98377340, 31.61511810]
V 2 = 16, d1 = [2.313393820, 2.936605635, 16.00000000, 29.99931417]
V 2 = 484/9, d1 = [2.060243697, 3.360259116, 4.000000000, 5.018904852,

27.37671706, 31.57700220]
V 2 = 1936/9, d1 = [2.567442580, 3.740236092, 4.308719174, 9.301471323,

16.00000000, 26.66250012]
V 2 = 484, d1 = [4.000000000, 7.485206007, 9.084766929, 26.47949383]
V 2 = 1936, d1 = [16.00000000, 27.76308932]
>
V 2 = 4/9, d2 = [3.576012742, 3.653258653, 4.000000000, 10.20814794,

39.85885066, 40.11735153]
V 2 = 16/9, d2 = [3.579239880, 3.736961331, 4.000000000, 27.13688493,

39.68513202, 40.20288543]
V2 = 4, d2 = [3.610222062, 3.852077009, 5.677424734, 36.00000000,

39.48078587, 40.25796612]
V2 = 16, d2 = [3.863268530, 4.400763198, 19.74547423, 36.00000000,

38.67277165, 40.26348038]
V 2 = 484/9, d2 = [4.000000000, 4.813288766, 6.119238093, 6.360328867,

36.56370024, 39.71220656]
V 2 = 1936/9, d2 = [4.000000000, 5.191888121, 5.836989071, 9.835911172,

24.51784495, 35.35659901]
V 2 = 484, d2 = [5.415779901, 9.316632439, 11.32390248, 36.00000000]
V2 = 1936, d2 = [16.49162805, 36.00000000]
>
V 2 = 4/9, d3 = [.9747869856, 1.000000000, 1.054234393, 74.68927287,

120.5563512, 121.4151441]
V 2 = 16/9, d3 = [.9748130474, 1.000000000, 1.142932772, 85.19747307,

120.0833829, 121.8025063]
V 2 = 4, d3 = [1.190766164, 1.196156004, 1.271393891, 93.19502451,

119.5801870, 122.1627160, 1., 1.]
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V 2 = 16, d3 = [1.000000000, 1.045100811, 1.203486490, 1.204323642,
1.925714648, 2.309423273, 3.145288082, 108.7713509,
117.8786745, 123.0851900]

V 2 = 484/9, d3 = [1.177526555, 1.408032135, 1.888971747, 2.062233883,
4.002344336, 5.939546784, 9.386696355, 114.3225064,
121.0000000, 124.0951087]

V 2 = 1936/9, d3 = [1.969558108, 2.992830021, 4.917251896, 5.847359378,
13.96859475, 24.36678384, 43.62897578, 102.0412689,
121.0000000, 124.1867124]

V 2 = 484, d3 = [3.315078265, 5.724170843, 10.32464360, 12.69018056,
41.05804879, 73.51321607, 121., 121.]

V 2 = 1936, d3 = [11.14259787, 23.22774529, 113.5650136, 121.0000000]
>
V 2 = 4/9, d1, d2, d3 = [4.000000000, 3.99999646, 1.00000010]
V 2 = 16/9, d1, d2, d3 = [16.00000000, 4.00000114, 1.00000000]
V 2 = 4, d1, d2, d3 = [4.000000000, 36.00001599, 1.00000010]
V 2 = 16, d1, d2, d3 = [16.00000000, 35.99999696, 1.00000000]
V 2 = 484/9, d1, d2, d3 = [4.000000000, 3.99999994, 120.9999999]
V 2 = 1936/9, d1, d2, d3 = [16.00000000, 3.99999994, 121.0000000]
V 2 = 484, d1, d2, d3 = [4.000000000, 36.00000009, 120.9999999]
V 2 = 1936, d1, d2, d3 = [16.00000000, 36.00000007, 121.0000000]

Âèäèì, íàïðèìåð, ÷òî ñàìîå áîëüøîå çíà÷åíèå îáúåìà V = 44 (èëè V 2 =
1936) ñîîòâåòñòâóåò îêòàýäðó P ñ äèàãîíàëÿìè D1 = 4, D2 = 6, D3 = 11 è
ñî ñëåäóþùèìè êîîðäèíàòàìè âåðøèí

A1(−4, 0, 0), A2(2, 0, 0), B1(0,−3, 0), B2(0, 1, 0), N(0, 0, 5), S(0, 0,−6),

ò.å. ñ âåðøèíàìè íà îñÿõ êîîðäèíàò. Îñòàëüíûå ñåìü èçîìåòðè÷íûõ P ðå-
àëèçàöèé îêòàýäðà ïîëó÷àþòñÿ çåðêàëüíûìè îòðàæåíèÿìè îêòàýäðà P îò-
íîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé xOy, xOz è yOz è, ìåæäó ïðî÷èì,
ýòè ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ 8 èçîìåòðè÷íûõ ìåæäó ñîáîé îêòàýäðîâ äîêà-
çûâàþò, ÷òî ìèíèìàëüíî äîïóñòèìàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q(V ) äëÿ îáúåìà
îêòàýäðà äåéñòâèòåëüíî ðàâíà 8.

Êîíêðåòíûé ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ ìàëûõ äèàãîíàëåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ìíîãîãðàííèêîâ îïèñàí â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

3. Òåïåðü ìû îïèøåì ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ äëèí äðóãèõ äèàãîíàëåé
ìíîãîãðàííèêà. Îñíîâîé äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ñ èçâåñòíûìè ðàññòîÿíèÿìè äî òðåõ áàçî-
âûõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé [6]. Äëèíó ðåáðà < pipj > îáî-
çíà÷èì ÷åðåç lij (ñì. ðèñ. 3). Äàëåå, ïóñòü S123 � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
< p1p2p3 >, V1234 è V1235 � îáúåìû ñîîòâåòñòâóþùèõ òåòðàýäðîâ. Òîãäà
ðàññòîÿíèå d45 ìåæäó âåðøèíàìè p4 è p5 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d2
45 = l234 + l235 +

D + 36εV1234V1235

S2
123

, (16)

ãäå
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D =
1
8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2l223 l212 − l223 − l213 l225 − l235 − l223

l212 − l223 − l213 2l213 l235 + l213 − l215

l224 − l223 − l234 l213 − l234 − l214 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

à ε = ±1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ëåæàò ëè âåðøèíû p4 è p5 ïî ðàçíûå èëè ïî
îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà < p1p2p3 > (åñëè îäíà èç âåðøèí
p4 è p5 èëè îáå ëåæàò íà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåì
ðàâåí íóëþ è âåëè÷èíà ε çíà÷åíèÿ íå èìååò).
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Ðèñ. 4

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè äëèíó äèàãîíàëè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, ïðè-
íàäëåæàùèìè êðàþ îäíîé çâåçäû (ðèñ. 4), ñêàæåì, ðàññòîÿíèå ìåæäó âåð-
øèíàìè M1 è M5. Ðàññòîÿíèÿ M1M3, M2M4 è M3M5 èçâåñòíû êàê äëèíû
ìàëûõ äèàãîíàëåé. Îïðåäåëÿåì òåïåðü ðàññòîÿíèå ìåæäó M1 è M4 ïî ôîð-
ìóëå (16) êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ñ èçâåñòíûìè ðàññòîÿíèÿìè äî
âåðøèí áàçîâîãî òðåóãîëüíèêà < OM2M3 >, ïîñëå ýòîãî ïî òîé æå ôîðìó-
ëå íàõîäèì ðàññòîÿíèå ìåæäó M1 è M5 êàê ìåæäó òî÷êàìè ñ èçâåñòíûìè
ðàññòîÿíèÿìè äî áàçîâûõ òî÷åê O,M3 è M4. Î÷åâèäíî, òàêèì îáðàçîì
ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèòü äëèíû âñåõ äèàãîíàëåé â îäíîé
çâåçäå è çàîäíî îòáðîñèòü íåïîäõîäÿùèå âûáîðû äëèí ìàëûõ äèàãîíàëåé,
òàê êàê êàæäóþ "íå ìàëóþ"äèàãîíàëü ìîæíî âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè,
èäÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíå ïî äâóì ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì è òðåáóÿ
ñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé.

Ïóñòü òåïåðü äèàãîíàëü ñîåäèíÿåò âåðøèíû èç ðàçíûõ çâåçä. Îïèøåì
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ åå äëèíû íà ïðèìåðå èç ðèñ. 5 äëÿ äèàãîíàëè MN .
Íàéäåì êðàò÷àéøèé (ïî ÷èñëó ðåáåð) ïóòü ìåæäó òî÷êàìè M è N (íà
ðèñóíêå ýòî ëîìàíàÿ MA1A2A3N). Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè
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âíóòðè îäíîé çâåçäû ìû óìååì âû÷èñëÿòü. Ïîêàæåì, êàê íàéòè ðàññòî-
ÿíèÿ îò M äî âåðøèí çâåçäû A2. Çâåçäû âåðøèí A1 è A2 èìåþò îáùåå
ðåáðî < A1A2 > è îáùóþ ãðàíü < A1A2M3 >, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì
òðåóãîëüíèêîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó M è A3 ïî ôîðìóëå
(16), òàê êàê âñå ðàññòîÿíèÿ îò íèõ äî âåðøèí ãðàíè A1A2M3 èçâåñòíû.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàíü < A2A3M3 > � áàçîâàÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó M è N1; ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ðàññòîÿíèÿ ãðàíü
M3A3N1 ñòàíîâèòñÿ áàçîâîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ MA4. Íàêîíåö,
èçâåñòíûå ðàññòîÿíèÿ îò M è N äî âåðøèí ãðàíè < A3A4N1 ïîçâîëÿ-
þò îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó M è N . Êîíå÷íî, íå íàäî çàáûâàòü,
÷òî íà êàæäîì øàãå ìû íàõîäèì äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿåìûõ
ðàññòîÿíèé, ïîýòîìó â èòîãå ïîëó÷àåì íå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèé, à
íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð èõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, ÷òî è äîñòàòî÷íî äëÿ
êîíå÷íîñòè àëãîðèòìà.

Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû èçîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
äàííîé ðàçâåðòêè ìû ìîæåì ïîéòè äâóìÿ ïóòÿìè. Åñëè ìû õîòèì óçíàòü
òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ìíîãîãðàííèêà, òî ìîæåì ñíà÷àëà íàéòè
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí áóäóùåãî ìíîãîãðàííèêà, à çàòåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì êðèòåðèåì (ñì., íàïð., [11]) ñóùåñòâîâàíèÿ â
R3 n òî÷åê ñ äàííûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó íèìè (à â ñèëó òðåóãîëüíîñòè
ãðàíåé è çíàíèÿ êîìáèíàòîðíîé ñõåìû ñóùåñòâîâàíèÿ âåðøèí äîñòàòî÷íî
äëÿ óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåáåð è ãðàíåé). Íî åñëè ìû õîòèì ÿâíî
íàéòè ìíîãîãðàííèê, òî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ âåðøèí
äîñòàòî÷íî çíàòü èõ ðàññòîÿíèÿ îò ÷åòûðåõ âåðøèí, íå ëåæàùèõ íà îä-
íîé ïëîñêîñòè; ñëåäîâàòåëüíî, íå íóæíî èñêàòü âñå ðàññòîÿíèÿ, à ñíà÷àëà
íóæíî íàéòè ÷åòûðå âåðøèíû, ñîñòàâëÿþùèå íåâûðîæäåííûé òåòðàýäð, è
èñêàòü ðàññòîÿíèÿ îò îñòàëüíûõ âåðøèí òîëüêî äî ýòèõ ÷åòûðåõ âåðøèí,
ïî íèì íàéòè ïîëîæåíèÿ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà è äëÿ òàêèì îáðàçîì íàé-
äåííûõ âåðøèí ïðîâåðèòü, îïðåäåëÿþò ëè îíè ðåáðà èìåííî òîé äëèíû,
êîòîðûå ïðåäïèñàíû äàííîé ðàçâåðòêîé.

4. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ êðàòêèì èçëîæåíèåì ãîòîâÿùåé-
ñÿ ê ïóáëèêàöèè ñîâìåñòíîé ðàáîòû Ð.Â. Ãàëèóëèíà, Ñ.Í. Ìèõàëåâà è
È.Õ. Ñàáèòîâà, ñîñòàâèâøåé ÷àñòü äîêëàäà È.Õ.Ñàáèòîâà íà êîíôåðåí-
öèè â ÷åñòü Â.À.Òîïîíîãîâà è êîòîðàÿ â âèäå òåçèñîâ îïóáëèêîâàíà â [16].
Ýòà ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÿâíîìó íàõîæäåíèþ óðàâíåíèÿ (1) äëÿ îáúåìîâ îê-
òàýäðîâ ñ ñèììåòðèÿìè ñ ïîñëåäóþùèì íàõîæäåíèåì çíà÷åíèé èõ îáúå-

194



ìîâ. Äåëî â òîì, ÷òî òàê íàçûâàåìûé êàíîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Q(V ) äëÿ
îêòàýäðà (ò.å. ìíîãî÷ëåí äëÿ îáúåìà, èìåþùèé íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ
ñòåïåíü), íàéäåííûé â ðàáîòå [2], ñîäåðæèò ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ìèëëèàð-
äîâ ìîíîìîâ è ïîýòîìó îí íå ìîæåò áûòü âûïèñàí â ÿâíîì âèäå. Íî åñëè
íåêîòîðûå ðåáðà îêòàýäðà ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî ïðîèñõîäèò "ïðèâåäåíèå
ïîäîáíûõ"è ÷èñëî ìîíîìîâ ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåòñÿ. À óñëîâèå ñèììåò-
ðè÷íîñòè îêòàýäðîâ îêàçûâàåòñÿ äàæå áîëåå ïîëåçíûì äëÿ ïðèëîæåíèé,
÷åì îáùèé ñëó÷àé, òàê êàê, ñêàæåì, â êðèñòàëëîãðàôèè (ñì., íàïðèìåð,
[5]) è â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ôèçõèìèè (ñì., íàïðèìåð, [10]) èìåþò äåëî
èìåííî ñ ïðîñòðàíñòâåííî ñèììåòðè÷íûìè îêòàýäðàìè.

Ââåäåì òðè ïîíÿòèÿ ñèììåòðèè ìíîãîãðàííèêà. Ìû ñêàæåì, ÷òî ìíî-
ãîãðàííèê îáëàäàåò êîìáèíàòîðíîé ñèììåòðèåé, åñëè ñóùåñòâóåò àâòî-
ìîðôèçì ìíîæåñòâà åãî âåðøèí, ñîõðàíÿþùèé èíöèäåíòíîñòü âåðøèí è
ðåáåð. Äàëåå, ìû ñêàæåì, ÷òî ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íûì, åñëè íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ìíîæåñòâà åãî âåðøèí ñîõðà-
íÿåò íå òîëüêî èíöèäåíòíîñòü âåðøèí è ðåáåð, íî è äëèíû ðåáåð. Íàêîíåö,
ìû ñêàæåì, ÷òî ìíîãîãðàííèê îáëàäàåò ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèåé,
åñëè åñòü íåêîòîðîå äèñêðåòíîå äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùåå ìíî-
ãîãðàííèê â ñåáÿ. Î÷åâèäíî, âñå òðè âèäà ñèììåòðèé ÿâëÿþòñÿ ãðóïïà-
ìè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè ñîòâåòñòâóþùèõ àâòîìîðôèçìîâ.
Îáîçíà÷èì ýòè ãðóïïû êàê Gk, Gm è G ñ âêëþ÷åíèÿìè G ⊂ Gm ⊂ Gk.
Ïåðâûå äâå ñèììåòðèè � êîìáèíàòîðíàÿ è ìåòðè÷åñêàÿ � ÿâëÿþòñÿ íà
ñàìîì äåëå âíóòðåííèìè ñâîéñòâàìè ìíîãîãðàííèêà, çàâèñÿùèìè îò åãî
ìåòðèêè è êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ, òðåòèé âèä ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîéñòâîì ðåàëèçàöèè êîìáèíàòîðíî-ìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ìíîãîãðàííèêà
â ïðîñòðàíñòâå. Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî íå âñÿêàÿ èçîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëè-
çàöèÿ ìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîãðàííèêà â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâåííî ñèììåòðè÷íûì � ïðèìåð äàåòñÿ äâàæäû ïîêðûòîé "ïî-
ëîâèíîé"îêòàýäðà â îáùåì ïîëîæåíèè. Â îáùåì, â âîïðîñàõ ñâÿçè ìåæäó
ìåòðè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîñòüþ ìîäåëè ìíîãîãðàííèêà è ïðîñòðàíñòâåííîé
ñèììåòðè÷íîñòüþ åãî ðåàëèçàöèé åñòü åùå î÷åíü ìíîãî îòêðûòûõ âîïðî-
ñîâ.

Òàê êàê ñîñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà Q(V ) äëÿ îáúåìà òðåáóåò çíàíèÿ òîëü-
êî êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ è ìåòðèêè (ò.å. äëèí ðåáåð) ìíîãîãðàííèêà,
ìû ìîæåì íàéòè âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îáúåìîâ âñåõ ðåàëèçàöèé ìíîãî-
ãðàííèêà åùå äî ôàêòè÷åñêîãî îñóùåñòâëåíèÿ ðåàëèçàöèé, à â òåîðåòè÷å-
ñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü âàæíîé èíôîðìàöèåé. Ê
ñåãîäíÿøíåìó äíþ òàêèå âû÷èñëåíèÿ âîçìîæíû ïîêà òîëüêî äëÿ îêòàýä-
ðîâ, è ïîýòîìó èìåííî äëÿ íèõ ïðîâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññìîòðåíèÿ.
Ãðóïïà Gk êîìáèíàòîðíîé ñèììåòðèè îêòàýäðà ñîñòîèò èç 48 ýëåìåíòîâ
è åå ìîæíî ìîäåëèðîâàòü êàê íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû ïîäñòàíîâîê
S6 èç 6 ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ 6 âåðøèíàì îêòàýäðà. Ó ïðàâèëüíî-
ãî îêòàýäðà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè G, à çíà÷èò, è ìåòðè-
÷åñêàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè Gm òîæå èìåþò 48 ýëåìåíòîâ è îíè èçîìîðô-
íû Gk. Ïðîñòðàíñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè îêòàýäðà èçâåñòíû
(ñì., íàïðèìåð, [5]) è îíè îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ñèììåòðèè � öåíòðîì
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ñèììåòðèè, îñÿìè ñèììåòðèè (2-ãî, 3-ãî èëè 4-ãî ïîðÿäêîâ) è ïëîñêîñòÿ-
ìè ñèììåòðèè (êîîðäèíàòíûìè èëè äèàãîíàëüíûìè), êîòîðûå ñ íåêîòî-
ðîé âîëüíîñòüþ ðå÷è íàçûâàþòñÿ òàêæå îáðàçóþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîäãðóïï. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà ìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè îê-
òàýäðà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G ïðîñòðàíñòâåííîé ñèì-
ìåòðèè ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà, ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ãðóïï ìåòðè÷åñêîé
ñèììåòðèè îêòàýäðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíóþ êëàññèôèêàöèþ ïîä-
ãðóïï ãðóïïû G ([5]). Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà äëÿ îáúåìà íå
íóæíî ïðîâîäèòü äëÿ âñåõ ïîäãðóïï, òàê êàê ÷àñòü èç íèõ îòëè÷àåòñÿ
îò äðóãèõ òîëüêî ðàñïîëîæåíèåì ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè (íàïðèìåð, êàæ-
äàÿ èç òðåõ îñåé ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïàðó ïðîòèâîïîëîæíûõ
âåðøèí, ïîðîæäàåò ñèñòåìû ðàâåíñòâ ðåáåð, îäèíàêîâûå ñ òî÷íîñòüþ äî
çàìåíû îáîçíà÷åíèé èëè íóìåðàöèè âåðøèí). Â èòîãå âûäåëÿþòñÿ 31 ãðóï-
ïà ìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè, è äëÿ îêòàýäðîâ, îáëàäàþùèõ îäíîé èç ýòèõ
ãðóïï ìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ñîîòâåòñâóþùèõ äëèí
ðåáåð óäàåòñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âûïèñàòü ìíîãî÷ëåíû äëÿ èõ îáú-
åìîâ (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò îêòàýäðû ñ ìåòðè÷åñêèìè ñèììåòðèÿìè èç
òðåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ ÷èñëî ñâîáîäíûõ çíà÷åíèé äëèí ðåáåð ðàâíî 7 èëè
8 è ìíîãî÷ëåíû ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü áîëüøèå).
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