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Àííîòàöèÿ.

Â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ òðåõ ëÿïóíîâñêèõ
âåëè÷èí ñëîæíîãî ôîêóñà ïëîñêîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû, îïèñûâàþ-
ùåé àêòèâíîñòü íåéðîííîé ñåòè. Àíàëèç ýòèõ âûðàæåíèé ïîçâîëèë
ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ÷èñëà è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.

Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,
îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â íåéðîííîé ñåòè, ñîñòîÿùåé èç
äâóõ íåðâíûõ êëåòîê. Ýòà ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [1] è ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

u̇1 = −u1 + q11ϕ(u1)− q12u2 + e1,
u̇2 = −u2 + q21ϕ(u1) + e2,

(1)

ãäå q11, q12, q21 > 0, e1, e2 ∈ R � ïàðàìåòðû è

ϕ(u1) =
1

1 + e−4u1
.

Â [1] áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìîäåëè (1) ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè
áèôóðêàöèé è ïåðå÷èñëåíû âîçìîæíûå ñïîñîáû äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
ìîäåëèðóåìîé íåéðîííîé ñåòè: ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ â íåêîòîðîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ áûëà ïîñòðîåíà
áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû (1).

Â ðàáîòå [2] áûëà äîêàçàíà àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè êîððåêòíîñòü
óïîìÿíóòîé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó-
÷àåâ.

Êàê ïîêàçàíî â [2], çàìåíà ïåðåìåííûõ

u = u1, v =
u2 − e2

q21
,

ïðåâðàùàåò ñèñòåìó (1) â ñèñòåìó

u̇ = −u + aϕ(u)− bv + c,
v̇ = −v + ϕ(u),

(2)
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ñîäåðæàùóþ óæå òîëüêî òðè ïàðàìåòðà

a = q11, b = q12q21, c = e1 − q12e2, a, b > 0, c ∈ R,

êàêîâàÿ ñèñòåìà è áóäåò îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ.
Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû íàøåé ðàáîòû [3], ìû ïîëó÷èëè àíàëèòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ òðåõ ëÿïóíîâñêèõ âåëè÷èí ñëîæíîãî ôîêóñà íåêî-
òîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû, ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå (2). Äåòàëüíûé
àíàëèç ýòèõ âûðàæåíèé ïîçâîëèë íàì óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà (2) èìååò òðè êîíöåíòðè÷åñêèõ ïðåäåëü-
íûõ öèêëà âîêðóã åäèíñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì äâà èç
ýòèõ öèêëîâ óñòîé÷èâû. Òàêîé ôàçîâûé ïîðòðåò îòñóòñòâóåò â ñïèñêå âîç-
ìîæíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (2), ïðåäúÿâëåííîì â ðàáîòàõ [1, 2],
õîòÿ, íà íàø âçãëÿä, îí ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà ìîäåëè.
1. Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñèñòåìû (2). Åñëè u(t), v(t) � ðåøåíèå
òàêîé ñèñòåìû, òî ïàðà u1(t) = −u(t), v1(t) = 1 − v(t) áóäåò ðåøåíèåì
ñèñòåìû

u̇ = −u + aϕ(u)− bv − c + b− a,
v̇ = −v + ϕ(u),

Ýòî îçíà÷àåò,÷òî åñëè ìû èìååì íåêîòîðûé ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (2)
ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a = a1, b = b1, c = c1, òî ñóùåñòâóåò è ñèììåò-
ðè÷íûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè u = 0, v = 1/2 ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîé ñèñòåìû
ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a = a1, b = b1, c = c2 = −a1+b1−c1. Â ïðîñòðàí-
ñòâå ïàðàìåòðîâ òî÷êè (a1, b1, c1) è (a1, b1, c2) ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ãèïåðïëîñêîñòè a− b + 2c = 0 (íà ðàâíîì îò íåå ðàññòîÿíèè). Òàêèì îáðà-
çîì, íàì äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû (2) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ, êîòîðûì îòâå÷àþò òî÷êè, ëåæàùèå â îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ,
íà êîòîðûå ýòà ïëîñêîñòü ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð,
â ïîëóïðîñòðàíñòâå a− b + 2c ≥ 0.

Îòìå÷åííîå íàìè ñâîéñòâî ñèñòåìû (2) îò÷åòëèâî âèäíî íà ïîñòðîåí-
íûõ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â [2] áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàììàõ.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïðîâåäåí èñ÷åðïûâàþùèé àíàëèç, êàñàþùèéñÿ ÷èñëà,
âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ è òèïîâ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (2). Ñè-
ñòåìà (2) ìîæåò èìåòü îò îäíîãî äî òðåõ ñòàöèîíàðîâ â êîíå÷íîé ÷àñòè
ïëîñêîñòè. Ïðè íàëè÷èè òðåõ ñòàöèîíàðîâ îäèí èç íèõ áóäåò ñåäëîì, äâà
äðóãèõ áóäóò óçëàìè èëè ôîêóñàìè (óñòîé÷èâûìè èëè íåóñòîé÷èâûìè),
èç êîòîðûõ îäèí áóäåò ëåæàòü ñëåâà, à äðóãîé ñïðàâà îò ñåäëà.

Â [4] áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ñïîñîá îïèñàíèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ
ñèñòåì òèïà ñèñòåìû (2). Ñèìâîëîì s (u) áóäåì îáîçíà÷àòü óñòîé÷èâîå
(íåóñòîé÷èâîå) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà óçåë èëè ôîêóñ, ñèìâîëîì S (U)
� óñòîé÷èâûé (íåóñòîé÷èâûé) ïðåäåëüíûé öèêë. Ïîäñòðî÷íûé èíäåêñ 1
áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî èìååòñÿ â âèäó ëåâûé ñòàöèîíàð èëè îêðóæàþùèé åãî
ïðåäåëüíûé öèêë, èíäåêñ 2 áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî èìååòñÿ â âèäó ïðàâûé
ñòàöèîíàð èëè ïðåäåëüíûé öèêë âîêðóã íåãî. Ñèìâîë áåç èíäåêñà áóäåò
óïîòðåáëÿòüñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ñòàöèîíàð åäèíñòâåííûé, ñèìâîëû S, U
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áåç èíäåêñà áóäóò îòíîñèòüñÿ òàêæå ê ïðåäåëüíûì öèêëàì, âîêðóã òðåõ
ñòàöèîíàðîâ. Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ ñèìâîëîâ S, U ñ îäíèì è òåì æå
èíäåêñîì èëè áåç èíäåêñà îíè ïåðå÷èñëÿþò óêàçàííûå ïðåäåëüíûå öèêëû
â ïîðÿäêå ïî âëîæåíèþ èçíóòðè.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïåðå÷èñëåíû ñëåäóþùèå îáíàðóæåííûå àâòîðàìè ôà-
çîâûå ïîðòðåòû.2

1. s1s2 51. s1u2 91. s1U1u2S
2. s1s2US 6. u1s2US 10. u1s2S
3. s1U1s2US 61. s1u2US 101. s1u2S
31. s1s2U2US 7. s1U1s2S 11. u1u2S (3)
4. s1U1s2 71. s1s2U2S 12. s
41. s1s2U2 8. s1U1s2U2S 13. sUS
5. u1s2 9. u1s2U2S 14. uS

Â ðåçóëüòàòå íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ìû îáíàðóæèëè åùå îäèí ôàçîâûé
ïîðòðåò ñèñòåìû (2), êîòîðûé îïèñûâåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

15. uSUS (4)

è îòâå÷àåò ñèòóàöèè, êîãäà â ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî äâà
óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëà, ðàçäåëåííûå íåóñòîé÷èâûì öèêëîì.

Îáíàðóæèòü òàêîé ôàçîâûé ïîðòðåò íàì óäàëîñü íà îñíîâå äåòàëüíî-
ãî àíàëèçà ëÿïóíîâñêèõ âåëè÷èí ñëîæíîãî ôîêóñà ñèñòåìû (2), êîòîðûé
áóäåò èçëîæåí íèæå.
2. Â ðàáîòe [3] ìû ïîëó÷èëè, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ïóàíêàðå, âûðàæåíèÿ
äëÿ ïåðâûõ òðåõ ëÿïóíîâñêèõ âåëè÷èí ñëîæíîãî ôîêóñà ñèñòåìû

ẋ = y,
ẏ = a10x + a01y + a20x

2 + a11xy + a02y
2 + . . .

â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ aij .
Ýòè âûðàæåíèÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêè, è â îáùåì ñëó÷àå ðåäêî ïîääà-

þòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ, îäíàêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ
îíè çàìåòíî óïðîùàþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû èìååì ñèñòåìó ëüåíàðîâ-
ñêîãî òèïà ñî ñëîæíûì ôîêóñîì â íà÷àëå êîîðäèíàò âèäà

ẋ = y,
ẏ = p(x) + yq(x) ≡ p1x + p2x

3 + . . . + y(q1x + q2x
2 + . . .),

(5)

òî äëÿ íåå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ òðåõ ëÿïóíîâñêèõ âåëè÷èí ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàþò ñ âåëè÷èíàìè

l1 = p2q1 − p1q2,
l2 = 5(p2q3 − p3q2) + 3(p4q1 − p1q4),
l3 = 14p2(p2q4 − p4q2) + 21p1(p3q4 − p4q3) + 35p1(p5q2 − p2q5)+

+15p1(p1q6 − p6q1).

(6)

2 Èíäåêñ 1 ó íîìåðà ôàçîâîãî ïîðòðåòà îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé
ïîðòðåò ñèììåòðè÷åí ôàçîâîìó ïîðòðåòó ñ òåì æå íîìåðîì áåç èíäåêñà.
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Ïóñòü (u0, v0) � ñòàöèîíàð ñèñòåìû (2). Â òàêîì ñëó÷àå èìååì

u0 − (a− b)ϕ(u0)− c = 0, v0 = ϕ(u0).

Ñäåëàåì â ñèñòåìå (2) çàìåíó ïåðåìåííûõ

x = u− u0, y = −u + aϕ(u)− bv + c.

Ïðè ýòîì ñòàöèîíàð (u0, v0) ïåðåõîäèò â íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìå (2) ñèñòåìó ëüåíàðîâñêîãî òèïà

ẋ = y,
ẏ = p(x) + yq(x),

(7)

ãäå
p(x) = c + (a− b)/(1 + exp(−4u0 − 4x))− u0 − x,
q(x) = −2 + (4a exp(−4u0 − 4x)/(1 + exp(−4u0 − 4x))2.

(8)

Íà÷àëî êîîðäèíàò áóäåò ñëîæíûì ôîêóñîì ñèñòåìû (7), (8), åñëè p(0) =
q(0) = 0, p′(0) < 0, òî åñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

c + (a− b)/(1 + exp(−4u0))− u0 = 0,
−2 + (4a exp(−4u0)/(1 + exp(−4u0))2 = 0,
−1 + 4(a− b) exp(4u0))/(1 + exp(4u0))2 < 0,

êîòîðûå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

c = (b− a)/(1 + exp(−4u0)) + u0,
a = (1 + exp(4u0))2/(2 exp(4u0)),
−1 + 4(a− b) exp(4u0))/(1 + exp(4u0))2 < 0.

(9)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (9) ñèñòåìà (7), (8) ïðèîáðåòàåò ôîðìó (5).
Âû÷èñëÿÿ òðåáóåìûå êîýôôèöèåíòû pi, qi è ïîäñòàâëÿÿ èõ â (6), ïîëó-

÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ëÿïóíîâñêèõ âåëè÷èí ñèñòåìû (7), (8).
Ïîñëå óïðîùàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî ëÿïóíîâñêèå âåëè÷è-

íû ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè

l1 = 1− 2 exp(4u0)− (6− 8a + 8b) exp(8u0)− 2 exp(12u0)+
+exp(16u0),

l2 = 3− 72 exp(4u0) + (45 + 8(a− b)) exp(8u0)+
(240− 368(a− b)) exp(12u0) + (45 + 8(a− b)) exp(16u0)+
−72 exp(20u0) + 3 exp(24u0),

l3 = 1− 4(29 + a− b) exp(4u0) + (717 + 160(a− b)) exp(8u0)+
+16(102− 205(a− b)− 6(a− b)2) exp(12u0)−
−2(903− 1904(a− b)− 384(a− b)2) exp(16u0)+
+8(651 + 1813(a− b)− 1608(a− b)2) exp(20u0)−
−2(903− 1904(a− b)− 364(a− b)2) exp(24u0)+
+16(102− 205(a− b)− 6(a− b)2) exp(28u0)+
+(717 + 160(a− b)) exp(32u0)− 4(29 + a− b) exp(36u0)+
+exp(40u0).

(10)
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Óñëîâèÿ (9) âûäåëÿþò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ äâóìåðíîå áèôóð-
êàöèîííîå ìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 1, îòâå÷àþùåå áèôóðêàöèè Àíä-
ðîíîâà � Õîïôà. Óñëîâèå l1 = 0 èç (10) âûäåëÿåò â ýòîì ìíîãîîáðàçèè
îäíîìåðíîå áèôóðêàöèîííîå ìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 2, îòâå÷àþùåå
âûðîæäåííîé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà � Õîïôà ("íîëü ïåðâîé ëÿïóíîâ-
ñêîé âåëè÷èíû"). Ýòî ìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

a = (1 + ϑ)2/(2ϑ),
b = (1 + ϑ)2(1 + ϑ2)/(8ϑ2),
c = (1− 3ϑ− 3ϑ2 + ϑ3 + 2ϑ lnϑ)/(8ϑ),
0 < ϑ < +∞, ϑ 6= 1.

(11)

Êîîðäèíàòû (u0, v0) ñîîòâåòñòâóþùåãî (åäèíñòâåííîãî) ñòàöèîíàðà ñè-
ñòåìû (2) ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâ ϑ = exp(4u0), v0 = ϕ(u0).

Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c, çàäàâàåìûõ (11), ñèñòåìà (7), (8) (à
çíà÷èò, è (2)) èìååò ñëîæíûé ôîêóñ êðàòíîñòè 2, óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî
îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âòîðîé ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíû l2, çàäàâàåìîé (10),
(11) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ϑ = exp(4u0), òî åñòü çíàêîì âûðàæåíèÿ

l̄2 = 2(1 + ϑ)2(1− 14ϑ + 6ϑ2 − 14ϑ3 + ϑ4).

Óðàâíåíèå l̄2 = 0 èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ ϑ1, ϑ2

ϑ1 = (7 + 3
√

5 +
√

6
√

15 +
√

5)/2 ≈ 13.6349,

ϑ2 = (7 + 3
√

5−
√

6
√

15 +
√

5)/2 ≈ .0733414,

êîòîðûì îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a1 ≈ 7.8541, b1 ≈ 26.9164, c1 ≈
18.4129 è a2 = a1, b2 = b1, c2 ≈ 0.64937, ïðè ýòîì a1− b1 + 2c1 > 0, a2− b2 +
2c2 < 0.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåòüÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè-
÷èíà îòðèöàòåëüíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (a1, b1, c1) è (a2, b2, c2).

Ñèñòåìà (2) ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èìååò åäèíñòâåííûé ñòà-
öèîíàð, êîòîðûé áóäåò óñòîé÷èâûì ñëîæíûì ôîêóñîì êðàòíîñòè 3.

Èçâåñòíî [5], ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ê òî÷êàì, îòâå÷àþùèì íó-
ëþ âòîðîé ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíû, ïðèìûêàåò îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò òðè êîíöåíòðè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëà
âîêðóã ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
a, b, c, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (2) èìååò òðè ïðåäåëüíûõ öèêëà, êîòîðûå
îêðóæàþò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïîêîÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ôî-
êóñîì. Äâà èç ïðåäåëüíûõ öèêëîâ óñòîé÷èâû è ðàçäåëåíû íåóñòîé÷èâûì
ïðåäåëüíûì öèêëîì.
3. Íà ðèñ.1 ïðèâåäåíà ÷àñòü ïîëíîé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñèñòå-
ìû (2) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a > a1. Îòñóòñòâóþùàÿ
÷àñòü äèàãðàììû ëåãêî ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà íà îñíîâå ñîîáðàæå-
íèé ñèììåòðèè, èçëîæåííûõ âûøå. Ýòà äèàãðàììà äîâîëüíî òèïè÷íà è, â
÷àñòíîñòè, èìååò ìíîãî îáùåãî ñ äèàãðàììîé, ïðåäñòàâëåííîé â [1, 2] äëÿ
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Ðèñ. 1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàì-
ìà ñèñòåìû (2)

Ðèñ. 2: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû
(2) ïðè a=16., b=130., c=111.165

çíà÷åíèé a < a1. Ìû ñîõðàíÿåì ââåäåííûå òàì îáîçíà÷åíèÿ è îãðàíè÷èì-
ñÿ ëèøü êðàòêèìè ïîÿñíåíèÿìè. Áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå óïîìèíàåìûõ
áèôóðêàöèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [5, 6]

Êðèâàÿ sn1 îòâå÷àåò íàëè÷èþ â ñèñòåìå äâóêðàòíîãî ñòàöèîíàðà, êî-
òîðûé ïðè íàäëåæàùåì øåâåëåíèè ïàðàìåòðîâ ðàñïàäàåòñÿ íà ñåäëî è
óçåë, ëåæàùèé ëåâåå ñåäëà. Íà êðèâîé sn1 èìååòñÿ òî÷êà tb1, îòâå÷àþ-
ùàÿ áèôóðêàöèè Áîãäàíîâà � Òàêåíñà è ðàçäåëþùàÿ êðèâóþ íà ó÷àñòêè,
îòâå÷àþùèå óñòîé÷èâûì èëè íåóñòîé÷èâûì ñåäëî-óçëàì.

Ëó÷ h1 (h2) îòâå÷àåò áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà � Õîïôà ëåâîãî (ïðàâîãî)
ñòàöèîíàðà â îáëàñòè ìíîæåñòâåííîñòè èëè æå åäèíñòâåííîãî ñòàöèîíàðà.
Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýòè ëó÷è çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (9). Òî÷êà
dh2 íà ëó÷å h2 îòâå÷àåò âûðîæäåííîé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà è
ðàçäåëÿåò ýòîò ëó÷, íà ó÷àñòêè, îòâå÷àþùèå ìÿãêîé è æåñòêîé ïîòåðå
óñòîé÷èâîñòè. Âòîðàÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà â òî÷êå dh2 ïîëîæèòåëüíà.
(Íàïîìíèì, ÷òî íà äèàãðàììå èç [1, 2] äëÿ a < a1 âòîðàÿ ëÿïóíîâñêàÿ
âåëè÷èíà â òî÷êå dh2 îòðèöàòåëüíà.)

Êðèâûå sl1 è sl2 îòâå÷àþò íàëè÷èþ â ñèñòåìå ïåòåëü ñåïàðàòðèñ ñåäëà
âîêðóã ëåâîãî è ïðàâîãî ñòàöèîíàðîâ, êðèâàÿ sl4 � íàëè÷èþ â ñèñòåìå
ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà, îõâàòûâàþùåé îáà îñòàâøèõñÿ ñòàöèîíàðà.

Êðèâàÿ snpo ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ â ñèñòåìå äâóêðàòíîãî ïðåäåëüíî-
ãî öèêëà, óñòîé÷èâîãî ñíàðóæè, snpo1 � äâóêðàòíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà,
óñòîé÷èâîãî èçíóòðè. Ýòè êðèâûå ñëèâàþòñÿ â òî÷êå, îòâå÷àþùåé òðåõ-
êðàòíîìó öèêëó öèêëó ñèñòåìû (2), îáðàçóÿ òàì õàðàêòåðíîå îñòðèå.

Ïåðå÷èñëåííûå êðèâûå ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ íà îáëà-
ñòè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ãðóáûì ôàçîâûì ïîðòðåòàì èññëåäóåìîé ñè-
ñòåìû, îïèñàíèå êîòîðûõ ïðèâåäåíî â (3), (4).

Êàê îáû÷íî, ìû óêàçûâàåì íà ðèñóíêå ëèøü âçàèìîðàñïîëîæåíèå áè-
ôóðêàöèîííûõ ìíîæåñòâ áåç ñîáëþäåíèÿ ìàñøòàáà, ïîñêîëüêó èõ èçîá-
ðàæåíèå â ðåàëüíîì ìàñøòàáå íàòàëêèâàåòñÿ íà òðóäíîñòè òåõíè÷åñêîãî
õàðàêòåðà.

Ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé sni, hi, tbi, dhi ìîãóò áûòü çàäàíû
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ÿâíûìè ôîðìóëàìè, êàê, íàïðèìåð, (9), (11). Ïîýòîìó èõ ïîñòðîåíèå íå
âûçûâàåò òðóäíîñòåé. ×òî êàñàåòñÿ ìíîæåñòâ íåëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé
sli, snpo, snpo1, òî ïðè èõ ïîñòðîåíèè ìû ïîëüçîâàëèñü îáùèìè ðåçóëüòà-
òàìè òåîðèè áèôóðêàöèé, êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì íàøåé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îò äèà-
ãðàììû, ïðèâåäåííîé â [1, 2] äëÿ çíà÷åíèé a<a1, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íà íåé
êðèâîé snpo1 è îáëàñòè 15, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ äîêàçàíî âûøå.

Íà ðèñ.2 èçîáðàæåí ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (2) ïðè çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ a = 16., b = 130., c = 111.165, îòâå÷àþùèõ îáëàñòè 15.3

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç âûðàæåíèé äëÿ ëÿïóíîâñêèõ âåëè÷èí ñëîæíîãî
ôîêóñà ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó íåéðîííîé ñåòè èç äâóõ íåðâíûõ
êëåòîê, ïîçâîëèë íàì äîïîëíèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâà-
íèè ýòîé ìîäåëè äðóãèìè àâòîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, ìû äîáàâèëè ê íàéäåí-
íûì ðàíåå ôàçîâûì ïîðòðåòàì èññëåäóåìîé ñèñòåìû åùå îäèí ïîðòðåò,
ñîäåðæàøèé äâà óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëà. Èçó÷èâ ïîëíóþ áèôóðêà-
öèîííóþ äèàãðàììó, ìû óêàçàëè îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ñèñòå-
ìû, êîòîðûì îòâå÷àåò íàéäåííûé ôàçîâûé ïîðòðåò.

Ðåçóëüòàòû ðàáîò [1, 2], à òàêæå ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû äàþò
íàì îñíîâàíèå óòâåðæäàòü, ÷òî â ñïèñêå (3), (4) óêàçàíû âñå âîçìîæíûå
ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2).
4. Çàìå÷àíèå. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, ïðèâå-
äåííàÿ â [1, 2], ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî òèïè÷íîé è âñòðå÷àåòñÿ ïðè èññëåäîâà-
íèè ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñì. [7, 8] äëÿ ññûëîê. Â ÷àñòíîñòè,
àíàëîãè÷íàÿ äèàãðàììà áûëà ïîñòðîåíà íàìè â ðàáîòå [9], ïîñâÿùåííîé
èññëåäîâàíèþ ïëîñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ìîäåëèðóþùåé ðàñïðîñòðàíå-
íèå ñèãíàëà â íåðâíîì âîëîêíå.

Ìû ïðèíîñèì áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó F. Giannakopoulos çà ïðåäî-
ñòàâëåííûå â íàøå ðàñïîðÿæåíèå ìàòåðèàëû.
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