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MOMENTELE DISTRIBUTIILOR MULTINOMIALA,
POISSON MULTIPLA SI HIPERGEOMETRICA MULTIPLA

Lucia Cabulea

Abstract. In this paper the author presents formula (7) for the calculus of the moment of
order (I,,r,,...,Is) of the multinomial distribution. In formula (9) and (15) using the

Stirling number of the second kind. Considering the limit case we obtain from the
multinomial distribution the expression for the moment of order (r,,r,,....,I's) of the

multiple Poisson distribution. Also in (14) and (15) we find the formula for the moment
of order (r,r,,...,rs) of the multiple hypergeometric distribution.

I. INTRODUCERE

Consideram un sir de experiente independente si evenimentele posibile pentru
fiecare din aceste experiente E1 , E2 5 oo ES 4 $1 presupunand cd@ probabilitatea de

realizare a fiecdrui eveniment Ek este P, ( k =1, 2, .., stl) , avem

P, + P, +..+P,, = 1 . Este cunoscut faptul ca probabilitatea ca in n experiente

evenimentul E1 si se realizeze de k1 ori, evenimentul E2 si se realizeze de k2 ori, ...,
evenimentul E 54 54 se realizeze de ks 4 Ori, pentru orice numere intregi nenegative ki

care verifica conditia k1 + k2 +.. .+kS 4 = N, este data de expresia

L k] kz ks+l
K 'k Lk, !
Daca p_, =1- p,-..- P> K, = N- K, —...-K,, aceasta probabilitate poate fi
exprimata sub forma
n!

F)nkl ’’’’ ks(pl""'a ps): k | k '(n—.k _ _k )' plk]p:S(l_ pl_"'_ ps)n_kl_---_ks(l)
RIS R s):

Aceasta formula ne da cunoscuta distributie multinomiala. Este usor de vazut ca
formula (1) poate fi scrisa si sub forma

I:)nkl .... ks(pla"'a ps) =
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n)(n- klj (n—kl—....—kslj o e
_(klj( o L e PR P )T )

Fie [I,,I,,...,I;numere intregi nenegative. Momentul de ordinul

(I' Y PPN I’s) al distributiei multinomiale este definit de

n n-k n-K —..—Ks_

..... J(P P = Y Y Z K .KE B (py...o D)
k =0k,=0 (3)
In continuare vom deduce o formula pentru aceste momente care este mult mai
utila 1n calculul numeric §i care foloseste diferentele lui zero.
Este cunoscut faptul ca diferenta de ordinul k a functiei f(x), cu pasul h si punctul
initial a este datd de

A¥ f(a)= Z(n[)fm+w ih) = Z(lﬁ(ﬂf@+M)
In cazul particular f(x) = X" ,h=1,a=0 se obtine
Nmf:Nmfzi(;w(g(qu:
i=0
ien“ﬁ):
@
care este diferenta de ordinul k al lui zero la puterea r.
I1. DISTRIBUTIA TRINOMIALA.

Consideram cazul s = 2, cand formula (3) devine

n n-k
v, (P, p,)= ZZ( j[ j Py (1= Py - py)" T kK (5)

kj=0k,=0
Daca

)ik " i n-k -k -k —ky—iy i
(-p-p)™ = 2D )Ty
i,=0
si
ok ok ok, L)
(1-p)"he = Z(U( L ﬂm
1

se obtine ca
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n n-k n- k n-k, -k, n—k; -k, —i, _kl_kz
v, . (np,p,) ZOKZ( j( j Yoo (- l)wz( . )

2 i,=0 i,=0 l,

n-k, -k, -i, _ _
Ky +i Ky +i M
( | pll 1 pzz zkllkzz
1

Este usor de vazut ca aceste momente reprezintd un polinom de grad n in P, si
P, , care este de forma

n n—j

v, (pLp) =22 A plpl

j1=0],=0

In continuare vom determina coeficientii Ajl i) observand ca termenii in care

apare produsul pl" p2 se obtin dand perechilor (kl ,il ),( k2 ,i 2) respectiv
urmatoarele siruri de valori

(jl:o)v(jl - 1’1)3“‘9(1-1 - klvkl)o"'v(lv jl - 1)9(03 Jl)
(jzao)a(jz - 1,1),..--,(j2 - kzakz)a---a(la jz - 1)7(09 12)

Ap01 luand jl = 0,1,...,n§i Jz = O,L-..,n Jl Obginem:

n n-j j n
nepp= 255 ok "]
0,20k ~0k;=0 i - K
(n+ k, - jlj(I‘H kK +k, - j, - i, j

jz_kz k

n+k,-j,-1,) . . oo r
( 2k 1 2) 1]l 2]2"(11_k1)l(12_k2)2
2

Dar folosind relatia
[ n j(n"' kl_ J1j _(n+ k1+ kz_ j1_ sz (I’H— kz_ j1_ sz _
j1_ k1 jz_ kz kl . kz )
i H
jl j2 k1 k2
rezulta

n n-j Ry 1k1+k2( j( ) o
rlrz(n pl’pz)_ZZ( j( J j ;OkzZ( ) 1 k2 lelszz.

1=01,=0 e r
" '(Jl_kl)l(Jz_kz)z
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Avand in vedere relatia (4) avem

ARCTIAES ) | el SR BRI

11=01,=0

m
K =0 pentru k > m.

II1. DISTRIBUTIA MULTINOMIALA.

daca A"0" =0 pentrum>r$i(

In cazul general al distributiei multinomiale (1), dupa un calcul similar se obtine
expresia pentru momentul de ordinul (I’1 N PRSI | ):

,,,,, (P D) = Z'i ()[ ]

11=0j,=0
N-Ji—=Jsi), o o . :
j (A"0™)...(A=0")- pljl... 315(7)
Pentru s = 1 aceastd formula se reduce la
v, (M p) = Z(J(Aho“)p
=04 3

care reprezintd expresia momentului de ordinul I'; pentru distributia binomiala

n
Pnkl(pl) = [kj plkl(l_ pl)n_k
1

_Formula (8) a fost stabilita prima datd de G. Bohlmann [1], dar poate fi vazuta si
in [3]. In lucrarea [5], D.D. Stancu a dat doud metode pentru obtinerea aceste formule.
AQ'
Daca SJr = T reprezintd numerele lui Stirling de speta a doua si

(nj(n— jl) (n— jl—...—jslj _nn-D.(n-ji-.—j+ D
i) i IR

atunci formula (7) devine

L PLp) = ) n(n=D(n- j—.m jo+ 1) S'..STpl . pk.(9)
jl:() -s:o

.....

IV. DISTRIBUTIA POISSON MULTIPLA

Vom considera acum cazul distributiei Poisson multiple, care este definitd de
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k k
a’'..ag’
K e Ks 1 S —(8;+..+ag)
P (a,...,ay) = —kll...ks!e

Aceasta poate fi obtinuta din distributia multinomiald daca presupunem ca
Pi depinde de n astfel incat pentru N —> 00 s3 avem np, - a, > 0(k=1,2,....s).

Considerand acest caz limitd obtinem din (9) expresia urmaitoare pentru
momentul de ordinul (r,,...,r,)al distributiei Poisson multiple

il Is
i i. o Is
Vo (@8 = )Y a8l alks] LS (10)

[=0 js=0
daca avem
nn-1..n- j,-..—j.+ hHpl..pk > a)..ak,n> «
Formula corespunzatoare pentru cazul s = 1 a fost data de T. Gerstenkorn [4].

V. DISTRIBUTIA HIPERGEOMETRICA MULTIPLA
Distributia hipergeometricd multipla este definita de
( Npl] ( Npsj( prl]
Kk )Lk, k.,

Pnk] ~~~~~ ks(n; p],...,ps“): [Nj

n
iardacd p_, =1- p,-...- p,si
Koy =n—K,—.

s+ T ks aceastd probabilitate poate fi exprimatd sub forma

(Npl) (Npsj[N(l— p-..- ps)j
k)L kU n-k-okg

Pnkl ..... ks(n; pl""’ ps): (N]

n

Considerand r,,r1, ,....,r,numere intregi nenegative , momentul de ordinul

(Ms05es) al distributiei hipergeometrice multiple este dat de relatia

......

-k, n-k—.-kg,

Y DK LKkE PSS (p L, p ()

k =0k, =0 ke=0
Pentru a deduce o formula de calcul a acestor momente vom considera cazul
particular s = 2, cand formula (11) devine
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I’l 15} (n pl’ p2)_

(Npl)( sz)
n nklu.( N(l— P, - pz)j KNK"
1 2

20;0 (N) n-k, -k,
n (12)
Daca
AJ] Or]
kn _ Zk[h =2 -
ji=l
AJz 0’2

krz _ Zk[l

j=l

si ki = K(k —1)...(k = ] +1) este puterea factoriala a lui k avem
Vi, (5P, P,) =

[Ngj(ij
n n-k N(1- pz)) N AT & ARQ"
. [hl — =, (2]
LYy ( j [ n_kl_kz Y ki S Y Kl 2
n

k =0k, 0 =1 | PR J!

Folosind relatiile adevarate

(Npl) B (Np1)[jl] ( Np, - Jlj

k1 k[h] k _ j1
(ij (NpY”(NQ-Jj
k k[Jz] k _ 12

precum si
E[sz_sz(N(l pzj:(N(l_ pl)_jzj
=0 k‘Jz kl n_kl_j2
[Np1 )( (1- j_(N_jl_jzj
n- kl‘]z ) n_jl_jz
se obtine expresia

non (Np) (Np )[jz] o
v, (M p,p,)= ZZ[ )( j N A0TAR0%.(13)
1 2

hi=1jp=1
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In cazul general al distributiei hipergeometrice multiple printr-un calcul similar
se obtine urmatoarea expresie a momentului de ordin (rl N PPN I‘s)

Vrl rs(na pla °s ps)

N S(in\(n-i n-j.—...— 'g N [il]... N [is] ' _
ZZ(][ .Jlj...( S lj( ) “h(ﬂf’s) ATOT. A0S (14)
TN J> Js N

Pentru s = 1 aceastd formula se reduce la

V (n pl) Z[ j( l\I:ljl)h Allon

care reprezintd momentul de ordinul I, al distributiei hipergeometrice
[ Nplj( N(l - pl))
K, n- kK,

Pnkl(pl): N
o

Folosind numerele lui Stirling de speta a doua expresia momentului de ordinul

(Fs05els) pentru distributia hipergeometricd multipla devine

(M P,y PS) =

.....

Z..._Zsln(n- D..(N= j—ccm jo+ 1)

(Npl)“‘]...(Nps)“S]
N[j|+~~-+js]

S} ...S;(15)
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