Une extension d’'un théoreme concernant les
métriques pseudoriemanniennes conformes
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Abstract

Dans cette Note nous présentons une extension d’un théoreme sur I’algebre de
déformation associée & une paire de métriques pseudo-riemanniennes conformes
sur une variété différentiable (Théoréme 1).
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Les variétés différentiables, les applications différentiables, les champs tensoriels et
les connexions linéaires qui interviennent dans la suite sont supposées de classe C°.

Soit M une variété différentiable & n dimensions. Désignons par F (M) 'anneau
des fonctions réelles, différentiables définies sur M et par 7 (M) le F(M)-module des
champs de tenseurs du type (r,s) sur M. Particulierement, pour 73 (M) on emploie
de méme la notation X'(M).

Soit A € 75 (M). Si on définit le produit de deux champs de vecteurs X et Y par
la formule
() XoY = A(X.Y),
alors le F(M)-module X (M) devient une F(M)-algebre. L’algebre définie par la for-
mule (*) s’appelle l'algebre associée & A et on note U(M,A). Si A = V — V, o
V et V sont deux connexions linéaires sur M, alors U(M, A) s’appelle I'algebre de
déformation de la paire de connexions (V, V) [8].
Définition ([4]). Un élément X € U(M, A) s’appelle champ presque principal s’il
existe une fonction f € F(M) et une 1-forme w sur t.q.
*") AZ,X)=fZ+w(Z)X, (V)ZeX(M).
Remarque. i) Si f =0, alors (*¥') nous montre que X est un champ principal.

ii) Si w = 0, alors (*') nous montre que X est un champ presque spécial.

iii) Si f =0 et w = 0, alors (*") nous montre que X est un champ spécial.

iv) Si A(X,X) =0, alors X s’appelle champ 2-nilpotent.

Dans cette Note nous présentons le théoreme suivant:

Théoréme 1. Soit g et § = e?* g(u € F(M)) deux metriques pseudoriemanniennes
conformes sur la variété différentiable connere M (dim M = n > 3). Notons par V,
resp. V la connezion de Levi-Civita associée a g, resp. g. Soit R € T} (M), resp.
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R € TH(M) le champ tensoriel de courbure de V, resp. V. Soit T,M Il’espace tangent
en chaque point p € M. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) g et g sont homothétiques,

(ii) tout élément de l’algébre U(M,NV — V) est un champ presque principal,

(iii) tout élément de ’algebre U(M,V — V) est un champ principal,

(iv) tout élément de l’algébre U(M,V — V) est un champ presque spécial,

(v) tout élément de lalgébre U(M,NV — V) est un champ spécial,

(vi) tout élément de l’algebre U(M,NV — V) est un champ 2-nilpotent,

(vil) V et V possédent les mémes géodésiques,

(viil) Lalgébre U(M,V — V) est associative,

(ix) VxR = VxR, (V)X € X(M), lorsque l’application
Ry, : T,M x TyM x T,M — T,M est une application surjective, (¥)p € M.

(x) R= R, lorsque R, : TyM xT,M xT,M — T,M est une application surjective,
()pe M

(xi) Ricg = Ricg, lorsque R, : T,M x T,M x T,M — T,M est une application
surjective, (V)p € M.

Pour démontrer le théoreme 1 on utilisera le lemme suivant:
Lemme 2. Soit g et § = e** g(u € F(M)) deuxr metriques pseudoriemanniennes
conformes sur une variété différentiable connexe M (dim M = n > 3). Notons par
V, resp. V la connerxion de Levi-Civita associée a g, resp. g. Soit R € TH(M), resp.
R € TH(M), le champ tensoriel de courbure de V, resp. V. Soit T,M U’espace tangent
en chaque point p € M. Supposons que Ry, : TyM x T,M x T,M — T,M est une
application surjective, (V)p € M.

i) $i VxR = fVxR, (V)X € X(M), ou f € F(M), f(p) # 0, (V)p € M, alors
u= constante,

ii) Si R = AR ot \ = constante # 0, alors u= constante,

iii) Si Ricg = Ricg, alors u= constante.
Démonstration du Lemme 2

i) De VxR = fVxR, (V)X € X(M) on a

(1) (VxR)(Y,Z2,V) = f(VxR)(Y,Z,V), (V)X,Y,Z,V € X(M)
Pour tout X,Y, Z,V € X(M) nous avons

(VxR)(Y,Z,V) = (VxR)(Y, Z,V) + A(X,R(Y, Z)V )~

@ —R(A(X,Y),Z)V = R(Y, A(X, 2))V — R(Y, Z)A(X, V)

ot A=V — V. De (1) et (2) on obtient

3 f(vXR)(Y7Z7V):(VXR)(KZ7V)+A(X7R(KZ)V)_
®) “R(A(X,Y), Z)V — R(Y, A(X, Z))V — R(Y, Z)A(X, V)

On écrit aussi les deux relations obtenues par substitutions circulaires:

f(VyR)(Z,X,V) = (VyR)(Z, X, V) + A(Y, R(Z,X)V)—

#) —R(A(Y,Z),X)V — R(Z,A(Y, X))V — R(Z, X)A(Y, V)
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» f(VzR)(X,Y,V) = (VZR)(X,Y,V) + A(Z, R(X,Y)V)~
) ~R(A(Z,X),Y)V — R(X,A(Z,Y))V — R(X,Y)A(Z,V)

En tenant compte de (3), (3'), (3) et en utilisant les identités de Bianchi:
(VxR)(Y,Z,V)+ (VyR)(Z, X, V)+ (VzR)(X,Y,V) =0,
(VxR)(Y,Z,V)+ (VyR)(Z, X, V) + (VxR)(Y,Z,V) =0

on obtient

W R(X,Y)A(Z,V) + R(Y, Z)A(X,V) + R(Z, X)A(Y,V) =

=AX,R(Y,Z2)V)+ AY,R(Z,X)V)+ A(Z,R(X,Y)V)

Soient A;k, R;kl, resp. g;; les composantes de A, R, resp. g dans un systeme de coor-
données locales (z!,...,2™). En coordonnées locales, la relation (4) s’écrit
(4 ARG, + AL R, + AL Ry — ARy, — A Ry, — ARy =0

De g = e*g on obtient

(5) Al = g + Suy — gjru’
ou 5
Ui = o u' =gy, g% gr; =0l

De (4') et (5) il résulte:

(6) (9a Ry + g R + gy j)u® + (07 Ry, + 05 Rjy; + 03 Ry )us =0
En multipliant les formules (6) par g* et en sommant, il résulte

(7) (n = 2)Rj5u” + (9" Raiji, + 0; Rep, — 03 Ryj)u® = 0

ou R;j = Ry, ; sont les composantes du tenseur de Ricci de g. En faisant r = j et en

sommant, de (7) on obtient
(8) (n—2)Rspu’® = 0.

Puisque n > 3, de (7) et (8) il résulte

) (n— 3)RLu* =0

ou

(9) Rijpus =0

Soit w la 1-forme de composantes u1,ug, ..., u,. Alors (9") s’écrit
(9" wR(X,Y)Z)=0, (V)X,Y,ZeX(M)

De (9”), pour tout p € M on obtient
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(10) wp(Rp(Xp,Yp)Zp) =0, (V)Xp,Y,, Z, € T, M.

Puisque I'application R, : T,M x T,M x T, M — T, M est une application surjective,
(V)p € M, il résulte que Im R, = T, M. De (10) on obtient

(10') wy(T,M) =0, (V)peM

c’est-a-dire w, = 0, (V)p € M, donc w = 0. Il résulte u; = 0, i € {1,...,n} ce qui
nous montre que u = constante.

ii) De R = AR, il résulte VxR = A\Vx, R, (V)X € X(M) et en utilisant i) nous
obtenons u = constante.

iii) Pour g = e2“g on obtient

(11) W(X,Y)Z=W(X,Y)Z, (V)X,Y,ZeX(M)

ot W, resp. W, est le tenseur conforme de Weyl [1], [2], [3] associé & g, resp. g. Puisque
g et g conduisent au méme tenseur de Ricci de (11) on obtient R = R, d’ot1 on tire
immédiatement u = constante.
Démonstration du théoréme 1

(i) & (ii) < (iil) & (iv) & (v) & (vi) & (vii) & (viii) Voir [5]

(i) = (x) = (xi), (i) = (ix) Evidémment

(ix) = (i), (x) = (i), (xi) = (i). On utilise le Lemme 2.
Remarque. Quelque propriétés des métriques de Riemann qui conduisent au méme
tenseur de courbure ont été mises en évidence par K. Teleman [6].
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