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Problemas y Soluciones

Problems and Solutions

Editor: José Heber Nieto (jhnieto@luz.ve)
Departamento de Matemética y Computacién
Facultad Experimental de Ciencias
La Universidad del Zulia
Apartado Postal 526
Maracaibo. Venezuela.

Los problemas apropiados para esta seccion son aquellos que puedan ser aborda-
dos por un estudiante de matematica no graduado sin conocimientos especializados.
Problemas abiertos conocidos no son aceptables. Se prefieren problemas originales
e interesantes. Las soluciones y los problemas propuestos deben dirigirse al editor,
en espanol o inglés, a la direccién arriba indicada. También pueden enviarse por
correo electrénico, preferiblemente como un archivo fuente en I¥TEX. Las propuestas
deben acompanarse de la solucién, o al menos de informacién suficiente que haga
razonable pensar que una solucién puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tackled by under-
graduate math students without specialized knowledge. Known open problems are
not suitable. Original and interesting problems are preferred. Problem proposals
and solutions should be sent to the editor, in Spanish or English, to the address
given above. They may also be sent by e-mail, preferably as a BTEX source file.
Proposals should be accompanied by a solution or, at least, enough information on
why a solution is likely.

Dedicamos esta entrega de Problemas y Soluciones a resenar la XIV
Olimpiada Iberoamericana de Matematica, realizada en La Habana,
Cuba, durante los dias 14 y 15 de septiembre de 1999. En cada uno de los
dos dias de competencia se propusieron tres problemas, otorgandose a los
participantes cuatro horas y media para resolverlos. Cada problema tenia un
valor de siete puntos. FEl pais ganador fue Argentina, cuyos representantes
obtuvieron tres medallas de oro y una de plata. Los mejores resultados in-
dividuales correspondieron a Emerson Leén (Colombia) y Carlos Villalvazo
(México), cada uno de los cuales totalizé 40 puntos y obtuvo una medalla de
oro. La delegacion venezolana tuvo una participacién destacada, obteniendo
cuatro medallas de bronce. Estuvo integrada por Kevin Herndndez (Caracas),
Tomas Kabbabe (Caracas), Homero Martinez (Mérida) y David Segui (Zulia).
Vayan para ellos nuestras mas calurosas felicitaciones, al tiempo que invita-
mos a todos los jévenes venezolanos a seguir su ejemplo y a prepararse para
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participar en las Olimpiadas Matematicas, en primer lugar en las nacionales
y eventualmente como representantes de Venezuela en las diversas competen-
cias internacionales. La proxima Olimpiada Iberoamericana se realizara por
cierto en Caracas del 16 al 24 de septiembre del presente ano.

Los seis problemas de la pasada Olimpiada Iberoamericana aparecen pro-
puestos a continuacién (ndmeros 20 al 25). Como de costumbre, invitamos a
los lectores a enviar sus soluciones, las mejores de las cuales seran publicadas
en los préximos nimeros.

1

20.

21.

22.

23.

24.

Problemas propuestos

Halle todos los enteros positivos que son menores que 1000 y cumplen
con la siguiente condicién: el cubo de la suma de sus digitos es igual al
cuadrado de dicho entero.

Dadas dos circunferencias M y N decimos que M biseca a N si la cuerda
comun es un didmetro de N. Considere dos circunferencias fijas Cy y
C5 no concéntricas.

(a) Pruebe que existen infinitas circunferencias B tales que B biseca a
C1 y B biseca a Cs.

(b) Determine el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
B.

Sean n puntos distintos, Py, Py, ..., P,, sobre una recta del plano (n >
2). Se consideran las circunferencias de didmetro P;P; (1 <i<j < n)
y coloreamos cada circunferencia con uno de k colores dados. Llamamos
(n, k)-nube a esta configuracion.

Para cada entero positivo k, determine todos los n para los cuales se
verifica que toda (n, k)-nube contiene dos circunferencias tangentes ex-
teriormente del mismo color,

Nota: Para evitar ambigiiedades, los puntos que pertenecen a mas de
una circunferencia no llevan color.

Sea B un entero mayor que 10 tal que cada uno de sus digitos pertenece
al conjunto {1,3,7,9}. Demuestre que B tiene un factor primo mayor o
igual que 11.

Un tridngulo acutdngulo ABC' estd inscrito en una circunferencia de
centro O. Las alturas del tridngulo son AD, BE y CF. La recta EF
corta a la circunferencia en Py Q.
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25.

26.

10.

(a) Demuestre que OA es perpendicular a PQ.
(b) Si M es el punto medio de BC', pruebe que AP’ =2.4D-OM.

Sean A y B dos puntos del plano y C' un punto de la mediatriz de AB.
Se construye una sucesién Cy, Cs, ..., Cy, ... de la siguiente manera:
Cy; = C y paran > 1, si C, no pertenece al segmento AB, C,, 11 es el
circuncentro del tridngulo ABC,,. Determine todos los puntos C' tales
que la sucesiéon Ci, Cs, ..., C,, ... estd definida para todo n y es
peridédica a partir de cierto punto.

Nota: Una sucesién Cy, Cs, ..., Cy, ... es periédica a partir de un
cierto punto si existen enteros positivos k y p tales que C,, = C, 4, para
todo n > k.

Propuesto por Angel Oneto, Universidad del Zulia, Maracaibo, Vene-
zuela (aoneto@luz.ve).

Probar que existe una y solo una funcién f : N — N tal que, para todo
m,n € N, se verifica:

(a) f(mn) = f(m)f(n).
D) m#nym"”=n"= f(m)=né f(n) =m.
(¢) myn>3ym" <n™ = f(n) < f(m).

(este problema es una variacién del planteado en el Boletin de la Aso-
ciacién Matemdtica Venezolana vol. 1 No. 2 1994.)

Soluciones

[4(1/2) (1996) p. 100] Propuesto por Angel Oneto, Universidad del Zulia,
Maracaibo, Venezuela (aoneto@luz.ve).

Sea A un dominio de integridad. Si A no es un cuerpo entonces existe
un A-médulo M con submédulos My y My tales que ambos son libres
de torsién pero M no lo es, y M = My + M.

Solucion por el proponente:
Sea a € A un elemento no nulo y no inversible. Poniendo
A2

M=%a
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resulta que M es un A-mddulo que no es libre de torsién pues (1,1)
es un elemento no nulo de torsién (de ser (1,1) = (0,0) se tendria
(1,1) = ba(1,1) para algin b € A y a resultarfa inversible).

Los A-submédulos M; = A(1,0) y My = A(0,1) cumplen obviamente
que M = M; + M y son, ademds, libres de torsién, pues si ¢(1,0) es
un elemento de torsién en M, existe d € A no nulo tal que de(1,0) =
ea(1l,1) para algin e € A, de donde resulta e = 0 y por tanto ¢ = 0. De
manera similar resulta que Ms es libre de torsién.

[7(1) (1999) p. 101] Propuesto por Ignacio Larrosa Canestro, A Coruna,
Espana (ilarrosa@lander.es).

Dado un poligono convexo inscripto en una circunferencia, pruebe que
la suma de los radios de las circunferencias inscriptas en los triangulos
de cualquier triangulacién (es decir, descomposiciones del poligono en
triangulos, cuyos vértices sean vértices del poligono y que lo recubran
completamente sin solapamientos) es la misma.

Solucion I por Wilson Pacheco, Universidad del Zulia, Maracaibo, Ve-
nezuela (wpacheco@luz.ve).

El enunciado es trivialmente cierto si el poligono es un tridngulo. A
continuacion lo probaremos para cuadrilateros. Para ello sean M, N,
O y P los vértices del cuadrilatero, a = MN, b = NO, ¢ = OP y
d = PM los lados del mismo, e = MO y f = NP sus diagonales.
Sean 71, 19, r3 y 74 los inradios y pi1, p2, P3 ¥ pa los semiperimetros
de los triangulos MNO, OPM, NOP y PMN respectivamente. Sea
R el radio de la cirunferencia circunscrita al cuadrildtero (que coincide
con el circunradio de los tridngulos MNO, OPM, NOP y PMN). Sea
p=a+b+c+d. La validez del enunciado se comprueba al mostrar que
r1 4+ ro =r3 + r4, 0 lo que es equivalente

Rri + Rro = Rrs + Rry. (1)
Ahora bien,

_\/(Pl a)(il?l bpize) p_ abe
4y/p1(p1—a)(p1—b)(p1—e)

ry = (p2— C)(Pz d)(m—e) _ cde
4y/p2(p2—c)(p2—d) (p2—e)

- _\/(:D3 b(Ps C(Ps f) R= cbf
44/p3(ps—b)(ps—c)(ps—f)

7\/(104 d)( P4 Ai—f) p_— adf
4y/Pa(pa—d)(pa—a)(pa—f)
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Al substituir estos valores en la ecuacién (1) la igualdad a probar que

se obtiene es
<ab+cd> f(Cb+ad)
el —+—) = —_t —
4p1  4po dps  4py

que es equivalente a
epapa(p2ab + pied) = fpipa(pach + pzad) (2)

La parte izquierda de (2) es:

é@ﬁ%%wﬂ+6@c+&0+e@h+dﬂ@ﬂc+@
+cd(a+b) +e(ab+cd)) (3)

mientras que la parte derecha es

é(efp +e2f + f(ac+ bd) + f(bc + da))(ab(c + d)
+cd(a+b) + f(be+ da)) (4)

Como el cuadrilatero es inscriptible se tienen las siguientes relaciones
(Teorema de Ptolomeo):

ac+bd =ef
e(ab+ cd) = f(be+ da)

que al ser substituidas en (3) nos dan (4), y el caso del cuadrildtero
queda cubierto.

Para concluir la demostracién supongamos que el enunciado es cierto
para todo poligono incriptible con menos de n lados y probemos induc-
tivamente que el mismo es cierto para los poligonos de n lados. Sean
Ay, As, ..., A, los vértices consecutivos del poligono. Todas las triangu-
laciones posibles se dividen en dos clases: las que contienen al tridangulo
A1A3A3 y las que no lo contienen. Las de la primera clase nos dan
también una triangulacién para el poligono A; As....A,. Por la hipétesis
inductiva, la suma de los inradios de los tridngulos pertenecientes a
cualquier triangulacién de este poligono es constante, lo que sumado
al inradio del tridngulo A; A3 A3 nos da una constante para todas las
triangulaciones de la primera clase.
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Si la triangulacién no contiene al tridngulo A, A; A3, entonces debe con-
tener un tridngulo A; AsAg, con k > 3. La diagonal AsAj divide al
poligono en otros dos: AsAs... Ay y Ag...A1 As, que quedan triangulados
por la triangulacién del poligono inicial. Como la suma de los inradios
de los tridngulos correspondientes al poligono A;As...Ax es constante,
la triangulacién de dicho poligono puede ser sustituida, de ser necesario,
por otra que contenga el tridngulo As A3 Ay. Asi, toda triangulacion que
no contenga al tridngulo A; A A3 es equivalentes a una triangulacién
donde aparecen los tridngulos A As Ay y AsAszAy para algin k& > 3.
Por lo visto para cuadrildteros podemos ahora sustituir estos triangulos
por A1 As Az y A1 A3 Ay v la suma es igual a la constante de las triangu-
laciones de la primera clase.

Solucion II por José H. Nieto, Universidad del Zulia, Maracaibo, Vene-
zuela (jhnieto@luz.ve).

Utilizaremos el siguiente lema, atribuido a Carnot:

Lema: Si O es el circuncentro de un tridngulo, R el circunradio y r el
inradio, entonces la suma algebraica de las distancias de O a los lados
del tridngulo es igual a R + r (las distancias se consideran positivas si
O esta en el mismo semiplano, respecto a un lado, que el vértice no
perteneciente a ese lado, y negativas en caso contrario).

Demostracion del Lema: La suma algebraica de las distancias es D =
R(cos A+cos B+cos C). Despejando los cosenos del teorema del coseno
y sustituyendo se obtiene:

D =

R(b? + % — a?) N R(c + a* — b?) N R(a® +b* — ¢?)
2bc 2ac 2ab

= %(a(b2 + 2 —a?) +b(c +a® —b%) +cla® +0* - )

= i((a—i—b—c)(b—}-c—a)(c—i—a—b)—Q-Zabc)

2abe
A4R(p—a)(p—b)(p —¢)
abc

= R+ ;
siendo p = (a + b + ¢)/2. Usando ahora las férmulas R = abc/(45),
donde S es el area del tridngulo, r = S/py S% = p(p —a)(p — b)(p — ¢)
(Heron), la tltima expresién obtenida se reduce a R+ r.

Solucion del problema: Dada una triangulacién calculemos la suma alge-
braica de las distancias de O a los lados de cada tridngulo. Si sumamos
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16.

todos los resultados, los términos correspondientes a lados internos (dia-
gonales del poligono) se cancelan, ya que cada una de estas distancias
aparece dos veces pero con signos diferentes. Por el lema, esta cantidad
es igual a (n —2)R més la suma de los inradios de los tridngulos. Por lo
tanto la suma de los inradios es igual a (suma de distancias de O a los
lados del poligono) — (n — 2)R, que evidentemente es independiente de
la triangulacién.

Comentario: El presente problema es un sangaku, problemas que segin
una antigua tradicién japonesa se inscribian en tablillas de madera y se
colgaban en los templos en honor a los dioses.

[7(2) (1999) p. 194]

Las cifras de una calculadora (a excepcién del 0) estdn dispuestas en
la forma indicada en el cuadro adjunto, donde aparece también la tecla
A_|_7.

718719
41516
11273

Dos jugadores A y B juegan de la manera siguiente: A enciende la
calculadora y pulsa una cifra, y a continuacién pulsa la tecla +. Pasa
la calculadora a B, que pulsa una cifra en la misma fila o columna que
la pulsada por A que no sea la misma que la tltima pulsada por A;
a continuacién pulsa + y le devuelve la calculadora a A, que repite la
operacion y asi sucesivamente. Pierde el juego el primer jugador que
alcanza o supera la suma 31. ;Cudal de los dos jugadores tiene una
estrategia ganadora y cudl es ésta?

Solucion por Wilson Pacheco, Universidad del Zulia, Maracaibo, Vene-
zuela (wpacheco@luz.ve).

Existe una estrategia ganadora para el jugador A, quien debe comenzar
jugando el 9. A continuacién se detallan las posibilidades de desarrollo
del juego.

Si B juega 7, la suma llega a 16 y A jugard 9 nuevamente llevando la
suma a 25, lo que obliga a B a jugar 3 (pues de lo contrario perderia en
este momento), llegando la suma a 28, A juega el 2, llevando la suma a
30 y B perdera en su proxima jugada.
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Si B juega 8, la suma llega a 17 y A jugard 9 llevando la suma a 26,
lo que obliga a B a jugar 3 (pues otra jugada lo harfa perder) llegando
la suma a 29; A juega el 1, llevando la suma a 30 y B perdera en su
préxima jugada.

Si B juega 6 la suma llega a 15 y A jugara 5 llevando la suma a 20; si B
juega 2, 4, 6 u 8, A jugard 8,6,4 o 2 respectivamente, llevando la suma
total a 30, con lo que B perderd en su préxima jugada.

Si B juega 3, la suma llega a 12 y A jugard 6 llevando la suma a 18.
Aqui hay dos opciones para B;

En la primera, si B juega 3 0 9, A jugard 9 o 3 respectivamente, llevando
la suma total a 30 con lo que B perderd en su préxima jugada.

En la segunda, si B juega 4 0 5, A jugara en cualquier caso 6, llevando
la suma a 28 y 29 respectivamente. La menor jugada para B en este
momento es 3, que suma con los resultados anteriores 31 o 32 perdiendo
B nuevamente.

[7(2) (1999) p. 194.]

Sea S un subconjunto de {1,2,3,...,1000} con la propiedad de que
ninguna suma de dos elementos diferentes en S esté en S. Encuentre el
numero maximo de elementos de S.

Solucion por Julio Subocz, Universidad del Zulia, Maracaibo, Venezuela
(jsubocz@luz.ve).

El conjunto S = {500,501, 502, ... ,1000} tiene la propiedad pedida y
su cardinal es 501. Probaremos que éste es el maximo buscado.

Sea S un conjunto que satisfaga la condicién del problema y sean A; =
{1,2,3,...,499}, A, = {500,501,502,...,1000}, S; = SN A, Sy =
SNAyy k= ‘Sl|

Si k = 0 entonces obviamente |S| < 501. Supongamos entonces que
k> 1. Si So = & entonces |S| < 499. Si en cambio So # & sea s el
minimo elemento en Ss.

Sea B = {1001,1002,...,1499}. Si a € Ss, claramente el trasladado
a+S; C Ay, UB.

Si s > 501 entonces |B N (s+ S1)| < s — 501, luego |A2 N (s + S1)| >
|s + 51| — s+ 501 =k — s+ 501.



Problemas y Soluciones 95

Ahora A3N(s4+.51) C Ax\S2 v {500,...,s—1} C A\ Sa, v se deduce
que |As\Ss| > (s—500)+(k—s+501) = k+1. Luego |S2| < 501—k—1,
y S| = |S1] + |S2] < 500.

Si s = 500 entonces |43\ Sa| > |500+S51| = &, |S2| < 501—k y |S] < 501.

Comentario del editor: Mas en general se puede probar que si S es
un subconjunto de {1,2,3,...,2n} con la propiedad de que ninguna
suma de dos elementos diferentes de S estd en S, entonces S tiene como
méaximo n + 1 elementos. Més ain, si n > 2 entonces el maximo se
alcanza solamente para S = {n,n+1,...,2n}.



