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Resumen

En este trabajo se hace un repaso a diferentes demostraciones que
ha tenido el Teorema de extension de Tietze, debidas a Hausdorff, Bohr,
Urysohn y Mandelkern (esta dltima es la méas simple y reciente).
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Abstract

In this paper we survey different proofs of Tietze’s extension Theo-
rem due to Hausdorff, Bohr, Urysohn and Mandelkern (the last one is
the simplest and more recent).

Key words and phrases: Tietze’s Theorem; Hausdorff; Bohr; Urysohn;
Mandelkern.

1 Introduccion

El teorema de extensién de Tietze caracteriza los espacios topolédgicos en los
que es posible extender al espacio total una funcién continua definida en un
cerrado. Al principio el teorema era méas modesto: simplemente afirmaba que
dicha extension era posible en ciertos espacios; solo més tarde aspiré a ca-
racterizarlos. La primera demostracién valida (para el caso de R?) es la que
Lebesgue presentd en 1907 en [2]. La primera prueba valida en espacios métri-
cos es la que dio Tietze en 1915 en [6] y por ello toma su nombre el teorema.
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Hay una demostracién valida también s6lo en espacios métricos debida a
Hausdorff en 1919 (véase [1]), mucho més breve (y por tanto més popular) y
que solo requiere conocer las propiedades basicas del infimo de un conjunto de
ntmeros reales, lo que la hace mucho mas facil de entender que la de Tietze e
incluso que la que después daria Urysohn, si bien esa tltima es méas general.
Cualquier lector puede hallar una versiéon muy detallada de la misma en la
proposicion 5.3.8. de [4], que es un libro reciente y en castellano, por lo que
ser4 la dnica que no recojamos aqui.

Hay otra demostracién poco conocida, debida a Harald Bohr, valida sélo en
espacios métricos; puede hallarse propuesta como ejercicio 19 en la pagina 311
de [5] y tiene como aspecto més relevante que usa la integral de Riemann en
su demostracion. Como no he visto los detalles desarrollados en parte alguna,
la incluimos.

Posteriormente se ambiciona cacterizar qué espacios satisfacen esa propie-
dad de extensiéon. La demostracién clasica es la debida a Urysohn en 1925,
(véase [7]); esta demostracion del teorema de Tietze primero requiere estable-
cer el lema de Urysohn, una de las joyas de la topologia general elemental, y
después los conceptos de serie de funciones y convergencia uniforme. Puede
hallarse en cualquier texto sobre Topologia General. La incluimos para que se
aprecien los requerimientos en comparacién con las otras.

Finalmente, Mark Mandelkern dio en 1993 una demostracién que reunia las
virtudes de todas las anteriores: era elemental en los conceptos usados (como
la de Hausdorff, a diferencia de las de Bohr —que usa integrales— y Urysohn
—que usa series—), no usaba el lema de Urysohn (al igual que las de Bohr
y Hausdorff, a diferencia de la del propio Urysohn) y era valida en espacios
normales (como la de Urysohn, a diferencia de las de Bohr y Hausdorff). Es
decir, la version “definitiva”. La incluimos.

En este articulo divulgativo repasamos estas demostraciones.

2 En espacios métricos y sin lema de Urysohn

Teorema 2.1 (Bohr). Si un espacio topoldgico (X, T) es metrizable, enton-
ces para cualquier A C X cerrado y cualquier f : A — [0,1] continua, eziste
una extension continua de f a X, esto es, una aplicacion F : X — [0,1],
continua, tal que Fla = f.

Demostracion. Enumeraremos los bloques en que se divide la demostraciéon
para facilitar su lectura y comprension.

1) Sea A un cerrado del espacio métrico (X,d) y sea f : A — [0, 1] continua
en A. Sea d(x) = d(x, A); como A es cerrado, d(x) = 0 si y solo si z € A.
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Definamos ¢, (r) = Sup{f(y) : v € AN B,(x)} para cada r > 0, con el
convenio de que el supremo de un conjunto vacio es 0. Sea g: X \ A — RT Ia

funcién definida como
) /.Zd(w) ZZJT(T‘) p
) = T.
@) d(@)

Notese que 1, es una funcién definida de R en [0,1] y que d(z) > 0 en
X \ A, luego el integrando estd perfectamente definido y es siempre positi-
vo. Ademés 1, (r) es monotona: notese que si r < s, entonces AN By (z) C
AN Bs(z), con lo que al tomar supremos ¥, (r) < 1,(s). En consecuencia
el integrando es una funcién integrable (y por tanto la funcién g estd bien
definida).

2) Es claro que g es una funcién positiva; veamos que g es continua en X \ A.
Para ello dado z¢p € X \ A hemos de probar que dado € > 0 existe § > 0 tal
que si z € X \ A verifica d(x,x9) < §, entonces |g(z) — g(xo)| < e.

Asi pues sea d(x,z) < 0 (ese § se puede tomar para que sea menor que
d(xp) para evitar problemas). Como g(zg) se obtiene mediante una integral
entre d(zg) y 2d(zg), d(xo) < r < 2d(zg). Por otro lado d(z¢) = d(zg, A) <
d(z, A) + d(x,z) (usando la desigualdad triangular y tomando supremos),
luego d(zg) < d(z) + 6 y de ahi d(z¢) — § < d(z). Analogamente se obtiene
d(x) < d(xp) + 6. Eso se traduce por medio de la desigualdad triangular en la
siguiente inclusion entre bolas: B,_s(z¢) C By(z) C Byys(xo). Y al tomar los
supremos que definen a 1) se obtienen las desigualdades ¢, (r —d) < ¢, (r) <
Y, (r + 0). Tomando integrales eso se traduce en:

2d(z) 1/1r(7’) 2d(z) 1/% (T+5)
= d Broll 20
9(z) /d(:z:) dw) = »/d(:r) @)

como d(zp) — § < d(x), eso es a su vez estrictamente menor que

/Qd@) Vo (r+9)
d(z) d(zo) =6

Descomponiendo el intervalo de integracién en tres se obtiene

2d(zo)—0 ( ) d(x) ( ) 2d(x) ( )
Yo (1 + 0 Yo (1 + 0 Uy (r + 0
< = dr — ——d = dr.
9(x) < dz) =0 "7 ) dwey—s " T o) =0
d(zo)—90 d(zo)—0 2d(zo)—6

En la primera integral aplicamos el cambio lineal de variables de r — r4-6;
en las otras dos usamos que el integrando est4 acotado entre O y 1 y nos queda,
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acotando por 0 6 1 segln convenga:

2d(zxo) w (7") d(z) 0 2d(x) 1
x) < — X0 dr — / ———dr +/ ———dr
9(z) /d(aco) d(wo) — 6 d(we)—s A(T0) — 6 2d(z0)—s UT0) — &

1
= Jagy 5 (@0)d(zo) + (2d(x) — 2d(x0) +9))
1
= W(Q(Uﬂo)d(%) +2(d(z) — d(z0)) + 6)
y como d(z) — d(zo) < J, tenemos
9(x) — g(x0) < ﬁ(g(xo)d(xo) +30) — g(x0) = W.

Analogamente, usando ¥, (r — ) < 1, (r) en vez de ¥, (r) < ¥, (r + 9)
y d(z) < d(xo) + d en vez de d(zg) — § < d(z) y con el mismo procedimiento
(dividiendo en tres trozos apropiados el intervalo de integracion, haciendo el
cambio lineal 7 — r —§ en una de las integrales y acotando por 0 6 1 las otras
dos, seglin convenga) se obtiene

2d(x) 2d(x)
_ 1/130 (r) "/}Zo (’I“ _ 5)
9le) = /d(w) d(z) ar> /d(w) d(zo) +6 ar

- /2d(wo)+5 by (1 — 0) it /d(:r) Yy (1 — 0) e /2d(z) Vo (1 — 0) 0
" Ja@e)+s  d(wo) +0 d(wo)+o A(T0) +0 2d(z0)+s A(T0) + 0

> /Zd(%) Yo (1) dr + /d(m) . —dr — /2(1(@ L dr
" Ja@yy d(wo) +6 d(zo)+s A(T0) + 0 2d(w0)+5 A(T0) + 6

- m(g(mo)d(m — (2d(x0) + & — 2d()))
1
- W(g(ﬂﬁo)d(l‘o) +2(d(z) — d(xg)) — &

y como d(x) — d(xo) > —J, entonces

o) = gla0) > g (olan)d(a) ~30) ~ glz0)
63 +g(m) 53+ g(w))
d(zo) + 6 d(zg) —6
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De todo lo anterior se deduce la acotacion

5(3 + g(w0))

y esa cota puede hacerse siempre < £, ya que viene dada sélo en funcién de
valores concretos de g y d en xg y de J, asi que basta hacer ¢ suficientemente
pequefio para que sea eso < €.

Veamos ahora que la imagen de g estd contenida en [0,1]. Como f estd
acotada por 1, también lo esta 1,(r) que se construye tomando supremos de
valores de f, luego

2@ 1 2d(x) —d(x)
g<‘”)</d<w> "= dw "

asi pues g también esté acotada por 1.
3) Definamos ahora la extension de f que buscamos:

_f f(z) si ze€eA
F(x)_{g(ac) si o reX\A

Claramente F' es una funcién definida en todo X, cuya imagen est4 conte-
nida en [0,1] y que extiende a f. Resta ver que F' es continua en todo punto
de X, es decir, dado g € X y para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si z € X
verifica d(x, zp) < 0, entonces |F(x) — F(z0)| < €. Sabemos que sus restriccio-
nes a Ay a X \ A son continuas, asi que el inico caso por considerar es que
xo € Ay xz € X\ A (o viceversa), en cuyo caso hay que probar que si g € A
y para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si © € X \ A verifica d(z,zq) < 9,
entonces |g(x) — f(xo)] < €.

Para ello, como 1, creciente y como r < 2d(z) entonces

2d () Y, (2d(x)) B 2d(x) — d(z)
9(@) < /dm i@ T i)

Por otro lado Bag(g)(2) C Bss(wo) (8i y € Bag(e) (), entonces d(y,z) <
2d(x), luego d(y, zo) < d(y,z) + d(x,x0) < 2d(x) + 6, y como zg € A, d(z) <
d(xz,x0) < ¢, de donde d(y,zp) < 3J). De esa inclusion de conjuntos sale al
tomar supremos ¥, (2d(z)) < 1.,(30), luego g(z) < Sup{f(y) : y € AN
ng(l’o)}.

Analogamente se obtiene g(z) > Inf{f(y) : v € AN Bss(zo)} ya que
Ya(r) = Sup{f(y) : y € AN B(2)} > Inf{f(y) : y € AN B,(x)} pues el
supremo es siempre mayor que el infimo, y eso a su vez es mayor o igual que
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Inf {f(y) : y € AN Bss(zo)} puesto que AN B, (xz) C AN Bss(xy) (para probar
eso, notese que AN B,.(z) # 0, ya que si fuera vacio, entoces B,.(z) C X \ A4,
de donde d(z) = d(z, A) > r, lo que contradice d(z) < r < 2d(x). Asi pues
sea z € AN B,(x); entonces d(zo,2) < d(zo,z) + d(z,2) < § +r y como
r < 2d(x) < 2§, tenemos d(zg, z) < 3¢). Finalmente, integrando respecto a r
entre d(x) y 2d(z) a ambos lados de la desigualdad ¢, (r) > Inf {f(y) : y €
AN Bss(xg)} ya obtenida, y tras dividir por d(x) ambos miembros, se tiene
g(z) > Inf{f(y) : y € AN Bss(zo)}-

De ambas cosas se infiere que Inf {f(y) : ¥y € AN Bss(xg)} — f(z0) <
g(x) — f(zo) < Sup{f(y) : y € AN Bss(xo)} — f(z0), pero la continuidad de
f en A permite asegurar que existe 6 > 0 lo suficientemente pequeno para
asegurar que [Sup {f(y) : y € AN Bss(zo)} — f(xo)| < ey que [Inf{f(y):y €
AN Bss(zg)} — f(zo)] < &, lo que nos da la continuidad de F y concluye la
demostracion del teorema. O

3 En espacios normales y con lema de Urysohn.

Teorema 3.1. (Lema de Urysohn.) Un espacio topoldgico (X,T) es nor-
mal si y sélo si para cada par de cerrados A y B disjuntos en X, existe una
funcion continua f : X — [0,1] tal que f(A) =0y f(B) =1.

Demostracion. En primer lugar supongamos que A y B son dos cerrados
disjuntos en X y que f: X — [0,1] es una funcién continua tal que f(A) =0
y f(B) = 1; entonces U = f~1([0,3]) y V = f~'(]3, 1]) son abiertos disjuntos
en X tales que ACU y B C V; por lo tanto (X,7) es un espacio normal.
Supongamos ahora que (X,7) es un espacio topologico normal y sean A
y B dos cerrados disjuntos en X.
1) Vamos a construir una familia {U, : r € D} de abiertos de X, con D el
conjunto de los nimeros diddicos (esto es D = {£ :n € N,k € {1,...,2" —
1}}) tal que:

1. ACU, yU.NB = () para cada r € D;
2. U, C U,, siempre que r,s € D con r < s.

Por la normalidad de X, existe un abierto U% tal que A C U% y BN Uié =0
(existen abiertos disjuntos U = U% y V tales que A C Uy B CV, asi que

U N B = () porque en caso contrario z € UN B = UNV #0).
Ahora consideramos las parejas de cerrados disjuntos A y X — U 1, con

la que construimos por el mismo procedimiento U%, y @ y B, con los que
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construimos Us. Tenemos asi que: A C Us; Ur N (X \Uy) =0, o lo que es lo
mismo, U1 C U1 U1 C Us

Tenemos ya construldos los abiertos correspondientes a los nimeros dia-
dicos con n = 1, 2; procedamos ahora por induccién sobre n para construir el
resto.

La hipotesis de inducciéon es: ACU_ 1 ;U 1+ CU_2 ;5...;Usm-1_, C
on—1 on—1 on—1 on—1
Ug‘n,—lil; U2n—1,1 N B = (Z)
on—1 on—1

Vamos a demostrarlo ahora para el natural n: aplicando sucesivamente la
definicién de normalidad obtenemos:

de Ay X -U 1 obtenemos U 1 5 abierto con
ACUL L U CU_1 ;

on—T

deU1 yX U2

n—1

obtenemos U 2 abierto con
U1 CUs y U% CU_=2 _;

on—1 27 2 on—1

de Uyn-1_, y X —Uyn-1_, obtenemos Uzms abierto con

Sn=T T
Uyn-1_o CUzﬂ 3 yUz?7 3 CUzn-1_1;

- on—1 on—1
deUyw-1_, vy B obtenemos UZ"—l abierto con
on—1
Uzn11CU2"1yU2ﬂ1ﬂB 0.
on—1
Esto es, hemos construido los abiertos Uk con k € {1,...,2" — 1} tales
que A - UL, UL - Uﬁ(— U_ . ), ey U2n72(: U2n71,1> - U2n71;
27 27 27 on—1 o7 ST 37

Uszn—1 N B =0, lo que finaliza la induccién.
PiC

2) Ahora vamos a definir la funcion f como sigue:

1 blx¢UT
f(x) = {Inf{reD zeU.} SlIGUéﬁU

Esta funcién asi definida verifica:
e f(A)=0, vaque ACU, para cadar € D,

e f(B)=1, yaque U.NB = () para cada r € D.

3) Veamos finalmente que f es continua. En primer lugar hay que tener en
cuenta que:
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e Six € U,, entonces f(z) <7 (y por lo tanto si € U, se tiene f(x) < r):
si f(x) > r entonces existe s € D con 7 < s < f(z) (por la densidad de

D) y asi « ¢ Ug, pero como r < s, tenemos x € U, C Uy, lo que es una
contradiccion;

e Siz ¢ Ug, entonces f(z) > s (y por lo tanto si z ¢ Uy se tiene f(x) > s):
si f(r) < s entonces existe r € D con = € U, tal que f(z) <17 < s, asi
pues xz € U, C U, lo que es una contradiccién.

Distinguimos tres casos:

1. f continua en x € X tal que f(z) = 0: dado € > 0 hay que encontrar
U € U* con f(U) C [0,¢[. Por la densidad de D en [0, 1], existe 7o € D
tal que 0 < rg < . Como f(z) = 0, esto significa que x € U, (€ U*) y
ademas f(Uy,) C [0,70] C [0,¢[ (va que si z € Uy, entonces f(z) < ro);
luego se puede tomar U = U,,.

2. f continua en € X con f(z) = 1: dado £ > 0 hay que encontrar
U € U” tal que f(U) C]1 —&,1]. Por la densidad de D en [0, 1], existe
so € D tal que 1 —e < s9g < 1. Como f(x) = 1, esto significa que
7 ¢ UpepU, = o ¢ U, para cada r € D (si € U, para s € D entonces
existe s’ € D con s < s’ lo que significa que = € U, C Uy, que no es
cierto), luego x ¢ Us,, asi que f(x) > so de ahi f(z) € [sg, 1] C]1 —¢,1];
luego se puede tomar U = X — U, (n6tese que si z € U entonces

f(2) = 50).

3. f continua en x € X con 0 < f(x) < 1: dado € > 0 hay que encontrar
U € U* tal que f(U) C]f(z) — ¢, f(x) + ¢[. Por la densidad de D en
[0,1], existen 7, s € D tales que f(z) —e <r < f(z) < s< f(z)+e. Es
claro que x € Uy, — U, (si ¢ Uy entonces f(x) > s, lo que es falso, y si
x € U, entonces f(x) < r, lo que es falso); asi U = Uy — U, € U*. Por
ultimo también es inmediato que f(U) C [r,s] Clf(x) — ¢, f(x) + €[ (s
2€U=Us—U,, f(2) < sy por otra parte f(z) > 7).

Luego f es continua en X como queriamos. O

La necesaria generalizacion a intervalos cerrados cualesquiera es inmediata.

Corolario 3.2. Un espacio topoldgico (X, T) es normal si y sdlo si para cada
par de cerrados A y B disjuntos en X existe una funcion continua f: X —
[a,b] (donde a,b € R,a <b) tal que f(A) =a y f(B) =b.
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Demostracion. Recuérdese que la aplicacion h : [0,1] — [a,b] definida por
h(x) = (b — a)x + a para cada x € [0, 1] es un homeomorfismo con h(0) =a y
h(1) =b.

e Supongamos en primer lugar que X normal y sean A y B dos cerra-
dos disjuntos de X; usando el lema de Urysohn existe una aplicaciéon
f'+ X —[0,1] continua tal que f'(A) =0y f/(B) = 1; bastara entonces
tomar f = ho f’.

e Supuesto que f : X — [a,b] es una funcién continua tal que f(A) =ay
f(B) =bentonces f' =h"tof: X — [0,1] también es continua; por lo

tanto el lema de Urysohn asegura la normalidad de X. .

La definicién y conceptos béasicos de las series de niimeros reales que se
detallan a continuacién seran imprescindibles en nuestra primera version del
teorema de extension de Tietze.

Definicién 3.3. Dada una sucesion de nimeros reales {a,}, se llama serie
de término general {a,} a la sucesion {S,} donde, para cada n € N, S,, =
ZZ=1 a. Dicha sucesion se denota por > ., a, y su limite, si existe, se
denota por Y.~ a, (y en tal caso se dice q_ue la serie es convergente y al
limite se le llama suma de la serie).

Lema 3.4.

1. Dados a,z € R, si |z| < 1, entonces la serie (que se llama serie geomé-

. - o0
trica) )~ az" es convergente y ademds Y~ az" = 9.

2. Si para dos series dadas )y, an Y Y., > bn existe N € N tal que, si
n > N, a, = b,, entonces una serie es convergente si y sdlo si lo es la
otra.

8. 5 35100 Y D> b son dos series convergente y ¢ € R entonces
las series >, 51 can y 32,5 (an + by) también son convergentes y su
- o0 o0 o0 o0
sumas verifican: Y )" Cap =cy " an YO (an+by) =D 0" an+
Zn:l bn

4. Una serie de numeros reales Y, - a,, se dice que es absolutamente con-
vergente si la serie Y, - |an| es convergente; una serie absolutamente
convergente es convergente.

5. (Criterio de comparacion.) Sean 0 < a, < b,, para cada n € N;
$6i Y., ~ by es convergente entonces Y, - a, también es convergente y
en tal caso las sumas de ambas series verifican la siguitente relacidn:

2one1 Gn < 20y bn
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Podemos ya concluir la seccién con la siguiente version del teorema de
extension de Tietze, que no sblo vale en espacios normales sino que ademas
permite tomar como rango de la aplicacién a cualquier intervalo de R, no sélo
a [0,1].

Teorema 3.5 (Urysohn,1925). Un espacio topoldgico (X,T) es normal si
y sdlo si para cualquier A C X cerrado y cualquier f : A — J continua, donde
J es un intervalo de R, existe una extension continua de f a X, esto es, una
aplicacion F : X — J, continua, tal que F|g = f.

Demostracion. (<) Sean A y B subconjuntos cerrados y disjuntos de X;
definimos la aplicacion f: AU B — [0, 1] como

f(x){(l) sizx€e B

size A

f es continua y como AU B es cerrado en X, por hipotesis existe F' : X —
[0,1] continua tal que F|aup = f y por lo tanto F(A) =0y F(B) = 1. El
Lema de Urysohn nos asegura que X es normal.

(=) En primer lugar supongamos que J = [—1,1] y sean A C X un cerrado
y [+ A—[-1,1] continua. Sean

Alz{xeA:f(x)zé} Blz{xeA:f(m)g%l}.

Tanto A; como Bj son dos cerrados disjuntos en A y por lo tanto en X y
por el corolario 3.2, existe una aplicaciéon continua f; : X — [_717 %] tal que
f1(A1) = 3 y f1(B1) = 5. Evidentemente, para cada z € 4, |f(z)— f1(z)| <

% (notese que los puntos %1 y % dividen al intervalo [—1,1] en tres partes

iguales de longitud %), por lo tanto f — f1: A — [_72, %] es continua.
Ahora repetimos el proceso con f — fi = g1. Esto es, dividimos el intervalo

[=2, 2] en tres partes iguales (con 7 y ), definimos

A2:{$€Aigl(l’)zg} Bgz{xeA:gl(:v)g%Q}.

De nuevo el corolario 3.2 aplicado a estos dos cerrados disjuntos nos pro-
porciona una funcién fo : X — [2, 2], continua y tal que f2(42) = 2y

f2(B2) = Z2. Claramente, ahora |(f — fi) — f2| < & = (3)%

Para continuar el proceso por induccién, formulamos la siguiente hipotesis:
sea n € N, con n > 3, supongamos que para cada k € {1,...,n} hemos
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definido una aplicaciéon fr : X — [7(%)]6_1’%(%) -
si Ay, = {x € A: (f - fofZ)()f%(
Zf 11 )fl)( z) < SH(2)*71}, entonces fir(Ar) = (3L, fu(Br) = FH(3)F !

v |f (@) = 2oy fr(@)] < (3)", para cada @ € A.
La construccién para el natural n + 1 es la siguiente: llamamos
- 1 2 n
Appr={z€eA:(f- ka)(x) > g(g) }
k=1
= -1,2.,
B ={z€A:(f=) f))< - )"
i=1
El corolario 3.2 nos proporciona una aplicacion fri1: X — [FH(3)", 5(3)"]
contina, tal e o1 (Aysy) = $3)" v S (Bry) = G Ademas, pa-
a2 € Ay, fut(0) = 43"y (" > (@)~ Xiy fela) > 43)", por Io
tanto | f(x) =321 5) fu(@)] = |(f(@) =34y fu(@)) = fara (@) < B) =5 (3)" =
(2)»*1. Analogamente |f(z) — Y751 fu(2)] < (2)"+! para cada = € A. Esto

concluye la induccién.

Hemos obtenido, pues, una sucesion de funciones continuas { f,, }nen, tales

que |fn(z)] < 5(3)"! para cada x € X y |f(x) — X, fr(z)| < (3)", para
cada x € A.

Definimos ahora la funcion F : X — [=1,1] como F(z) = > " fu(x)
para cada x € X. Veamos que estd bien definida: para cada x € X y cada
neN, |fu(x)] < 5(3)"" y por el lema anterior, la serie 3, -, fu(2) es con-

(z
vergente y su suma verifica Yooy fo(2) < 307 |ful2)] < D0 2(3)" =
S 43" = dy 1.

Claramente F( ) = f(z) para cada = € A (ya que, para x € A, |f(x) —
F(z)] < lim,—oo(3)" = 0).

Veamos ahora que F' es continua: sea © € X y € > 0. Tomamos N € N
tal que > o7y +1(%)" < 5 (lo que es posible al ser la serie convergente).
Dado que cada f,, es continua, para cada n € {1,..., N} elegimos un abier-
to U, en X con z € U, y tal que f,(Un) C By, ()(5%)- Entonces U =
Uy N---NU, es un abierto de X con z € U y tal que, para cada y € U
[F(2) = F(y)| < 300 [fa(@) = fa@) + | Xny 1 Fn(@) = S0 niy fa®)] <
NQS:V + |ZZO N+1 fn(z) = ZZO N+1 fa(y)] < % + ZZO:N-H |fn(z) = fu(y)] <
2+Zn N+1( " Sz"‘%_
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Esto completa la demostracion en el caso J = [—1,1].

Supongamos ahora que J = [—1,1[ y sean A un subconjunto cerrado de X
y [+ A— [-1,1] continua. Por la parte anterior (y dado que [—1,1[C [-1,1])
existe una extension continua de f a X, que llamaremos F’ : X — [—1,1]. Sea
Ao ={z € X : F'(z) = 1}, asi Ap es un cerrado de X disjunto de A, y por el
Lema de Urysohn existe una aplicacién g : X — [0, 1] continua tal que g(Ag) =
0y g(A) = 1. Definimos F : X — [—1,1[ como F(z) = F'(x)g(z) para cada
x € X; F es claramente continua y estd bien definida: |F(x)| < |F'(z)| < 1
y por otra parte si 1 = F(z) = F'(x)g(x), se tiene 1 = F'(z) = g(x), pero si
F'(z) =1, tenemos x € Ag y entonces g(x) = 0, asi que F(x) # 1 para todo
x € X. Por lo tanto F' es la extensiéon que buscabamos.

Ahora si J =] — 1, 1], repetimos el proceso con la extension obtenida en el
caso anterior y con Ag = {x € X : F'(z) = —1}.

Por 1ltimo, sea J cualquier intervalo de R, entonces es conocido que ha de
ser homeomorfo a uno de estos tres: [—1,1], [-1,1[, ] — 1, 1], que llamaremos I
y sea h : J — I un homeomorfismo entre ambos. Sean entonces A subconjunto
cerrado de X y f : A — J continua, llamamos f' = ho f: A — J — I; ya
hemos probado que existe una extensién continua F’ : X — I; definimos
F=h"1'0F : X — J, que es continua y verifica que para cada = € A,
F(z) =h7'oF'(z) = h~tof'(x) = h~toho f(z) = f(x), como queriamos. [

Teorema 3.6. Si un espacio topoldgico (X, T) es normal, entonces para cual-
quier C C X cerrado y cualquier f : C — [0, 1] continua, existe una extension
continua de f a X, esto es, una aplicacion F : X — [0,1], continua, tal que
Fla=Ff.

4 En espacios normales y sin lema de Urysohn.
Teorema 4.1 (Mandelkern,1993). Si un espacio topoldgico (X, T) es nor-
mal, entonces para cualquier C C X cerrado y cualquier f : C — [0,1]
continua, eriste una extension continua de f a X, esto es, una aplicacion
F: X —[0,1], continua, tal que F|c = f.

Demostracion. Definimos los conjuntos

Cr={ze€C: f(z) <r},

U= X\{aeC: f(z) > s},
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para todo r,s € QN]0,1[. Es claro que C, es cerrado y Us es abierto en X,
pues C' es cerrado y f es continua.
Ahora consideramos el subconjunto P C Q x Q dado por

P={(rs)eQxQ:0<r<s<1}

Notese que si
(r,s) e P

entonces claramente C, C Us, pues si f(z) < r < s, entonces es falso que
f(x) > s.

Puesto que Q x Q es numerable, se sigue que P es un conjunto numerable
(v obviamente infinito). Por tanto podemos escribir P como una sucesion
P = {(rp, $n) : n € N. Construimos inductivamente una sucesion de conjuntos
cerrados H (ry, s,,) con las siguientes propiedades para todo n € N :

Cy, C H(rn,s,)° C H(rp,sn) CUs,. (1)

H(rp,s,) CH(rm,sm)° siry, <Tm V Sn < Sm. (2)

Para ello comenzamos encontrando, por la normalidad de X aplicada a los
cerrados disjuntos C,, y X \ Us,, un cerrado H(r1, s;) con la propiedad 1 para
n =1 (la propiedad 2 no tiene sentido para n = 1).

Supongamos que se han construido los cerrados H(r,,, s,) paran < k —1
cumpliendo las propiedades 1 y 2.

Para construir H(r, si) procedemos como sigue. Sean Ji y Ly los sub-
conjuntos de N definidos como sigue:

Je={jeN:j<k, rj<rpys;j <sp}
Ly={ieN:i<k, rp<r;ysg <S8}

Esos conjuntos estan contenidos en {1,...,k}, luego son finitos. Se tienen
las siguientes inclusiones si¢ € Ly y j € Ji:

(a) CT’k C CH - H(riv Si)oa
(b) H(rj,s;) C H(ri,s:)°,
(C) H(T]7S]) C USJ' C Ubk

En las inclusiones (a) y (¢) C,, C Cy, v Us; C Uy, se siguen de las
definiciones de C, y Uy y del hecho de que i € Ly significa que r, < r; y
J € J, significa que s; < si.
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Por su parte C., C H(r;, s;)° se deduce de la condicién 1 paran < k —1
pues i € Ly, significa que i < k 'y H(rj,s;) C Us; se deduce de la condicion 1
para n < k — 1 pues j € Ji significa que j < k. Eso nos da (a) y (c).

La inclusion (b) sigue de la condiciéon 2 paran < k—1, yaque i € Ly y
J € Jy significan r; <7 <715y 55 < s < Ss.

De (b) se deduce entonces que H(rj,s;) C (VW{H(r;,5:)° 19 € Ly} y de ahi

U{H(rj,sj) cjeJgt C ﬂ{H(ri,si)o 29 € Ly}

. De (a) tenemos C,, C {H(r4,8:)° 19 € Ly}, luego C, UU{H(rj,s;) :j €
J} € N{H(r4,8:)° : i € Li}. Finalmente de (c) se tiene |J{H(r;,s;) : j €
Jr} CUs, v de 1 se tiene C,, C Us,, luego

Cr, U JLH(rj,55) 1§ € Ju} € Usy N[ {H(ri,:)° 2 i € Ly}

El primer miembro es unién finita de cerrados, luego cerrado; el segundo
miembro es interseccién finita de abiertos, luego abierto.

Puesto que X es normal aplicado a los cerrados disjuntos Cy, UUJ{H (5, s;) :
je€ Ity X\ (Us, N{H(ri,8:)° i € Li}), podemos encontrar un cerrado
H(ry,s,) en X tal que

Cr, UU{H(T]'78]) 1 J € Jk} C H(ry,sk)° C H(ry, sk)

- Usk N ﬂ{H(Ti,Si)o NS Lk}

Las condiciones 1 y 2 se cumplen ahora para la familia {H (r,,s,) : | <
n < k} de manera inmediata: por la hipotesis de induccién se cumplen para
{H(rpn,8n) : 1 <n < k—1}; las condiciones para k se deducen de la ecuacion
anterior.

Puesto que P = {(ry, sn) : n € N}, podemos reescribir las condiciones (1)
y (2) simplemente como

C,. C H(r,s)° C H(r,s) C Us, (3)

H(r,s) C H(p,q)° (4)

donde (r,s),(p,q) E Pyr<p,s<gq.

Con esta nueva notacion definimos, X, = (\{H(r,s) : (r,s) € P} para
todo racional 0 < r < 1. Hacemos X; = X. Ahora afirmamos que la familia
de cerrados de X, {X, : r € QN [0,1]} tiene las siguientes propiedades:

X, CXJsir,seQy0<r<s<l. (5)
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X, NC=CrsireQnlo,1]. (6)

En efecto, tenemos que 5 es cierto, pues por la propiedad 4 y la definicién
de X, X,, C H(r,s) C H(t,s)° parat € Q con r < t < s. Ademaés, para
todo ¢ € Q con s < ¢ < 1 tenemos H(t,s) C H(s,q) por lo que (s > 0)
H(t,s) CN{H(s,q): O <s<qg<1} =X, Por tanto X, C H(t,s)° C X2y
hemos probado 5.

Para ver 6 observamos que si r < s entonces C,. C H(r, s) por la propiedad
3,yporello C, C{H(r,s): 0 <r<s}=X,.

Ademas, también por 3 tenemos de la definicién de X, que X, C ({Us :
s > r}. Ahora bien, se tiene por la definicion de C,. y Us que C,. = C(\{Us :
s > r}. Por tanto

C,cCnX,cCn({Us:s>r}=C,

Asi obtenemos 6.
Finalmente, sea F : X — [0, 1] la funcion

F(z)=inf{r e QN[0,1] : z € X, }.

Si z € C, usando 6 tenemos que = € C,. si y s6lo si z € X, luego

flz)=inf{r: f(z) <r}=inf{r:zecC,} =inf{r:z € X, } = F(x).

Por tanto F' es una extension de f. Queda s6lo comprobar que es continua.
Para ello basta con ver que las preimigenes mediante F' de los miembros de la
base usual de abiertos de [0, 1], es decir B = {]a, b[,]a,1],[0,b[: 0 < a < b <1}
son abiertos en X. En efecto, si 0 < a < b < 1 son numeros reales se tienen
los siguientes abiertos (pues cada X, es cerrado):

P~ (Ja, b)) = | {(X\ X,)° ra<r <s<b}. (7)
FH([0,8) = [ {X2:0<r<s<b} (8)
F (o, 1) = {(X1\ X)) ra<r<s <1} (9)

Veamos por ejemplo 7 (los otros dos casos son analogos) Tomamos p, g € Q
con a < p < F(x) < g <b. Dado que p < F(zx) se tiene que x ¢ X, por la
definicion de F'. Igualmente, debe existir t € Q con F(z) <t < qy x € Xy,
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por definicion de F(x). Por la propiedad 5 tenemos x € X, 4> luego concluimos
z € (Xg\ Xp)°.

Reciprocamente, si ¢ € (X \ X,)° con @ < r < s < b tenemos que
F(xz) > r > a por definicién de F' y la propiedad 5 y F(z) < s < b por
definicién de F' también, luego z € F~1(]a, b]).

Esto concluye la demostracion. O
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