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Z.,-extensions multiples
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RESUME. Pour un corps de nombres K contenant une racine pri-
mitive p'®™¢ de I'unité, nous proposons une condition suffisante,
en termes de Ko, pour la validité de la conjecture de Green-
berg généralisée. Celle-ci s’applique pour les corps cyclotomiques
vérifiant certaines conditions, par exemple Q(us7).

ABSTRACT. For a number field K containing a primitive pt* root
of unity, we study a sufficient condition, in terms of Ko, for the
validity of Greenberg’s generalized conjecture. This applies to cy-
clotomic fields Q(u,) satisfying certain conditions, e.g. Q(us7).

1. Introduction

Soient p un nombre premier impair et K un corps de nombres ([K : Q] <
00).

1.1. Conjecture de Greenberg classique (G).

Soit K un corps totalement réel, et K¢ = U, K,, sa Zpy-extension cyclo-
tomique. On note A,, le p-Sylow du groupe des (p)-classes de K, (c’est-
a~dire le groupe des classes a support hors de (p)) , X(K¢) = limA,, et

A(K€) = limA,. La conjecture de Greenberg classique ([4]) s’énonce ainsi :
Conjecture 1.1. (G) X(K°¢) ~ 0 (pseudo-nul, c’est-a-dire fini) ou, de
facon équivalente, A(K€) = 0.
L’équivalence tient au fait bien connu suivant ([8]) :
X(K®) ~ A(K®)Y := Hom(A(K°),Qp/Z,)
1.2. Conjecture de Greenberg généralisée (G(g)
Pour un corps de nombres K quelconque, on note K le composé de toutes

ses Zp-extensions. Dans [5] Greenberg généralise sa conjecture de la facon
suivante :

Conjecture 1.2. (GG) X (K)~0, ou A(K) = 0.

Manuscrit regu le 9 juillet 2004.
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On ne sait pas précisément si ces deux propriétés sont équivalentes.
Moyennant quelques hypotheses de décomposition, I’équivalence est mon-
trée dans [13] (mais avec une erreur, voir I'appendice pour ’équivalence
sous certaines conditions).

Curieusement, on ne connait pour (G) que des résultats numériques,
alors qu'un résultat théorique a été obtenu pour (GG) et K = Q(u,) par
Mc Callum [13] (voir aussi Marshall [14]). Les hypotheses de Mc Callum
et Marshall sont nombreuses, techniques et tres fortes (elles entrainent la
conjecture de Vandiver). On peut les condenser pour énoncer le “théoreme”
suivant :

Enoncé 1.3. (MC) Si K = Q(u,) et sitz, X(K) est cyclique d’ordre p,
alors (GQG) est vraie pour K.

Iei X(K) est le groupe de Galois de la pro-p-extension (p)-ramifiée
abélienne maximale de K.
Un point-clé de la démonstration de ce “théoreme” est 1’énoncé suivant :

Enoncé 1.4. (MC") Si K contient p, et posséde une seule (p)-place, le
A-module Gal(N /K) est sans A-torsion.

Ici N est lextension de K obtenue par extraction de toutes les racines
p"-itmes des (p)-unités de K.

En fait, en reprenant les méthodes de Mc Callum, il est possible de
généraliser I’énoncé 1.3 de la facon suivante (voir appendice).

Proposition 1.1. Si K wvérifie la conjecture de Leopoldt, contient u, et
possede une seule place au-dessus de p, si tz, X(K) est cyclique et si
G(N/K) est sans A-torsion, alors (GG) est vraie pour K dés que A(K)
capitule dans K.

Malheureusement, la démonstration de 1.4 utilise de fagon cruciale [15],
Theorem 8, dont la preuve est erronée (et ne semble pas réparable par les
seules méthodes de [15], voir appendice). Comme d’habitude, la difficulté
provient des unités et des modules d’Iwasawa qui leur sont attachés, et dont
la structure est mal contrélée. En conséquence, la proposition 1.1 devient
inintéressante et I’énoncé 1.3 incertain.

L’objectif principal de cet article est la démonstration du théoreme 1.5
ci-dessous, qui remplace ’énoncé 1.1 et permettrait, si I’on connaissait un
bon analogue du (p)-corps de Hilbert pour le noyau modéré, de retrouver
un résultat proche de 1.3.

Théoréeme 1.5. Si K contient i, vérifie la conjecture de Leopoldt, et
si tz, X (K) est cyclique, alors (GG) est vraie pour K dés que KO {p}
capitule dans K .
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1.3. Principe.

Si l'on suppose que K contient p,, on sait que (GG) est équivalente & la
nullité de 5 X (K) (voir 'appendice et [13] ou [15]).

Le principe de départ est le méme que dans [15] : Soit § ’homomorphisme
de codescente 0 : tAX(IN{)I: — X(K) (en fait, si K vérifie la conjecture de
Leopoldt, on peut montrer que I'image de J est contenue dans tz, X' (K )

voir le lemme 3.4). La nullité de t3 X (K) est équivalente & la conjonction
des deux propriétés suivantes :

(H1): 6 est injectif.

(H2): 6 est nul.

Les sections 2 et 3 étudient ces hypotheses et leurs analogues “tor-
dues”. La section 4 utilise ces résultats pour montrer le théoréeme 1.5 et
un théoreme de montée. En appendice, on prouve la proposition 1.1, et I’on
complete la preuve de [13] pour I"équivalence des différentes formulations
de (GQ) sous les hypotheses adéquates.

Notations

K désigne un corps de nombres, et ’on supposera toujours ., C K.
K¢ la Z,-extension cyclotomique de K.

L une Z,°-extension de K, s > 1.

F/K une sous-extension finie de L/K.

K le composé de toutes les Zj-extensions de K.

I =G(K°/K).
I =G(L/K).
I'=G(K/K).
A% = Z,[[T].
A = Z,[[T]).

A = Z[[I']].

Pour un pro-p-groupe G, Ag est I'algebre complete Z,[[G]].

Si M est un R-module (R désigne Z,, oul'une des algebres completes définies
ci-dessus), on note tg M sa torsion et frM = M /trpM.

MY désigne le dual de Pontryagin de M, ie. MY = Hom(M,Q,/Z,). Si un
groupe agit & gauche sur M, on munit M" de l'action & gauche habituelle
(0f)(x) = o(f(o~2).

A(F) le p-groupe des (p)-classes d’idéaux, A(L) = limA(F).

X (F) le pro-p-groupe de Galois (p)-ramifié, (p)-décomposé abélien maxi-
mal, X(L) = imX (F).

O = OF[]%] Panneau des (p)-entiers de F'.

X (L) = lim K0 {p}.

Gg(F) le pro-p-groupe de Galois (p)-ramifié maximal de F. On note aussi
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Gs = Gg(K).

Ic, = l'idéal d’augmentation de I’algebre complete Agy = Z,[[Gs]].
X (F) = Gs(F)®

XO(F) = Hy(Gs(F), Z,(i)).

YO(F) = Ho(Gs(F), Iay (1))

s =lerang de I' i.e. de G(L/K).

d = dimg;,H' (G, Z/p) le nombre minimal de générateurs de G.
r= dimZ/pHQ(GS, Z/p) le nombre minimal de relations de Gg.
sp(F') = le nombre de (p)-places de F.

2. Injectivité de 5

On introduit des versions “tordues” de I’homomorphisme § de l'intro-
duction et I'on donne une condition suffisante pour leur injectivité.

Soient L/K une Zj-extension, I' = G(L/K) et A = Zy|[[I']. Pour i € Z,
on définit les A-modules

XO(L) = H(Gs(L), Zy(i)) = H (Gs(L), Qp/Zy(—1))",
et
YO(L) = Ho(Gs(L), Ias(i)).

Remarquons que X9 (L) ne dépend pas de K, alors que Y(i)(L) en dépend.
On fixe aussi une présentation pro-p-libre minimale R — F — Gg, c’est-
a-dire que F' est pro-p-libre et a méme invariant d que Gg. Le caractere
cyclotomique « : I' — Z,™ donne par inflation un caractere F' — Z}f, via
lequel on peut tordre tout F-module “a la Tate”. La proposition suivante
établit le lien entre X (L) et Y (L) et montre en particulier qu’ils ont
la méme A-torsion. Si Gg agit sur un Z,-module M, on note Mg, ses
coinvariants.

Proposition 2.1. Pour tout ¢ € Z, il existe deux suites exactes de
A-modules

X(i)(L) — Y(i)(L) - A - Zp(i>Gs(L)

Hy(Gs(L), Zp(1) — R*()eswy — Ur(Dr)aswy — YOL)

Dans cette derniére, les deux termes du milieu sont libres, de rangs respectifs
r (nombre de relations de Gg) et d (nombre de générateurs de Gg).

Démonstration. La premiere suite exacte s’obtient en écrivant la Gg(L)-
homologie de la suite exacte d’augmentation de Gg tordue :

0 — Igs(i) —— Agg —— Zp(i) — 0
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Ecrivons ensuite la R-homologie de la suite exacte d’augmentation de F
tordue :

0 — R®G) —— Ir(i)p —— Igg(i) — 0O

Rappelons que I s’identifie au module des dérivations universelles de
F, et que ce dernier est Ap-libre de rang d. Comme Ap(i) s’identifie & Ap
comme Ap-module, Ir(i) est libre aussi. La Gg(L)-homologie de la suite
exacte précédente donne la seconde suite exacte de la proposition.

A cause de cd Gg < 2, les deux termes du milieu de la seconde suite
exacte de I’énoncé s’identifient respectivement a A” et A%. On pourra consul-
ter [17] pour plus de détails, notamment quant & l'interprétation de la fleche
entre ces deux modules par dérivation de Fox des relations de Gg. O

Remarque 1. Si L D K€, on sait (voir [17], théoréme 2.2) que l'on a
Hy(Gs(L),Zy(i)) = 0. La seconde suite exacte de la proposition devient
alors

0 - AV —— A —— YO(@L) — 0
Si lon écrit sa codescendue et qu’on la compare avec son analogue pour
L =K, on obtient Hi(T,Y D (K)) = Hy(Gg,Zy(i)).

Soit 6@ : tAXO(L)p — X (K) 'homomorphisme canonique induit
par la codescente YO (L)p — Y (K). L’homomorphisme () est le § de
I’introduction.

En tenant compte de la remarque précédente, on obtient une expression
de Kerd® pour les “bons” i :

Proposition 2.2. Soit i € Z tel que Ho(Gg,Zy(i)) et Ho(Gs(L), Zy(3))
soient nuls. Alors Kerd®) = H\(T, fAY@O(L)). En particulier, 5% est in-
jectif si s = 1, puisque dans ce cas Hi(T, fAY (L)) = fAYO(L)F = 0.

Pour les Zy-extensions multiples, on ne sait pas faire mieux que le lemme
algébrique suivant, di a Mc Callum :

Lemme 2.1. ([15] Lemma 24) On suppose que r = 1. Si Hy(Gg, Zy(1))
et Hy(Gs(L),Z,(i)) sont nuls, alors 6% est injectif.

Remarque 2. Si K wvérifie la conjecture de Leopoldt, r = 1 signifie que
tz, X (K) est cyclique.

Démonstration. Nous proposons pour 2.1 une preuve différente de celle de
[15], ceci dans le but “d’expliquer” I’hypothese r» = 1. Comme on suppose
que Hy(Gs(L),Z,(i)) = 0, c’est que Y (L) est de dimension projective
inférieure ou égale & 1. Notons pour k > 0, E¥(e) = Euxth (e, A) (donc
E°(e) = Homp(e,A)). D’apres [9] theorem 1.6 et lemma 1.8, puisque
pdp YO (L) < 1, EY(EY(Y®(L)) est canoniquement isomorphe au noyau
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de ’homomorphisme naturel Y (L) — EO(E%(Y(®)(L))). Mais ce der-

nier noyau n’est autre que t,Y (L), on en conclut donc que t,Y (L) =

EYEY(YW(L)). Appliquant le foncteur E® & la suite exacte
OﬂALAd—>Y(i)(L)—>O

on obtient

E°(®)

0 — M A EYY@(L) — 0

ol M est défini par I'exactitude de la suite. En recommencgant, on obtient
un diagramme commutatif

0 0 .
0 — A ZE®) gy o Ly — 0o
0o — A 2 A? —— YOI — o
En prenant I’homologie par rapport a I', on obtient

H\(L, [aY9(L)) —— Hi(T, AY"(L))

0 — Zp e EO(M)F (tAY(i)(L))F — 0
0 — Z, — Z,? — Y O(K) — 0

Comme (tAY (L)) est de Z,-torsion (cf lemme 3.4), on lit sur ce dia-
gramme que Hy (T, fAY (L)) = tz, EO(M)p. Clest ici qu'intervient I'hy-
potheése r = 1 : Il est bien connu que pour s = 1, un module est libre si
et seulement s’il est réflexif, mais pour s > 1, I’équivalence n’est conservée
que pour les idéaux (i.e. les modules de rang 1) (voir [1] VII§4.2 Example
(2) et noter qu’ici un idéal divisoriel est principal, puisque A est factoriel).
Comme E°(M) est réflexif de rang 1, il est libre, et Hy(I', fAY (L)) =
thEO(M)F = 0, ce qui termine la preuve du lemme.

Pour la commodité du lecteur, on redonne ici 'argument : disons que
{m1,..,m,} engendrent M comme idéal de A, alors E°(M) = mA,
cette égalité ayant lieu dans Homg(M @4 Q, @), identifié & @, ou Q est le
corps des fractions de A. O

3. Nullité de §®

L’objectif principal de cette section est la preuve du théoréme suivant,
qui fait le lien entre le probleme de la nullité de 6 et un probleme de
capitulation.
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On rappelle que L/K est une Z,*-extension, et que F/K une sous-
extension finie de L/K. On note HL(F,—i) = HY(Gg(F),Qp/Zy(—1)). Si
M est un groupe abélien, on note M¥? son sous-groupe divisible maximal.
Théoreme 3.1. Soit i tel que Ho(Gs(F'),Zy(i)) = 0 pour toute sous-
extension finie F' de L/K (par ex. i = —2, cf [19]). Alors 6% s’identifie
naturellement a la fleche duale de Uapplication de capitulation :

H(K, i)/ Hg(K, —i)®  —— Tim(Hg(F, —i)/ Hy(F, —i)™")

Remarque 3. Soit i comme ci-dessus. Supposons que le Zy-rang du groupe
de décomposition I'y, de T' est > 2 pour toute place v au-dessus de p (c’est
par exemple le cas pour L = K). On définit le groupe de cohomologie

p-adique H1(Gg(F),Z,(—i)) = lim HY(Gg(F),Z/p*(—i)). Pour un mo-
—k
dule M discret, le noyau de localisation est défini par la suite exacte
Kerl(F,M) — HYGs(F),M) — EPHI(F, M)
vlp

Par passage a la limite projective, on définit encore Kerl(F,Zy(—1)). On
a alors (cf [18]) HL(F, —i)/H(F, —i)¥ = H*(Gs(F), Zy(—1)), et le début
de la suite exacte de Poitou-Tate (loc.cit.), permet de montrer facilement
que

lim H*(Gs(F),Z,(—i)) = lim Keri(F,Z,(—i)).

—F —F

Pour i = =2, Tate a construit un isomorphisme
K207 {p} = H*(Gs(F), Zp(2)).

On obtient alors KoO) {p} = WKS (L), ou WKS" désigne le noyau sauvage
étale (i.e. la p-partie du noyau des symboles de Hilbert).

Le théoreme 3.1 découle immédiatement, par dualité, de la description
suivante de tA X (L) :
Proposition 3.1. Pour tout i € Z, limtz, XD (F) C tp\X®(L). Si i est

choisi comme dans le théoréme 3.1, alors lithpX(i)(F) = 1A X (L).

Pour la premiere assertion, il s’agit de montrer que les A-rangs de X' (L)
et limfz, X () (F) sont égaux. Pour cela, quelques préliminaires algébriques

sont nécessaires.

3.1. Caractérisation du rang d’un A-module.

On fixe un isomorphisme A = Ag[[T]] = Ao[[G]], ou ' = H x G, G = Z,
Ao = Z,[[H]]. On note aussi G,, = GP".

L’objet de ce paragraphe est la preuve du résultat suivant :
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Proposition 3.2. Soit M un A-module noethérien. Alors

. rga, M,
rgaM = lim 7980V Gn
n— oo pn
En fait ce résultat s’obtient directement en combinant les deux lemmes
suivants :

Lemme 3.1. Si M est un A-module noethérien sans torsion, alors
rgnoMa, = p"rgaM

Lemme 3.2. Si M est un A-module noethérien, alors M est de torsion si
et seulement si Mq, est de Ag-rang borné.

On rappelle que pseudo-nul signifie localement nul (i.e. le localisé en tout
premier de hauteur 1 est nul). Commengons par un lemme.

Lemme 3.3. Si M ~ 0, alors Mg, est un Ag-module de torsion.

Démonstration. D’apres [1] VII §4.8 prop. 18, si M ~ 0 comme A-module,
c’est que M ~ 0 comme Ay[[G},]]-module. 11 suffit donc de montrer le lemme
pour n = 0. Comme M ~ 0, M possede un annulateur premier a 71", donc
M est de Ag-torsion. O

Montrons maintenant le lemme 3.1.

Démonstration. Soit wy,(T) = (T + 1)P" — 1. Comme Ag[[T]] est entier sur
Ao[[wn(T)]] et que ce dernier anneau est intégralement clos (car factoriel),
on voit que tout module de Ag[[T]]-torsion est de Ag[[wy,(T)]]-torsion. Par
ailleurs, on voit facilement que rgp [, M = P"rgaqrM. Ces deux
remarques ramenent la preuve du lemme au cas ou n = 0. Soit donc r =
Tgnor M. 1l existe un plongement M — Ao[[T]]" dont le conoyau Z est
annulé par des éléments non divisibles par T'. Il suffit en effet de relever un
isomorphisme qui provient de la localisation en (7'). Mais alors le lemme
du serpent donne une suite exacte

76 — Mg —— AN — Za

Comme Z% et Zg sont de Ag-torsion, on obtient rgrn, Mg = r, ce qui
termine la preuve de 3.1. O

Passons au lemme 3.2.

Démonstration. Supposons d’abord M de torsion. Alors, grace au théoreme
de structure des modules de type fini sur un anneau noethérien intégrale-
ment clos ([1] VII §4.4 Th.5) , on sait qu’il existe une suite exacte

E — M —» Z

ou F est un module élémentaire, et Z est pseudo-nul. Il suffit donc de
vérifier le lemme pour E et Z. Pour Z, il est trivial grace au lemme 3.3. On
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peut évidemment supposer E = A/(f*), olt f est un élément irréductible
de A. En fait on peut méme se ramener au cas ou k = 1 en exécutant une
récurrence immédiate grace a la suite exacte

A1) = AR = A

Or si E = A/(f), de deux choses I'une : Soit f et wy, sont premiers entre
eux pour tout n et dans ce cas, Eg, est de Ap-torsion (3.3), ce qui regle la
question. Soit il existe n tel que f | wy, et alors Eg, = E pour n grand, le
rang cherché est donc bien borné et cela termine la preuve du sens direct.

La réciproque est une conséquence immédiate de 3.1. Supposons
rgn, Mg, borné, alors rga, (fa, M )a, Uest aussi, et le lemme 3.1 montre
que dans ce cas faM est nul, ce qui termine la preuve de 3.2. Il

Question : Peut-on montrer une proposition analogue en remplacant T
par plusieurs variables 2 Ce qui manque a priori, c’est le lemme du serpent.

3.2. Comparaison des A-rangs de X(i)(L) et de limprX(i) (F).

Nous sommes maintenant en mesure de prouver laaoposition 3.1. On
fixe un isomorphisme I' = Z; via un syteme de générateurs {71, ..,7s}, et
donc A = Z[[T]] = Z,[[T4, .., T5]]). Pour n = (n;) € N°, notons p" = p=™,
Iy, le sous-groupe de I' engendré (topologiquement) par {+} " ) fygns}, et
F,, = L', Avec ces notations, on a donc (I' : ') = p™.

Démonstration. D’apres la proposition 3.2, il faut montrer que
1 ) A .
Z;(Tf}zp(lgﬂfzp?f O(F)r, = rgz, (XD (L)r,)

est une quantité qui tend vers 0 lorsque les coordonnées de n tendent suc-

cessivement vers l'infini.
On obtient, grace a la suite spectrale de Hochshild-Serre, le diagramme
suivant, dans lequel les lignes sont exactes et C), et D,, sont définis tautolo-

giquement. On note A, = Hé(Fn, —g)div = prX(i) (Fp)Y et Ap =1limA,, =
(lim fz, X0 (1))
JANS — AE” —» D,

H'(Tn,Qp/Zp(~1)) — Hg(Fn,—i) — Hg(L, =)' —  H(Tn,Qp/Zp(—1))

Ch —

Une chasse rapide dans le diagramme montre que le Z,-corang de chaque
terme de la premiere ligne est inférieur a celui de son correspondant sur
la seconde : les deux fleches verticales du milieu sont injectives, donc la
premiere aussi; de plus la deuxiéme est a conoyau fini. Le lemme du serpent
permet de conclure. Pour ¢ = 1,2, les corangs de HY(I',,Q,/Zy(i)) sont
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bornés, donc négligeables devant p™. Finalement, en appliquant s fois la
proposition 3.2, on obtient

rgalimfz, X9 (F,) = rga X ¥ (L) = lZmECOrgzpﬂl(Gs(Fn), Qp/Zp(i))

cette derniere limite étant calculée en faisant tendre succesivement les co-
ordonnées de n vers +o0o. Cela termine la preuve de l'inclusion dans la
proposition 3.1. U

Remarque 4. 5i K¢ C L, cette preuve donne une fagon de retrouver le
résultat rgpn XY (L) = o (qui provient par ailleurs de la proposition 2.1). Si
I’on note Ny, le corps obtenu en adjoignant a L toutes les racines p™*™* des
(p)-unités de L, le cas i = —1 redonne rgnG(Np/L) = ry (voir appendice
ot L=K).

L’égalité de la proposition 3.1 résulte du lemme plus précis suivant :

Lemme 3.4. Si Hy(Gs,Z,(i)) = Ha(Gs(L),Zy(i)) = 0, alors txX@(L)p
est fini.

Démonstration. Rappelons la définition des idéaux de Fitting (consulter
[7], chapter 3). Si M possede une présentation
AT 2N M = 0

on note Ej (M) I'idéal engendré par les déterminants de taille b — k extraits
de la matrice de ® (& ne pas confondre avec les Ext de [9], notés E¥). Il
est bien connu que cet idéal ne dépend pas de la présentation choisie, mais
uniquement de M (voir [7] et références). Notons maintenant Ag(M) un
pged des éléments de Ey(M).

On conserve les notations d et r pour les nombres de générateurs et de
relations de G's. Le module Y (L) est présenté par la suite exacte suivante :
0 — A" 25 Ad — YOL) — 0
Puisque Hy(T', fAYW(L)) = Hy(Gs,Zy(i)) = 0, ®(0,..,0) est injective
et possede donc un déterminant de taille r non nul. On en déduit que
A, (Y@D(L))(0, ..,0) est non nul. Comme Y *)(L) est de dimension projective
<1, A(YO(L)/Ars1 (YO (L)) engendre 'idéal annulateur de t,Y (L)
([7] th 3.8). On en conclut que A,(Y®(L))(0,..,0) est un annulateur non
nul de tAY ¥ (L), ce qui termine la preuve. O

Revenons-en a la proposition 3.1.

Démonstration. Comme txX @ (L)r est de Z,-torsion, c’est que 'image de
6 est contenue dans tz,X () (K). On peut remplacer K par une extension
finie F' C L, puisque L/F est encore une Zy,°-extension. Cela termine la
preuve de 3.1, et par conséquent du théoreme 3.1. 0
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Remarque 5. Pour i = —2, le lemme 3.4 posséde une interprétation
arithmétique intéressante. En effet, il signifie que KQO’L{p}F est fini, ce
qui permet, dans le cas général, de répondre partiellement a la question
6.1 de [11]. Dans le cas particulier ot KoO%A{p} est cyclique, le lemme 2.1
montre que le conoyau de ’application de capitulation

KO {p} — K07 {p}"

est trivial.

4. Cas particuliers de la conjecture de Greenberg

Pour fixer les idées, on choisit ¢ = —2. On rappelle que K contient .
On sait alors que K20 {p} s’identifie naturellement &

Hg(F,2)/Hg(F,2)"
(cf [20]), et le résultat principal de cet article s’énonce ainsi :

Théoréeme 4.1. Si KoO%A{p} et cyclique et capitule dans K, alors K vérifie
la conjecture (GQ).

Démonstration. On prend L = K et i = —2 dans le lemme 2.1 et le
théoreme 3.1. O

Remarque 6. KO {p} est cyclique si et seulement si r(K) =1, ce qui
équivaut encore a la cyclicité de tz, X (K) jointe a la validité de la conjecture
de Leopoldt pour pour K. On retrouve bien le théoréme 1.5 annoncé dans
Uintroduction.

Au vu du théoreme 4.1, nous proposons I’affaiblissement suivant de la
conjecture (GG) :

Conjecture 4.2. K;0{p} capitule dans K.
Pour une Z,*-extension L/F, on définit le module d’Iwasawa

XP(L) = limK>07{p}

E parcourant les sous-extensions finies de L/F. On note X ? (L) le sous-
module fini maximal de X(®)(L). On souhaite établir un lien entre la non-
nullité de certains X (L)° et la conjecture 4.2. Commencons par deux
lemmes.

Lemme 4.1. (Comparer avec [6] §3.3°) Soit L/F une Zy-extension de
groupe I'. Alors KoOR{p} = X(Q)(L)p ; de plus, il y a une suite exracte
naturelle

JL/F ,

0 — XM@Y — K0p{py =25 K0 {p}" — 0
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Démonstration. Notons F}, le ni®™® étage de L/F, T, = G(L/F,), et v un
générateur de I'. La premiere assertion provient du fait bien connu suivant :
Ky0%{p} = K20% {p}r/r,.- De méme, K204 {p} = X (L), ; il agit
donc de montrer 'exactitude de la suite suivante :

(4.1) 0 — XOWUE — XOUL)r — UmX@(L)r,)" — 0
la limite inductive étant prise via la multiplication par v, = %,

m > n. Notons X@)(L) = X@(L)/X®(L)°. 1 est clair que X (L) ne

possede pas de sous-module fini non nul. Comme de plus le noyau modéré
r
est fini, on a X (L) =0, et le lemme du serpent donne une suite exacte

0 — XOWe — XLy, - XOL)p — 0
qui montre I'injectivité a gauche dans (4.1). La surjectivité a droite est bien
connue aussi, elle résulte par exemple de l'injectivité de 62 lorsque s = 1
(cf. proposition 1.3) ; on pourrait aussi invoquer [11] théoréme 6.1. Passons &
Pexactitude au terme X ?)(L)r. Comme X ) (L) est fini, il est tué par v, ,
pour m >> n. Avec n = 0, on obtient donc X(Z)(L)% C Ker jp r. D'autre
part, en faisant passer la suite exacte ci-dessus a la limite inductive suivant

Vm.n, on obtient limX ) (L)p, = limX (2) (L), - Reste donc & montrer que

XO(L)p — ImX®(L) est injective. Posons w, = 7*" — 1, de sorte

que Wy, = Wplm . Soit 2 € X@(L). Si vy oz € wp X @ (L), disons vy, oz =

Wy, alors wy, (x — (y—1)y). Puisque X)(L) ™ =0, c’est que z = (y—1)y.

Son image dans X (2)(L)p. est donc nulle, et cela termine la preuve. O

Lemme 4.2. Soient E/F/K trois p-extensions galoisiennes S-ramifiées.
Si Vextension KoOWA{p} — KoO0%{p} est injective, alors K:O%p{p} —
KO {p} Uest aussi.

Démonstration. Puisque F'/K est résoluble, on se raméne au cas ou F/K
est cyclique.

Montrons donc le lemme dans ce cas. Notons G = G(F/K) et H =
G(E/F). La suite exacte (cf [11] th. 5.1)

HYG,K3F) — KyOW{p} — K OL{p}¢ — H*G, K;3F)

et les isomorphismes HY(G, K20%) ~ H?2(G, K3F) pour ¢ > 1 (loc. cit.),
donnent la suite exacte

HY(G, K20p) — KO0p{p} — K0p{p}¢ — H*G,K0%)
puisque le groupe G est cyclique. On a donc, par hypothese,
HY(G, K20%) = 0.
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Puisque K20’ est fini, son quotient de Herbrand est trivial et I’on en déduit
que K0% est G-cohomologiquement trivial, donc K3F aussi. Comme
K3F = K3EH (cf [11] §1.1), la suite spectrale de Hochschild-Serre montre
que H'(H, K. 3E)G = 0. La premiere suite exacte ci-dessus permet de con-
clure. O

Considérons le “cas simple” ou KoO{p} est d’ordre p. S’il existe une
Z,-extension L/K telle que X(?)(L)? soit non nul, le lemme 4.2 montre que
KO A{p} capitule dans L et la conjecture 4.2 est vérifiée. En fait on peut
énoncer la proposition suivante :

Proposition 4.1. Si KoO%{p} est cyclique d’ordre p et s’il existe une sous-
extension finie F/K de K/K et une Zy-extension L/F telle que L C K et
X®(L)° #£0, alors les conjectures 4.2 et (GG) sont vérifiées pour K .

Démonstration. : Comme X ) (L)0 # 0, c’est que 'homomorphisme d’ex-
tension KoOR{p} — K20} {p} n’est pas injectif. Le lemme 4.2 montre que
I'extension KoOf{p} — ffg(’)’L{p} ne l'est pas non plus. Comme L C K,
K0 Ap} capitule dans K. O

On peut douter de 'utilité pratique de la proposition 4.1, puisqu’il est
tres difficile de contréler le module X (2 (L)0.

Question : L’ezistence d’une telle Zy,-extension L/F a Uintérieur de K/K
est-elle équivalente a la validité de la conjecture 4.2 2

Remarque 7. Lorsque F = K et L = K€, si KoOA{p} est cyclique d’ordre
divisant p, Uhypothése X ) (K0 #£ 0 entraine la nullité de KoO'..{p}. Par
exemple, pour K = Q(uyp), cela signifie que p est régulier, ce qui n’est pas
tres intéressant pour notre propos.

La vraie difficulté consiste donc & faire capituler Ko {p} ailleurs que
dans la Z,-extension cyclotomique de K. Dans I’état actuel de nos connais-
sances, nous devons nous limiter & des cas particuliers.

Soit k un corps de nombres quelconque et K = k(up). On note A =
G(K/k). Dans cette situation on peut énoncer une condition suffisante pour
que K vérifie 4.2 :

Proposition 4.2. Soit K = k(u,) ; on suppose que KOy A{p} est cyclique
d’ordre p. Soit F/K wune sous-extension de IN(/K, cyclique de degré p, de
groupe G, et galoisienne sur k. Soit x : A — Z/p* le caractére donnant
Uaction de A sur G. Fizons une section A — G(F/k), via laquelle on
identifie A a un sous-groupe de G(F/k), et notons M = F&. Supposons
que x engendre Hom(A,Z/p*) et que K20, {p} = 0; alors K20%{p}
capitule dans F', si bien que K vérifie la conjecture 4.2.

1Ajouté pendant les épreuves : On peut montrer I’équivalence entre la conjecture (GG) et
Pexistence d’une Zy-extension L/K vérifiant X () (L) = X (L), voir [21].
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Démonstration. Les auteurs tiennent a remercier R.Greenberg de leur avoir
permis de reproduire ici la preuve de cette proposition. Notons I 1'idéal
d’augmentation de Z,[G]. Les puissances de I induisent sur KoO%{p} une
filtration

KO0k {p} = FOK0k{p} D F K20k {p} = IcK20%{p} O ...

Notons G1K,0%{p} = FIK,0%{p}/FI™ K20} {p} les quotients successifs.
Comme G est cyclique, disons engendré par o, la multiplication par o — 1
induit un homomorphisme surjectif et A-équivariant GIK>OR{p}(x) —
GIT KyO0%{p}. En effet, si 6 € A et z € K20{p}, on a (¢ — 1)x(8)dz =
x(8)8(eX0™) — 1)z, Comme 0¥ ) — 1 — (y(67 o —1) € I2,, 'homomor-
phisme est bien A-équivariant.

Comme la norme réalise un isomorphisme KoOn{p}c — K2O%{p}, ces
deux A-modules sont isomorphes & Z/p(x!) pour un certain 0 < t < #A :
en effet, ¢t # 0 car K20, {p} = 0. Mais K2O%{p} est d’exposant p, son
image par lextension dans G'K2O%L{p} = K20%{p}c est donc triviale,
c’est-a-dire que jp/ K20y {p} C FLK0%{p}. Comme pour ¢ < #A,
GIK,0%{p} et K20%{p} ne sont pas isomorphes (abstraitement) comme
A-modules, une récurrence immédiate montre qu’en fait jz, kK205 {p} C
f#AKg(’)};{p}. Maintenant, soit ¢ = —tmod#A, 0 < ¢ < #A; 'hypothese
KO {p} = 0 implique GIK>0%{p} = 0. Par décroissance des quotients
successifs, on en déduit que FI1 K0 {p} = 0, et donc Jr ik K20%Ap} =
0. O

Appliquons ce critére pour k = Q. Soit donc K = Q(u,,) et p tel que
KO A{p} soit d’ordre p. Comme s,(K) = 1, noyau sauvage et noyau
modéré coincident. Nous disposons, pour trouver de tels p, du théoreme
suivant, du a Jaulent-Soriano :

Théoréme 4.3. ([10], th. 7 (ii)) Si K contient pix ou p* est Uexposant
de X (K°)r, et si lestension WKs'(K) — WKS (K (1)) est injective,
alors WKS (K est aussi d’exposant p".

Ainsi #A(K) = p = #WKS(K) = p, puisque dans cette situation la
conjecture de Vandiver est valide, et donc X @) (K¢)? =0, ce qui implique
automatiquement I’hypothese d’injectivité grace au lemme 4.1.

Par exemple, p = 37 convient. Ensuite, il est naturel de choisir M =
Q(*y/p), et ' = KM. Ainsi la derniere condition a vérifier est la nullité
de K>0),;{p}. Malheureusement, dans I’état actuel de nos connaissances,
cette derniere condition est impossible a vérifier pour tout p. Néanmoins,
pour p = 37, le probleme a été résolu indépendamment par McCallum et
Sharifi : ils ont montré que A(F') est cyclique d’ordre 37, d’ou 'on déduit
que KoO%{p} est cyclique. Sl était fixé par A, KoO%{p} le serait aussi, ce
qui est faux. La derniere condition de la proposition 4.2 est donc remplie,
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ce qui montre que K = Q(ug7) vérifie la conjecture 4.2, et par conséquent
la conjecture (GG) (cf 1.5).

En fait les deux derniers auteurs ont émis une conjecture, appelons-
la (MCS), concernant un certain cup-produit en cohomologie galoisienne
(cf [16] Conjecture 5.3) : lorsque #A(K) = p, (MCS) équivaut a 'existence
A lintérieur de K d’une extension F/K possédant une seule (p)-place et
telle que #A(F') = p (loc. cit. Corollary 6.4). On voit facilement que dans
ces conditions, A(K) capitule dans F.

Nous pouvons alors passer du corps de classes a la K-théorie par la
proposition suivante :

Proposition 4.3. Soit K = Q(u,) ; on suppose la conjecture de Vandiver
vérifiée. Si A(K) est tué par p et s’il capitule dans une extension F'/K telle
que F C K et s,(F°) =1, alors K vérifie la conjecture 4.2.

Démonstration. Comme s,(F) = 1, les groupes de Brauer HZ(K,1) et
HZ(F,1) sont nuls, et I'on peut appliquer la proposition 3.1 aux exten-
sions cyclotomiques de K et F, avec i = —1. Cela donne t5e X~V (K°)Y =
A(K®) et tAeXD(F)Y = A(F€). Comme par ailleurs, la méme proposi-
tion pour i = —2 donne tpc X (" (K€Y = KyOl.{p} et tpc X" (F°)V =
Ky0%{p}, on retrouve les isomorphismes fonctoriels bien connus (cf [2]
theorem 5) : KoO){p} = A(K)(1) et K30%{p} = A(F°)(1). Mon-
trons maintenant que KoO%.{p}'" capitule dans F par ’homomorphisme
d’extension KoOho{p}'" — K20%.{p}'", ce qui suffira pour conclure que
K0 Ap} capitule dans F*, donc dans K. Puisque sp(F°) = 1, noyaux
sauvages et noyaux modérés coincident. La conjecture de Vandiver impli-
quant la nullité de X (K°)°, le lemme 3.3 montre que I’hypothése d’injecti-
vité dans le théoreme 4.3 ci-dessus est satisfaite. On en conclut donc que
KO A{p} est d’exposant p. Maintenant comme Papplication de capitula-
tion KoOy{p} — KoOk{p}' est surjective (cf par exemple 4.1 ou [11],
th 6.1), on en déduit que A(K°)(1)' = Ko0..{p}' est d’exposant p. Mais
alors A(K®)(1)I" ¢ A(K)F™(1).

Enfin, comme s,(K¢) = 1, 'application de capitulation A(K) — A(K¢)'"
est surjective aussi ([12] corollary 1.6). Comme par hypothese A(K) ca-
pitule dans F', donc dans F°, on en déduit que l'image de l’extension
A(K)TY — A(F)' est nulle. L’extension “tordue” A(K€)(1) — A(F¢)(1)
annule donc A(K¢)(1)' ¢ A(K°)'™ (1), ce qui termine la preuve. O

Remarque 8. On peut aussi voir directement que, pourr = 1, la conjecture
de McCallum et Sharifi entraine (GG) (cf [16], Corollary 10.5). En résumé,
lorsque A(F) est cyclique d’ordre p, on a les implications (MCS) = (3.2) =
(GG).

Passons maintenant & un résultat de “montée” concernant (GG).
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Théoréme 4.4. Soit K C F C K. Si K vérifie (GG), alors F aussi.

Démonstration. Pour une extension de corps, disons E/F', on note Ag/p =
Z,[[G(E/F)]] (par exemple A = Ag i et A= Az ). Comme A est entier
sur Ag p, on a tAR/FX(_Q)(K') = tAX(_m(K’) = 0. On utilise ensuite

plusieurs fois le lemme suivant, qui est une conséquence immédiate de la
proposition 3.1 :

Lemme 4.3. Soit L/K (resp. E/K) une Zy*-extension (resp. une
Z,* "' -extension contenant L), et G = G(E/L) = Z,. On a alors une in-
jection

(tap) Y TP(E))G — taY (L)

Enfin, dans le méme esprit signalons le critere général suivant :

Théoréme 4.5. Si KOy {p} capitule dans une Zy-extension L/ K, alors
K vérifie la conjecture (GG).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme ci-dessus. [

5. Appendice

Bien qu’il semble que la proposition 1.1 ne soit pas utilisable sous cette

~ ~ ~ 1
forme, nous en donnons ici la preuve. Notons N = K(Eg(K)r™)

Proposition 5.1. Si K contient p, et posséde une seule place au-dessus
dep, sir =1 et si G(N/K) est sans A-torsion, alors (GG) est vraie pour
K deés que A(K) capitule dans K.

Démonstration. Le lemme 2.1 montre que (-1 est injective. Montrons que
son image est nulle. La suite exacte de Poitou-Tate (voir [18])

0 — HYFO) — mdggggvHO(Fv,o)
vES,(K)

- Hg'(F7ZP(1))V - Keré’(F>Qp/Zp) — 0

montre que tz X("V(F) = (H§(F,1)/HL(F,1)%)Y = H(F,Z,(1))" =
A(F)Y, puisque I'image de la troisitme fleche doit étre finie et divisible,
donc nulle. L’hypothese t;G(N/K) = 0 signifie que

tx XCV(K) = limtz, XCV(F),
et donc que la fleche duale de 6(=1 est 'application de capitulation
A(K) — AK)E

Cela termine donc la preuve de 5.1. 0
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5.1. Les différentes formulations de (G) et (GG).

L’erreur, dans [15], consistait a confondre sans raison valable un cer-
tain isomorphisme algébrique ([15] Proposition 5), avec un homomorphisme
d’origine arithmétique (le dual de ’homomorphisme naturel de [15] Theo-
rem 8). Il ne semble pas qu’elle puisse étre réparée avec les seules méthodes
de [15]. Le méme type d’erreur entache la démonstration du théoreme 4.4
de [13] qui donne les équivalences entre différentes formulations de (GG) :
avec les notations de [13] c’est I'implication (G1) = (G5) qui est en cause;
I'isomorphisme annoncé entre la A°torsion de G(N¢/K€) et un certain
module induit provient de la description algébrique par Iwasawa [8] de ce
dernier module, mais cette description n’a aucune raison d’étre fonctorielle
en K. Ici, heureusement, la réparation est possible (voir théoreme 5.1 ci-
dessous). Ces deux erreurs proviennent de la difficulté a décrire le quotient
tAcG(N¢/K)(—1) = tAcY(*l)(KC)/%iLntZPY(*l)(Kn). Le lecteur est invité

a consulter [12] afin de s’en convaincre.

Théoréeme 5.1. Soit K D p, et L/K une Zy,°-extension contenant K¢ et
dont le groupe de décomposition I',, soit de Zy-rang > 2 pour toute place v
au-dessus de (p) (par ex. L = K ). Si tous les corps intermédiaires vérifient
la conjecture de Gross, alors les énoncés suivants sont équivalents.
(G1) A(K)=0
(G2) X(K) ~0
(G30) 1. X0 (R) = 0

S’ils sont vérifiés pour L, ils le sont automatiquement pour K. On dit
alors que K vérifie la conjecture de Greenberg généralisée (GQ).

Dans [13], les implications (G3(?)) < (G2) = (G1) sont démontrées, sous
I'hypothése supplémentaire que tous les corps F entre K et K vérifient la
conjecture de Leopoldt. En fait, il suffit de remplacer ¢ = 0 par ¢ = —2 pour
obtenir une preuve qui est indépendante de la conjecture de Leopoldt. On
peut aussi consulter [15], [14] ou [9].

Le point délicat réside dans 'implication (G1) = (G3®)). Puisque (G3®)
est visiblement indépendante de i, nous montrons (G1) = (G3(=1).

Démonstration. On choisit FJ tels que Ff* = F2(upn) et L = UFP. On
note également Fj = FIS, donc L = UFY. La proposition 3.1 montre que
taX(2(L) = {iLntAcX(*Q)(Fg). Comme tous les modules considérés se si-
tuent au dessus de K€, on peut remplacer ¢ = —2 par ¢ = —1 dans cette
égalité (cela ne change pas les groupes, mais simplement l'action de I'¢).
Par ailleurs, pour ¢ = —1, I'inclusion de la proposition 3.1 fournit une suite
exacte tautologique qui définit un module Zj, :

limty, XCO(F) — tpeXCV(EE) —» 2,
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Puisque thX(_l)(F,?) = A(F}")Y (voir la preuve de 5.1), on obtient, aprés
passage & la limite sur k, la description suivante de 4 X (=1 (L)
ALY — tpXED(L) - limZ,
Il s’agit donc de montrer que limZ; ~ 0.
L’étude du module Zj, est faite en détail dans [12] (25 y est noté tory Z.
par les auteurs).
Proposition 5.2. ([12] th.4. 2) Soit ®(F]') le conoyau de application de
capitulation A(FJ) — A(FE)'n et ®(FF) = Lm®(F). On a une suite
exacte e /)
( 6 Indg arri o)/ Ty = 2~ ®(F)Y
veESH(K)
Si de plus F}' vérifie la conjecture de Gross pour n suffisamment grand,
alors ®(FY) s’identifie naturellement a W(Fy) = UmW(F]), ou W(F}') est
le noyau de l’application de descente X (Fy)re — A(F]).
Il est facile de voir que le terme induit disparait lorsque 1’on fait passer

cette suite exacte a la limite projective sur k. Il s’agit donc de montrer
que im(®(Ff)Y) est un A-module pseudo-nul. Comme on suppose vraie la

conjecture de Gross, on peut travailler sur le module ¥(F¢)Y. Nous dispo-
sons de la suite exacte de Sinnott (voir appendice de [3]) :

(F'/K) c n
@ Indgh)e) Zy —— X(Fors —— A(FY)
vESH(K)

d’ol une surjection
G(FI/K)
@ Indg F”/K - U(FY)
vES,(K)

Ici, le signe™ désigne le noyau de la forme linéaire “somme”. Comme L/K
vérifie 'hypothese de décomposition, pour chaque place v € S,(K), il existe
Y € Ty tel que k(y,) = 1 (k est le caractere cyclotomique). Comme les
v € Sp(K) sont en nombre fini, il existe un indice j tel que, pour toute place

v E Sy(K), s NTP soit un facteur direct de I'”’. Notons 7., un générateur

de vZ NP et A’ = Z,[[T?']], alors [[(7,,—1) annule @ Indgg’;z;g;va,
veSH(K)

donc W(F}), ceci pour n et k quelconques. Comme limZ;, = (im®(Ff))Y,
c’est que [](7,~t — 1) annule limZ},. Dans la preuve du lemme 2.9, on a

montré I'existence d’'un f € A’ annulant tAX(=2 (L) et dont 'image dans
Z, par 'augmentation est non nulle. On en déduit l'existence d'un g € A’
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annulant A X~V (L) (donc limZ},) et dont 'image dans A¢ = Zp[[Fij]] par

I'augmentation est non nulle. Puisque les 7/, ! — 1 sont irréductibles dans
A et que leur augmentation est nulle dans A, c’est que g et [[v, 1 — 1
sont sans facteur commun. On en conclut que limZ, est pseudo-nul comme

A’-module, et donc par [1] VII §4.8 prop. 18, comme A-module. Finalement,
on a montré que limZ; ~ 0, c’est-a-dire que A(L)Y ~ tA XD (L), ce qui

acheve la preuve de (G1) = (G3(-1). O

Remarque 9. 5i, au lieu de supposer la conjecture de Gross a tous les
étages, on suppose que sp(L) < oo, l'isomorphisme algébrique de [15] Pro-
position 5 permet de montrer la derniére implication (G1) = (G3(=1).
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