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UN THEOREME SUR LES SYSTEMES LINEAIRES
DE QUADRIQUES A JACOBIENNE INDETERMINEE

Lando Degoli

Résumé. On démontre la condition nécessaire et suffisante pour qu’ un systéme linéaire
de quadriques de S, soit a matrice Jacobienne identiquement nulle de caractéristique r — k.

Un systéme linéaire Ly (d > r) de quadriques de l’espace complexe S, & r
dimensions de coordonnées: g, 1, Z2,---,Z, est exprimé par ’équation:

Nfo+ X+ X2 fa+--+ A =0

avec: fy = alFzzy.

Prenons en considération la matrice Jacobienne & d+1 lignes et r+1 colonnes:
J=10fi/0zs|| (:=0,1,2,...,d; s=0,1,2,...,r) (1)

En général la matrice Jacobienne égalée & zéro est le lieu géometlique des
pornts de S, conjugués entre eux — mémes par rapport a toutes les quadriques
du systeme. Si la matrice Jacobienne est identiquement nulle cela signifie que tout
I’espace est lieu de points conjugués.

Si la caractéristique de la Jacobienne est r, un point générique de S, est
conjugué avec un seul point. Si au contraire la caractéristique est r — h avec h > 0
un point quelconque de S, est conjugué avec un espace Sj.

Premisses. Nous considérerons un systeéme linéaire de quadriques Lg (d >
r) qui ne posséde aucun systéme subordonné L, (r < g < d — 1) possédant une
Jacobienne identiquement nulle de caractéristique r — k — 1 (k > 0).

Considérons le théréme suivant.
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La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme linéaire de quadrigues
Ly (d > r), satisfaisant aux prémisses précédentes, ait la Jacobienne identiquement
nulle de caractéristigue r —k (k > 0), est que les quadriques du systéme gui passent
par un point guelconque de S, possédent en commun un Sky1.

Avant tout nous démontrons ce cas particulier:

Si le systéme Lg est a Jacobienne identiguement nulle de caractéristique r,
les guadrigques du systéeme qui passent par un point ont en cornmun une droite.

Si la Jacobienne est identiquement nulle de caractéristique r, cela signifie que
tous les d’eterminants de la matrice (1) d’ordre r + 1 sont identiquement nuls.

Considérons le déterminant donné par r 4+ 1 quadriques quelconques. On ne
nuit pas a la généralité en choisissant les premieres r quadriques du systeme:

f01f15f2:"'7f7‘—15f7‘-

On aura:
8fo/aiiﬂo 6f1/3~’130 8f,./(9x0
D= 8f0/6.’£1 6f1/6.’131 6fr/6$1 -0 (2)
8fo/0z, Of1 )0z, ... Of)0zy

Les mineurs d’ordre r extraits du déterminant D ne peuvent pas étre tous nuls,
autrement le systeme linéaire L, déterminé par les » + 1 quadriques précédentes
aurait la Jacobienne identiquement nulle de caractéristique < r, et pour cela il
existerait dans Ly un systeme subordonné avec la Jacobienne identiquement nulle
de caractéristique inférieure & r, contredisant les prémisses du théoreme.

11 est donc nécessaire qu’au moins un des déterminants d’ordre r—1 ne soit pas
zéro. Nous pouvons supposer que c’est le mineur obtenu en éliminant la derniere
ligne et la derniére colonne. Nous 'indiquerons avec A:

3f0/8»'170 afl/aivo 6fr—l/aib"o

8f0/6xr,1 (9f1/6.1’r,1 6f,«,1/8$7-,1

Prenons en considération la matrice extraite du déterminant D formée avec
les premieres r lignes et indiquons avec:

A07A17A27 .- '7A7'71

les mineurs d’ordre r qu’on obtient en substituant & la premiere, deuxieme, etc.,
colonne de A la dernieére colonne de la matrice. Un seul de ces déterminants peut
étre nul, parce que si deux déterminants d’ordrc r sont nuls dans la matrice & r + 1
colonnes et r lignes, par un théoreme de Kronecker tous les déterminants seraient
nuls et par conséquent il serait nul: A, ce qui est impossible.

Puisque le déterminant D est identiquement nul les quadriques ne sont pas
indépendantes et une quelconque, par exemple f,. sera fonction des autres. Nous
aurons:

fT‘ZF(f07f17f27"'7fT*1)' (3)
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Mais parce que les f; sont toutes des formes de deuxiéme ordre en remplagant
o, T1,-..,Ts par txg,txry,...,tx, on obtient:

tsz‘ = F(t2f03t2f17 .- 3t2f’r‘—1)

ce qui montre que F' est une fonction homogeéne de premier degré.
En dérivant ’expression (3) on obtient:

F OF 0 OF Of,_ of,
OF 0fy , OFOfi  OF 0y _0f

dfodxo  8fi dxg | Bfr1 Oz  Oaxo
...................................................... (4)
OF ofy [ OF ofi . . OF oy _ o,
6f0 81'7-71 6f1 61’7'71 6fr71 (91'7-71 B 6-757'71 ’

un systeme de premier degré, ce qui donne aisément les derivées partielles de la
fonction F', c’est & dire:

OF[8fy = —Ao/A, OF)0f, = —A1/A,...,0F)0f,_1 = —Ar_1JA.  (5)

Considérons un point z de S, de coordonnées: zg,Z1,...,T,, et soit 2’ de
coordonnées: x(,x},...,T. son conjugué par rapport a toutes les quadriques du
systeme.

La droite qui unit deux points sera donnée par:
Yi =t,~w,~+t2:1:;- (7:=0,].,2,...,T). (6)

En remplagant (6) dans toutes les quadriques, on obtient pour la quadrique
générique f,:

fm(y) = fm (@)t} + fm ()3 (m=0,1,2,...,7). (7)
parce que les termes 2af,’§xia:}e sont nuls, les points x et z' étant conjugués.

En remplacanr les équations (7) dans les équations (3) et en dérivant par
rapport a t; et t2 on obtient:

f./0t1 = OF/dfs-0fs/0t
(s=0,1,2,...,r— 1) ®)
Of. |0ty = OF[Ofs - Ofs/0ts
En dérivant les équations (7) on a:
Ofm/0ts = 2t1 fn (), Ofm/Ots = 2tafm(z’) (m=0,1,2,...,7).
Remplagons ces dernieres dans (8). On obtient:
fr(x) = 0F/0fs - fs(x), fo(z') =0F/0fs- fs(z') (s=0,1,2,...,7 —1).
Et enfin pour les équations (5):
Aofo(z) + Arfi(z) + -+ Ar—1 fr—1(z) + Afr(z) =0
Aofo(@') + Arfi(x) + -+ A fra (@) + Afr(2") =0
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Les déterminants A, Ag, A1,..., A 1, sont calculés dans un point générique de S,
par exemple en z, et un seul d’entre eux est au maximum nul.

En multipliant la premiere des équations (7) par ti et la deuxiéme par t2 et
additionant apres, on obtient:

Aofoly) + A fi(y) + -+ A fra(y) + Afe(y) =0 (10)
oll y est le point générique de la droite: y; = t3z; + t2z} (i =0,1,2,...,7).
Considérons deux quadriques quelconques du systéme: f; et fi. Nous savons
qu’on peut écrire pour (7):
@) = fa@)8 + fa(@)t3,  fuly) = fu(@)t] + fr(@)t3 (11)
On en déduit:

t1 =1/B(fn()fe (=) — fr) fu(="), 5 =1/B(fa(=)fe(y) — fu() fr(y))

avec:
fu(x)  fu(a')
fe(@)  fr(a')

En remplacant ¢? et t2 dans (7) on trouve que la quadrique génériquc f,,(y)
est une combinaison linéaire des deux quadriques fr(y) et fr(y). Cest & dire que
le premier membre de (10) ésulte une combinaison linéaire & coefficients constants
de fr(z) et fr(z) et par (11) on peut écrire:

alfn(@)t? + fr(x)2] + b[fr(2)t? + fr(z)t3] = 0.

L’expression du premier membre est identiquement nulle par rapport aux
variables 1 et t2 et on arrive aux relations:

afn(z) +bfr(z) =0, afa(z') +bfr(z') =0
avec a et b non nulles en méme temps.
Ainsi il faut que le déterminant:
fu(@)  fr(2)
fu(@')  fr(a")

soit nul. C’est a dire: fp(z)/fa(z') = fr(z)/fr(z') = c. On obtient: fp(z) =
cfn(z"), fe(z) = cfr(z'), ¢ étant une constante non nulle.

Puisque f, et fr sont deux quadriques génériques, ces relations seront vérifiées
par une quadrique quelconque f,,, du systéme L;. Nous aurons:

fm(w) = Cfm(xl) (12)

On en déduit que toutes les quadriques du systeme L; qui passent par un
point x passent aussi par son conjugué z' et réciproquement. Si z est situé sur la
quadrique f,, on aura: f,,(z) = 0 et pour (12): f,,(z') = 0, en remarquant que
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z' est le conjugué de x par rapport & toutes les quadriques de L4. Il en résulte:
t2 fm(z) + 2 fm(z') = 0 et pour (7): fn(y) = 0 ol y est le point générique de la
droite zz'.

Donc la droite en question appartient toute entiere a la quadrique f,;,. On en
déduit que toutes les quadnques qui passent par z contiennent la droite zz'.

Supposons maintenant que la Jacobienne du systeme L, soit identiquement
nulle de caractéristique r — k.

Cela signifie qu’ un point = de S,. & pour conjugué un Sj.

Considérons un générique S, qui passe par x. Le systéeme L, sera entre-
coupé par le S,_j suivant un systeéme linéaire S; de quadriques de S,_g, qui a son

tour coupera le Sy, en un point z', qui résulte le conjugué de x par rapport a toutes
(es quadriques du sistéme Ly .

Nous pourrons choisir pour coordonnées de S, : g, Z1,---,%r_f, €0 aNNU-
lant toutes les autres coordonnées. C est & dire en écrivant: x, gy1 = Tp_gi2 =
cee=2x.=0.

Les équations des quadriques fo, f1,- .., fr seront du type:

fi(mo,arl,...,mr,k,0,0,0,...,O).

Les dérivées partielles: 9f;/0zs (i = 0,1,2,...,7 — k) pour Zp_p41 =
Tp_py2 = --- = xp = 0, seront toutes nilles. La matrice Jacobienne du systeme
Ldlt

i=0,1,2,...,d

18fi/0zsll  _ 0,1,2,...,r—k

sera identiquement nulle.

Elle ne pourra pas avoir de caractéristique su érieure a r — k parce que ses
lignes ne sont qu’en nombre r — k + 1, et elle ne pourra pas avoir de caractéristique
inférieure & r — k, sinon le point = aurait pour conjugué un Sy avec g > 0 et non le
seul point z'.

1l résulte que le systeme Ly de S,_j a la caractéristique r — k. Cela permet
de conclure, pour la prémiere partie du théoréeme, que les quadriques de Ly qui
passent par z auront en commun la droite zz’.

Puisque nous pouvons dire la méme chose pour tous les S qui passent par
z on en déduit que les quadriques de L4 qui passent par x auront en commun le
Sk41 joignant le point x avec Sj.

La condition du Théoréme est donc nécessaire.

Elle est aussi suffisante. En effet, si toutes les quadriques de L4, qui ont en
commun un point z, ont en commun un Sk41, il est évident que le point x a pour
conjugué le méme Syy; par rapport du systeme Ly_; de quadriques qut passent
par z. Une autre quadrique du systeme L, qui ne passe pas par £ a pour conjugué
de z un hyperplan qui coupera le Sy1; dans un Sy et il en résulte que x aura pour
conjugué par rapport au systeme L; un Sy.
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Cela signifie que la matrice Jacobienne est identiquement nulle de car-
actéristique r — k, comme on voulait démontrer.

Observation. Les systemes linéaires de quadriques & Jacobienne identique-
ment nulle de caractéristique r — k, qui possédent des systemes subordonnés a
Jacobienne identiquement nulle de caractéristique inférieure, ne satisfont pas au
théoreme.

Par exemple considérons un systéeme Ly avec d > r + 1 & Jacobienne iden-
tiquement nulle de caractéristique r, qui posseéde un systéme subordonné L; 1 a
Jacobienne identiquement nulle de caractéristique » — 1. Les quadriques de Ly 1
qui passent par un point z ont par le théoréme démontré un plan en commun.

Alors une quadrique ultérieure qui n’appartient pas & Ly 1 et qui passe par le
point z sera coupée par le plan dans une conique et par conséquent les quadriques
de Ly qui passent par x ont en commun une conique.
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