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NICHTLINEARES RANDWERTPROBLEM 4. ORDNUNG

H. Herold

Abstract. Mittels eines Iterationsverfahrens wird die Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung des nichtlinearen Randwertproblems
w® = f(z,w), wa) =w'(a) = 0= w(b) = w'())

nachgewiesen, wobei f bei £ = a und = = b Singularitdten aufweisen darf. Der Definitionsbereich
von f unterliegt einer Minimalforderung (was eine optimale Aussage liber den Lgsungsverlauf
ermdglicht) und die Konvergenzbedingung ist nicht abschwichbar. Als Anwendung wird der Ab-
stand zweifacher Nullstellen der Losungen gewisser komplexer Differentialgleichungen 4. Ordnung
abgeschatzt.

Picard [3] bewies mit einem die Greensche Funktion benutzenden Itera-
tionsverfahren einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung des Randw-
ertproblems

y'=f(@y)  yla)=y(b)=0.

Das Picardsche Resultat wurde von Avakumovié¢ [1] in mehrfacher Hinsicht unter
nicht abschwichbaren Bedingungen und Erzielung optimaler Aussagen verallge-
meinert. Aus der Reihe spaterer das 2. Randwertproblem betreffender, hier nicht
weiter in Betracht zu ziehender Verdffentlichungen, sei noch die Arbeit von Grunsky
[2] genannt, in der das Randwertproblem 2. Ordnung im Komplexen unter Her-
anziehung eines auf einer Flichenintegralformel beruhenden Iterationsverfahrens
behandelt wird.

Im folgenden wird nun ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz ft die Lésung des
Randwertproblems 4. Ordnung
w = f(z,0), wla)=w'(a)=0=wb)=uw'0

hergeleitet, wobei die komplexwertige Funktion f (die unabhéngige Variable = kann
0.E. reell angenommen werden) Singularititen f”ur £ = a und x = b aufweisen kann.
Dieser Satz enthilt in einem Spezialfall insbesondere die Aussagen, welche denjeni-
gen in [1] hinsichtlich des 2. Randwertproblems erzielten génzlich analog sind. Als

AMS Subject Classification (1980): Primary 34B15.



112 Herold

Anwendung des Satzes wird dann der Abstand zweifacher Nullstellen der Losungen
einer Klasse nichtlinearer sowie linearer komplexer Differentialgleichungen 4. Ord-
nung abgeschétzt.

Im folgenden werden Eigenschaften einer Greenschen Funktion bendtigt: Sei
h : (a,b) = [0,00) stetig und h(z) = O((z — a)®(b — x)%) mit a,3 > —2. Die
Lésung H des Randwertproblems
{w(4) = h(z) (a <z <b),

Sy w(a) = w'(a) = 0= w() =w'()

1483t sich mittels der Greenschen Funktion G in der Form darstellen
b
(2) H(z) = / G(z,s)h(s)ds (a <z <b).
a
(Anmerkungen: zunichst ware lim,_,, w(x) = 0 usw. zu schreiben; es geniigte,

a, 3 > —3 zu fordern).
G ist symmetrisch: G(z,s) = G(s,z) fir a <z, s < b, es gilt

(3) G(z,s) >0 fir a<z, s<b,
b
(4) / G(z,s)ds = (x —a)’(b—2)*/24 ff a<z <b
und
1(s—a)?(b—s)? ..
(5) G(x,s)§§T fir a<z, s<b.

Bemerkung. In (5) gilt Gleichheit fiir x = s = 1/2.

Zum Beweis dieser Aussagen iiber G werde 0.E. a = 0, b = 1 angenommen.

Dann ist G gegeben durch
1/6-s*(1 —x)?[2z(1 —s)+x—s] fir 0<s<z<1

6)  Glz,s)= ) 2 i
1/6-2°(1—s5)*2s(1 —z)+s—z] fir 0<z <s<L

Hier konnen Symmetrie und Eigenschaft (3) von G unmittelbar abgelesen werden.
Die Darstellung (2) fir die Losung von (1) 148t sich mit (6) an Hand der Aufspaltung

/01 Gz, $)h(s)ds = /0 Gz, )h(s)ds + / Gl s

verifizieren. Formel (4) ergibt sich durch die Spezialisierung h(z) =1 in (1), (2).
Fiir die Abschétzung (5) kann man sich auf den Fall 0 < s < z beschrinken.
Fiir festes s sei

g(@)=(1—-2)’22(1—s)+z—s] fir 0<z<1.
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Mann findet

1 (1—-5)2  (1-5)?
9(@) < (3—25) =i TsE s T

Also gilt G(z,s) < s*(1 — 8)?/12 fiir O < s < .

Bezeichnung. Eine reell- oder komplexwertige Funktion f mit |f(z,w)| <
h(z) fiir alle (z,w) mit a < z < b, |[w| < H(z) (w € R oder w € C) heifdt zuldssig.

Beispiele zulassiger Funktionen. Stets sei A eine positive Konstante.
|f(z,w)| < Afiira<z<b, |w < A(z —a)?(b—z)?/24 (man beachte (4)).
|f(z,w)] < A/(x —a)(b—12z) fira<z <b, |w <AD—a)?/72

1.
2.
A b A
( denn wegen (5) gilt H(z) < 20-a) / (s—a)(b—s)ds = A(b—a)2/72>; oder

(a =0,b =1 angenommen):

|[f(z,w)| < AJz(1—2) fir O<z<1,
|w| < H(z)=A/6-[z(1—z)+2°Inz+ (1 —2)*In(1 — z)]
(man beachte: H(z) = Az(1 —z)/6, H(z) < H(1/2) = A(1 —In2)/24).
3. |f(z,w) < Af(z —a)?(b—z)? fira<z<b, |w < AJ12
(denn wegen (5) gilt H(z) < A/12).
SaTz. Sei ¢ : (a,b) — [0,00) eine stetige Funktion (¢(z) # 0), so daf

lim(z — a)?(b— z)%p(x) fir x — a, b existieren. Der kleinste Eigenwert des positiv
definiten Eigenwertprohlems

) { Yy — Ap(z)y =0 (a <z <b),
y(a) =y'(a) =0 =y(b) =y'(b)
sei > 1.
Sei f eine zulissige Funktion mit |f(z,w) — f(z,w) < o(x)|jw — w| fir alle
(z,w), (z,w) mit a <z < b und |w|, w| < H(z).
Dann besitzt das Randwertproblem

w® = f(z,w) (a <z <b),
w

(8) ot 0 — ——
(a) = w'(a) = 0 = w(b) = w'(D)

genau eine Lisirng w und fir diese gilt |\w(z)| < H(z) fir a <z <b.

Bemerkungen. 1. Fiir den kleinsten Eigenwert Ao von (7) mit ¢(z) = L, L
eine positive Konstante, gilt

ML~ a)* = pt,

wobei p =4,730... die kleinste positive Lésung von cos pcos hp = 1 ist.
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2. Im Falle p(z) = A(z —a) 2(b—x2) 2, (A > 0) ist 244! der kleinste
Eigenwert von (7).

3. Eine hinreichende Bedingung dafiir, daf} der kleinste Eigenwert von (7)
grofler 1 ist, lautet

b
/ (s — a)2(b — 8)2p(s)ds < 12(b— a).

4. Die Losung von (8) mit f(z,w) = h(z) ist gerade w(z) = H(x).
5. Ist f auf [a, b] x R oder [a, b] x C stetig, kann die Forderung der Zulassigkeit
von f entfallen (bei Verzicht auf die Aussage iiber den Losungsverlauf).

6. Die Bedingung fiir den kleinsten Eigenwert von (7) kann nicht abgesch-
wacht werden.

Auf die Beweise der 3. und 5. Bemerkung wird beim Beweis des Satzes
eingegangen. Zum Beweis der letzten Bemerkung beachtet man zunichst, dafl
A =1 der kleinste Eigenwert von (7) mit ¢(z) = AgL ist.

Sei yo mit yo(x) > 0 fiir a < x < b eine Eigenfunktion zu A¢. Betrachtet
wird (8) mit f(z,w) = AgLw. Mit h(z) = AoLyo(z) und H(z) = yo(z) ist f eine
zulissige Funktion, fiir die f(z,w) = f(x,w) = AoL(w — w) gilt. Das betrachtete
Randwertproblem besitzt die unendlich vielen Losungen

w(z) = cyo(x), || <1, mit |w(z)| < H(z).

Weiterhin sei festgestellt, da (8) mit f(z,w) = AgLw + g(z), g € Cla,b], i.a.
unl6sbar ist.
Dem Beweis des Satzes sei noch eine Uberlegung vorangestellt:

Das Eigenwertproblem (7) ist gema8 (1), (2) dquivalent der mit einem wegen
(5) stetigen und wegen (3) positiven Kern versehenen Fredholmschen Integralgle-
ichung

b
(9) y(2) = A / Gz, )p(s)y(s)ds

im Raum Cia,b], die abzdhlbar viele Eigenwerte ohne endlichen Haufungspunkt
bezitzt (Anmerkung: die hier nicht bendtigte) Existenz eines Eigenwerts folgt
(p(s) # 0 in einem Teilintervall) aus dem 1. Satz in [4]. Es wird gezeigt, daf§
samtliche Eigenwerte von (7) positiv sind:

Sei A ein komplexer Eigenwert von (7) und Y zugehorige (komplexwertige)
Eigenfunktion. Das Y aufgrund der geméf (9) bestehenden Integraldarstellung bei
z = a und z = b von hoherer als erster Ordnung verschwindet, ergibt sich aus der
Identitat

YW () — Ap(z)Y (2) =0 (a <z <Db)

durch Integration die Existenz von

limY"(z) und limY"(z) fir z — a, b
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Damit folgt durch Multiplikation der Identitéit mit Y (x) und anschliefende partielle
Integration aufgrund der von Y erfiillten Randbedingungen:

A/b 0(8)|Y(9)|?ds = /b Y (5)Y (s)ds =Y"Y |* —

b b b
- / Y"(s)7 (s)ds = ~Y"T |1 + / V" (s)[?ds = / V" (s)2ds.

Also gilt

b b
A:/ 1Y (s)[2ds (/ go(s)|Y(s)|2ds) > 0.

Damit ist gezeigt, dafl (7) positiv definit ist.

Die Losung des Randwertproblems (8) soll nun mittels des Iterationsver-
fahrens

b
(10) Wi (z) = / G(z,)f(s,wn(s))ds  (n€N)

gewonnen werden.

Ist wy, € Cla, b] mit |w,(2)| < H(z) fir a < z < b, so gilt nach Voraussetzung
|f(s,wn(8)) < h(s)ds fir a < s <b,
so daf} aus (1) wegen (3)

|wnt1(z)| < /b G(z,s)h(s)ds = H(z) fir a<z<b

folgt. Die unbegrenzte Durchfiihrbarkeit des Iteratonsprozesses (1) ist damit
gewahrleistet. Fiir eine Grenzfunktion w der Folge {w,} gilt ebenfalls

wx)| < H(x) fir a<zx<b.
(

Aus (10) erhélt man aufgrund der fiir f vorausgesetzten varallgemeinerten
Lipschitzbedingung fiir n > 2

b
(11) [wnt1(2) = wa(@)] < [ Gla,5)(s)n(s) = wams(5)]ds:
Setzt man p;(z):= |wz(x) — wi(z)| und definiert fiir n > 2
b
(12) palai= [ Gla,ps)pa1(5)ds

so folgt wegen (11) fiir allen € N

[wny1(2) — wa(2)| < pn().
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Setzt man Pn(z):= Y p_, pr(), dann erhilt man aus (12) fiir n > 2

b
Pu(z) = / G, 5)0(3) Pa_r (s)ds + Pi (z).

Da voraussetzungsgemi$ die Integralgleichung (9) keinen Eigenwert A mit [A] < 1
hat ergibt sich bekanntlich die gleichm&fige Konvergenz der Folge {P,} auf [a, b],
weshalb dann auch gleichméBige Konvergenz der Folge {w,} auf [a, b] vorliegt.

Um die Eindeutigkeit der Losung nachzuweisen, nimmt man an, w und w
seien zwei Losungen des Randwertproblems (8). Dann folgt

- b
2 (2) ()] < / G, 5)p(s)Pa_rds + Py (z).

Setzt man p; (z):=|w(z) — w(z)| und definiert p, durch (12), so 1d8t sich |w(z) —
w(zx)| < pp(z) folgern, woraus w(x) — w(zx) = 0 geschlossen wird.

Die 5. Bemerkung folgt daraus, dafl beim Konvergenzbeweis nur verwendet
wird, dafidie Bildung einer Iterationsfolge nach (10) gewahrleistet ist.

Beweis der 3. Bemerkung: Sei \; der kleinste Eigenwert von (9) und y; eine
zugehorige Eigenfunktion. Dann folgt

b
(@) < M max (o) / Gz, 5)p(s)ds.

Setzt man hier speziell z = o, wobei |y1 (zo)| = Iga§b|y1(x)| gelte, so erhilt man
a<z<

hieraus und mit (5)

b b
1<) / G(zo, 8)p(s)ds < Alﬁ/ (s —a)?(b — s)%p(s)ds.

Aufgrund der Voraussetzung folgt also A\; > 1.

Schlieflich wird noch eine Anwendung des Satzes gegeben:

Die Funktion f erfille neben den Iioraussetzungen im Satz mit o(x) = L >0
noch die Bedingung f(x,0) = 0. Sind dann a und b aufeinarrderfolgende zweifache
Nullstellen einer nichttrivialen Losung der Differentialgleichung w® = f(z,w), so
gilt b—a > p/V/L.

Wire diese Ungleichung ndmlich falsch, kénnte aufgrund des Satzes in Ver-
bindung mit der 1. Bemerkung das Randwertproblem (8) neben der Losung w(z) =
0 keine weitere Losung besitzen.

Entsprechend folgt unter Beachtung der 5. Bemerkung;:

Ist g : [a,b] = C stetig mit |g(z)| < L fir a < z < b und sind a, b aufeinan-
derfolgende zweifache Nullstellen einer nichttrivialen Lésung der Differentialgle-
ichung w'® + g(z)w =0, so gilt b—a > p/V/L.

Bemerkung. Diese Abschétzung ist bestmoglich.
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