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SUR LA CONVERGENCE DES SCHEMAS AUX DIFFERENCES
FINIES POUR DES EQUATIONS ELLIPTIQUES DU
QUATRIEME ORDRE AVEC DES SOLUTIONS IRREGULIERES

Bosko Jovanovié

Résumé. Dans cet article on considére des schémas aux différences finies pour des
équations elliptiques du quatriéme ordre dont les solutions appartiennent aux espaces de Sobolev.
Les estimations de l’ordre de convergence sont obtenues supposant la régularité minimalle des
coefficients.

1. Introduction

La convergence des schémas aux différences finies est analysé habituellement
en supposant que la solution du probleme considéré est suffisamment réguliere. Une
technique nouvelle, usant les opérateurs avérage et le lemme de Bramble-Hilbert, a
donné la possibilité de construire des schémas convergents pour les problemes avec
des solutions appartenant aux espaces de Sobolev W. Les schémas aux différences
finies pour des équations elliptiques de deuxiéme ordre avec des coefficients con-
stants ont été considérés dans [8] (pour p = 2) et [11] (pour p # 2). Les équations
avec des coefficients variables sont analysées dans [6], [7]. Dans [4], [5] on examine
des problemes du quatriéme ordre.

Dans cet article on analyse le convergence des schémas aux différences finies
pour des équations linéaires elliptiques du quatrieme ordre avec des coefficients
variables. On considere le probléme avec des conditions naturelles aux limites, et
le probléeme de Dirichlet. Les estimations de ’ordre de la convergence compatibles
avec la régularité des donnés sont obtenues. Un probleme pareil a été considéré
dans [4], mais les résultats obtenus la-bas ne sont pas optimals.
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2. Le probléme aux limites et le schéma
aux différences finies correspondant

Soit 2 = (0,1)? le carré unitaire dans R? et ' = 9 sa frontiere. Nous usons
également les désignations suivantes:
F;={2€l:2;,=0,0< z3_; <1},
lyi={zel:z;=1,0<23_; <1},
A= AgoUAg1 U Ao U Aps,
Ajr ={0,k)} (i=1,24,k=0,1).

Nous considérons le probleme aux limites suivant:
Lu = DIM,(u) + 2D Dy M3(u) + DI Ms(u) = f(x), = €N
M@(u) =0, D,Mz(u) + 2D3_@'M3(u) =0, z€ely;, i=1,2
(1) M3(u)=0,z€ A
U(0,0) = €0, U(O, 1) = C01, u(l,O) = C10

ou

M (u) = a1 D3u + agD3u, M>s(u) = agD3u + asD3u,
Mg(u) = a3D1D2u et DZ'U = 6U/6.’L‘z

Nous supposerons que les conditions suivants sont vérifiées;

a; >¢co>0,, 1=1,2,3, alag—a§201>0, z e
(2) weW(Q), feWs ™), 2<s<4.

Alors, les coefficients a; appartiendront & I'espace de multiplicateurs M (W; *Z(Q))
[9]. Les conditions suffisantes sont:

(3) a; € W;*4(Q), i=0,1,2,3

ol
p=2, e=0, pour 3 <s<4
p>2, e=0, pour s =3

p>2/(s—2), €>0— arbitraire, pour2<s<3.

Dans le domaine Q = Q U T nous introduisons un réseau uniforme @ avec le
pas h = 1/N. Nous usons les désignations suivantes:

w=wNQ, y=wNT, y4 =N T4, Fo; =7N T4,
Y=g\ (T_iUngi), w' =wUr et wh =wUyp Urpe U
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Nous introduisons aussi des noeuds extérieurs dans [—2h, 1 + 2h)?.

Pour une fonction discréte nous usons la désignation suivante:
v = vti() =v(@ £ hry), i=1,2,
ours = (1,0) et ro = (0, 1)
Les opérateurs des différences finies seront définis de maniére habituelle:

Vg, = (0 =) /b, vz, = (v —v7)/h, vz, = 0.5(vy, +vz,), i=1,2.

i

Nous introduisons aussi les opérateurs avérage de Steklov:
1
T f(z) = / f@ + thri) dt = T, f(x + hri) = T;f (¢ + 0.5hrs).
0

Ces opérateurs commutent et transforment les dérivées en différences finies:
Ti+Dif = f.’/c“ Ti_Dif = fii'
Notons que

T, f =T2f = / (U= i) S + thre) de.
-1

Définissons aussi les opérateurs asymétriques:
1
T? f(z) = 2/ (1 —t)f(z £thr))dt, i=1,2.
0

Pour l’approximation du probléme (1) nous introduisons le schéma aux
différences finies suivant:

Lyv=my (V) gz, +2m3(V)zy0s + M2(V) 4oz, =Tf, TEW

m;(v) =0, mi(v)s, + [m3(v) + ms(v)*’] =0, z€7y

T3—1i

(4) m3(U) + ms3 (’U)+1 + ms (’U)+2 + mg(’l})+1’+2 = 0, reA
U(0,0) = €0, 'U(O, 1) = (o1, U(].,O) = C10

ou

m1(v) = a10z,2, + A0Vzsz,, M2(V) = AoUz,z, + A2Vz,z,
m3(v) = A3Vz,z,, as3(x) = as(x1 — 0.5h, zo — 0.5h) et
TiTZf, =z€w

THT3f, €7

T2 T3, f, =€ Aoo

etc.,

Tf=
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Définissons les produits scalaires:

= h? Z vw + 0.5h% Z vw + 0.25h2 Z vw,

TEW zev\A z€EA
(v,w); = h? Z vw + 0.5k Z vw,
TEW? TEY:
= h? Z vw
TEWT

et les normes correspondantes:
1/2 >
oll = (v,0)2, o] = (v,0];%, 0] = (v,0]2
Définissons enfin la seminorme:
|(U|%/V22(w) = ||U$19?1||2 + ||U7v17v2]]2 + ||Ui2i2”2
et la norme:
ol ) = 10112 + lfoz, 13 + oz T3 + [olys -
LemMME 1. Les normes [[v||wz () et

A 1/2
ol w2 () = [’02(0,0) +0?(0,1) +v*(1,0) + |U|%4/22(w)]

sont équivalentes.

Démonstration. On a
i k—1k-1

% N -1
(ih, 5h) = B2 Y DTN vz, (mhy i) — B2 D Y vg,5, (mh, jh)

1 m=l k=11=k+1 m=k

k=1 l=
J k—1k-1 i N -1
1YY vagay(ihymh) = B2 Y DTS ey, (ih, mh)
k=1 1l=1 m=l k=11l=k+1 m=k
i J

N 7 i N
=D waa (kb 1h) + 82> > va,a, (K, 1h) + 552> Y vs,a, (kh, 1h)

k=1 1=1 k=1 1=1 k=1 I=1
v(0,0) + ih[v(1,0) — v(0,0)] + jh[v(0,1) — v(0,0)] et

i—1 i—

1 N _
vz, (i, jh) = B* D vz, (b, jh) = h* Y vz, (1h, jh)
k=1 1=k k=i+1 l=i

N j
+ h2 Z Z Vz122 (kha lh) + U(]-, 0) - ’U(O, 0)
k=11=1

(vz, on représente analogiquement) d’ot le lemme. (Voir [2] pour le cas continuel).
O
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Supposons que la solution u et les coefficients a; du probléme (1) sont pro-
longés preservant la classe dans le domain (—d,1 + d)?, ot d > 2h. L’ erreur
z = u — v satisfait aux conditions:

Lyz=v, ze€w, mi(z)=mn, €7y =12
mi(2)s, + [ma(z) + ma(2)*] =
(5) =m;(u)s; + [ma(u) +ma(w)*’] ., €Ty, i=12
ms(z) + m3(2)™ + ma(2)™? + ma(2)T? =
= ms(u) +ma(u) ! +mz(u) ™ +ms (), €A
2(0,0) = z(0,1) = 2(1,0) = 0.
ou
i =mi(u) = T5_;Mi(u), i=1,2, n3=mg(u)—T; Ty Ms(u)
et
V="M 2131 T 202120 T M2,2232>, T E W,
Y = [mi(u)z, —2h " T3 My (u):|Il +
+2 [ma(u)e, — 20T Ty Ma(u)], +
+ [ma(u) = TP, Ma(u)], ., = €71
P = [ml (u)z, — 2h_1T22+M1 (u)]w1
+ 2 [m3(u)gyzs — 40T T M3 (u)]
+ [ma(u)g, — 207 T Ma(w)] 2 € Ago
etc. Posons aussi:
G= { T3 Mi(u) = T3y Mi(u), 2 € Y-
0, dans les autres nceuds.

En utilisant la sommation partielle, I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le
lemme 1 on vérifie facilement la proposition suivante:

LEMME 2. Pour le schéma auz differences finies (5) estimation a priori:

(6) 1120y < C (Il + Inel + Ins]? + G + l1G211)

est VETifié.
L’estimation de 1’ordre de la convergence

L’estimation de l'ordre de la convergence du schéma, (4) se fond sur les deux
lemmes suivants. Ils représentent les généralisations du résultat bien connu de
Bramble-Hilbert [1]

LEMME 3, [4]. Soit E C R" un ouvert avec la frontiére continue au sens de
Lipschitz et o(u) une fonctionelle linéaire bornée sur W, (E) telle que p(u) = 0
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pour les polynomes du degré < [s]~ ([s|” — le plus grand entier < s). Alors, il
existe une constante positive C = C(E, s,p) telle que:

lo(w)] < Clulws sy, Vu € W;(E).

LEmMME 4, ([2], [7]). Soient E C R" et G C R™ deux ouverts avec des
frontiéres continues au sens de Lipschitz et x(u,v) une fonctionelle bilinéaire bornée
sur W3 (E) x W] (G) telle que x(u,v) = 0 si u est un polynome du degré < [s]~,
ou si v est un polynome du degré < [r]~. Alors, il existe une constante positive
C =C(E,s,p,G,r,q) telle que:

IX(w,v)| < Clulws (pylvlwr),  Yu€Wi(E), Yve W/ (G).
THEOREME. Si la solution et les coefficients du probléme (1) satisfont auz

conditions (2) et (3), alors le schéma auzx différences finies (4) converge, et
lestimation

||u _ v||W22(w) < Chmin{3—2,1.5}| In hll—\ sgn(s—3.5)|

X mlax||ai||W;—z+s(Q)||u||W23(Q), 25 <s<4.

(7)

est accomplie.

Démonstration. Pour obtenir I’estimation d’ordre de convergence du notre
schéma (4) il faut estimer les termes du coté droit de 'inégalité (6). Présentons
d’abord 7; de la fagon suivante: 1; = Z?Zl M1j, OU:

Tr = a2k (uwkik - T12T22Dl2cu) )
M, k+2 = (az—k - T12T22a2—k) (TfoDiU),
Mkta = (TETias—1,) (TET3 Diju) — TETS (as—rDiu) ,
Mktre = TiTs (az—gDiu) — T3 (a2—xDju),, k=1,2.
7o est représenté analogiquement. Aussi: n3 = 131 + 7932, ou:
N31 = (63 - TI_TQ_GB) (N et N32 = (TI_T2_G3) Uz zo — TI_TZ_ (a3D1D2u) .

Prenons e = e(z) = (x1 — h,z1 + h) X (x2 — h,z2 + h). Pour s > 2 la valeur
mi(z), x € w, est une fonctionelle linéaire bornée de u € Wi (e):

Ima| < Ch)llarlly, _ (yllullwg e-

En autre, 711 = 0 si u est un polynome du degré < 3. En utilisant le lemme 3 on
obtient:
1| < Ch*7Pllanlly _ (o)luliws () Pour2<s<4.

D’ici, en utilisant 'inclusion [12]:

W;‘HE C Ly pour s> 2
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et la sommation, on obtient:
(8) llmall < Ch3_2||a1||W;—2+a(Q)|’U/|W23(Q), 2<s<4.

De la méme facon on estime 7;2.

La valeur m13(z), € W, est une fonctionnelle bilinéaire bornée de (ai,u) €
Wlf‘(e) X Wq2(e) ol Ap > 2, ¢ =00 pour p=2et qg=2p/(p—2) pour p > 2. En
outre, 713 = 0 si a; est un polynome de degré < 1 ou si u est un polynome de
degré < 1. En utilisant le lemme 4 on obtient:

Ims| < Ch)\_1|a1|W1f‘(e)|u|WqQ(e)7 2/[p<A<2
d’ou par la sommation:
A
lImsll < Ch*larllwa o) llullwz o)

En prenant A = s —2 + ¢ et en utilisant les inclusions [12]: W5 C W2, pour s > 3
et W5 C ng/(p_2), pour 2 < s < 3, on obtient:

(9) Imsll < Ch*~?[lanllyz-2+e g lullws (o), 2 <5 <4

De la méme fagon on estime 714 et 131.

Pour A > 0, p > 2 et ¢ > 2 la valeur m5(z), ¢ € @, représente une fonc-
tionnelle bilinéaire bornée de (a1,u) € W,(e) x WZHq/(q—2) (e). En plus, 715 = 0 si
a; = const, ou si u est un polynome du degré < 2. En utilisant le lemme 4 on

obtient:

llmsll < ChHWZ”al”Wq*(Q)||“”Wz“q/<q—z>(9)’

o 0<A<let2<pu<3. Prenons A+ pu =s. Pour A+ g > 3 on peut choisir
qg=q(\ u) tel que A >2/q >3 — p. Alors, on a:

W 2e = W2 c W) et Wi =Wyt C Wia/(a-2)"

Analogiquement, pour 2 < A+ u < 3 on peut choisir ¢ telle que A > 2/¢ >
2/p — (p — 2). Dans ce cas on a:

_ A2+ -
w, e = WathErE ¢ W<{\ et Wy=W;""cC sz/(q—m'

En utilisant ces inclusions on obtient:
(10) llmsll < Ch*?llallys-2+e oy lulls )y, 2<s <4

De la méme maniére on estime 76 et 13s.

Pour A > 0.5 la valeur n17(z), € @, set une fonctionelle linéare bornée de
a; D?u € W3\(e), qui s’annule sur les polynomes du degré < 1. D’apres le lemme
3 on obtient:
1] < Ch*|a1Dfu|W;(Q), 05<A<2.
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Utilisant 'inégalité évidente:

(11) |a1D%u|W2>‘(Q) < C”al||W;‘+5(Q)||Dfu||W2"(Q):

on obtient, en prenant A = s — 2:

(12 lmnall < Ch*flaslygste oy sy 25 < 5 <4

De la méme facon on estime 7;g.

Pour A > 0.5, la valeur (;(z), x € @, est une fonctionelle linéaire bornée de
M;(u) € W3\(e), qui s’annule sur les constantes. En utilisant le lemme 3 on obtient:

16l < CA(IMi(w)wp @y + IMi@)wp (g ) 05 <A< T
oun Q- ={z:-h<z <14+h —-h<z3; <h}let Qi ={z:—-h<z<
1+h,1—h<z3_; <1+ h}. En utilisant I'inégalité [10]:
(13)  lglluqny) < CH™ 005 In pt=lssnG09ig 0 0 < <1
et (11) on obtient:
||Cz” < Chmin{s—2,1.5}|lnhll—\sgn(s—3.5)\

14
(14) x max|las ;- o lullz oy 25 <5 <4

Finalement, de (8-11) et (6) on obtient I’estimation demandée (7).

Remarque. On peut obtenir des estimations pareilles dans d’autres normes de
Sobolev discretes. Pour ’équation biharmonique des estimations semblables sont
obtenues dans [5].

4. Probléme de Dirichlet

Considérons, finalement, le probléme de Dirichlet pour notre équation:
Lu=f, z€Q

1
(15) u=0, zelj Diu=0, zel'y, i=12.

En retenant la notation précédente substituons le probleme (15) par le probleme
discret:

Lyv =TT} f, z€w

(16) :
v=0, z€; U:ii:()a T E YL, t=1,2.

Dans ce cas, ’erreur z = u — v satisfait aux conditions:

Lpz= M,z1z: + 2773,931922 + M2,2525, T €W,
z=0, T € Ri; :h€i5 T € V+i, i=1,2.
. { (ug; — Diu)/h, =€ v4;

ou &=
0, dans les autres noeudes.
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L’estimation a priori:

(17) 122y < © (Il + il + 1151 + > + lEal?)

est accomplie.

La valeur &;(z), € @, est une fonctionelle lindaire bornée de u € Wi\(e),
A > 2, qui s’annule sur les polynomes du degrée < 2. En utilisant le lemme 3 et
I'inégalité (13) on obtient:

(18) [l < Chminis- 205} 1 pjt-lsmle 9Dy 2 <5 < 4
Utilisant (17), (18) et les estimations précédentes pour 71, 72 et 73 nous

pouvons conclure que le schéma aux différences finies (16) converge, en accord avec
Pestimation (7).
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