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Ïîñâÿùàåòñÿ 25-ëåòèþ ìîåé áåçâðåìåííî óøåäøåé äî÷åðè Ñâåòëàíû.

Àííîòàöèÿ. �èïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ìîäåëüþ ïëîñêîñòè äå Ñèòòåðà. Â ñòàòüå ïðåäëîæåíû

ñïîñîáû èçìåðåíèÿ ïëîùàäåé �èãóð ïëîñêîñòè Ĥ. Îïèñàíû öèêëè÷åñêèå

îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îäíî ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ëèíèé

òàêèõ ñèñòåì îáðàçîâàíî êîíöåíòðè÷åñêèìè öèêëàìè (ãèïåðáîëè÷åñêèìè

öèêëàìè, ýëëèïòè÷åñêèìè öèêëàìè èëè îðèöèêëàìè). Äðóãîå ñåìåéñòâî

êîîðäèíàòíûõ ëèíèé îáðàçîâàíî îñÿìè äàííûõ öèêëîâ. Ïîëó÷åíû �îð-

ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé �èãóð ïëîñêîñòè Ĥ.

A hyperboli
 plane Ĥ of positive 
urvature is the proje
tive model of the

de Sitter plane. In arti
le the ways of measurement of the �gures areas of the

plane Ĥ are o�ered. The 
y
li
 orthogonal 
oordinate systems are des
ribed.

One family of 
oordinate 
urves in su
h systems form by 
on
entri
 
y
les

(by hyperboli
 
y
les, ellipti
 
y
les or ori
y
les). Other family of 
oordinate


urves form by the axes of these 
y
les. The formulas for the 
al
ulation of the

�gures areas of the plane Ĥ are re
eived.

1. Ââåäåíèå

1.1. Â ïðîåêòèâíîé ìîäåëè Êýëè �Êëåéíà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü Ĥ
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé îòíîñèòåëüíî îâàëüíîé ëèíèè

γ, íàçûâàåìîé àáñîëþòîì ïëîñêîñòè, îáëàñòüþ ðàñøèðåííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé

ïëîñêîñòè H2
, ò. å. ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2 ñ �èêñèðîâàííîé ëèíèåé γ. Ïðÿ-

ìûå ïëîñêîñòè Ĥ îòíîñÿòñÿ ê òðåì òèïàì: ãèïåðáîëè÷åñêèå (ýëëèïòè÷åñêèå)

ïðÿìûå ïåðåñåêàþò ëèíèþ γ â äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ (ìíèìî ñîïðÿæåííûõ) òî÷-
êàõ, ïàðàáîëè÷åñêèå ïðÿìûå êàñàþòñÿ ëèíèè γ. Íà âíóòðåííåé îòíîñèòåëüíî γ
îáëàñòè ïëîñêîñòè H2

ðåàëèçóåòñÿ ïîëíàÿ ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî. Ïëîñêîñòü

Ĥ ãîìåîìîð�íà áåñêðàéíåìó ëèñòó Ì¼áèóñà, èìååò îáùóþ ñ ïëîñêîñòüþ Ëî-

áà÷åâñêîãî �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó G (ãðóïïó ïðîåêòèâíûõ àâòîìîð�èçìîâ

îâàëüíîé ëèíèè γ) è ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ìîäåëüþ äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

äå Ñèòòåðà. Â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3
1 ïëîñêîñòü Ĥ ìîæåò áûòü ðå-

àëèçîâàíà íà ñ�åðå äåéñòâèòåëüíîãî ðàäèóñà ρ ñî ñêëååííûìè äèàìåòðàëüíî

2010 Mathemati
s Subje
t Classi�
ation: Primary 51F05.

Communi
ated by Vladimir Dragovi�
.
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ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè. ×èñëî ρ, ãäå ρ ∈ R+, íàçûâàþò ðàäèóñîì êðèâèç-

íû, ÷èñëî 1/ρ2�êðèâèçíîé ïëîñêîñòè Ĥ [8℄ � [10℄.

Â ðàáîòå [18℄ â îðòîãîíàëüíîé ãèïåðöèêëè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò C
h

ïëîñêîñòè Ĥ äîêàçàíà �îðìóëà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåõðåáåðíèêà, ñ

ïðèìåíåíèåì êîòîðîé â ñòàòüÿõ [12℄ � [14℄ ïîëó÷åíû ïåðâûå �îðìóëû äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé ðàçëè÷íûõ �èãóð äàííîé ïëîñêîñòè. Â òåçèñàõ [15℄ êðàòêî

îïèñàíà îðòîãîíàëüíàÿ îðèöèêëè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò C
o

, ñ åå ïîìîùüþ â

ñòàòüå [17℄ âû÷èñëåíà ïëîùàäü ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè, ÿ÷åé-

êè â íîðìàëüíûõ ìîíîýäðàëüíûõ ðàçáèåíèÿõ ïëîñêîñòè Ĥ .

Â äàííîé ðàáîòå, ó÷èòûâàÿ âîçðàñòàþùèé èíòåðåñ ê âû÷èñëåíèþ îáúåìîâ,

â ÷àñòíîñòè, ïëîùàäåé, �èãóð â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (ñì., íà-

ïðèìåð, [1℄ � [3℄, [6℄, [20℄ � [25℄), îáîáùèì îñíîâíûå �àêòû òåîðèè ïëîùàäåé

ïëîñêîñòè Ĥ , ââåäåì íîâûå îðòîãîíàëüíûå öèêëè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò

HC
r

è EC
r

, ïîäðîáíåå îïèøåì ñèñòåìó êîîðäèíàò C
o

. Ïîëó÷èì íîâûå �îðìó-

ëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé �èãóð.

Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ïðîåêòèâíîé ìîäåëè Êýëè �Êëåéíà ïëîñêîñòè Ĥ ïîç-

âîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ïëîùàäåé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä

(ìåòîä ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò), êîòîðûé ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèíòåòè÷åñêèì ìå-

òîäîì (
ì., íàïðèìåð, [4, 5, 7℄) çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ìåòîäè÷åñêóþ çàäà÷ó

ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ïëîùàäè è âûâîä �îðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé �èãóð.

Íàïîìíèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè Ĥ ñóùåñòâóþò öèêëû ÷åòûðåõ òèïîâ: ãèïåð-

öèêëû, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ýëëèïòè÷åñêèå öèêëû, îðèöèêëû [10, 11, 16, 19℄.

Äîêàçàíî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå öèêëà åãî îñü îðòîãîíàëüíà êàñàòåëüíîé ê öèêëó

â äàííîé òî÷êå [10, òåîðåìû 2.4.4, 2.4.12, 2.4.22℄. Îòìå÷åííîå ñâîéñòâî öèêëîâ

èñïîëüçóåì ïðè ïîñòðîåíèè íà Ĥ îðòîãîíàëüíûõ öèêëè÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäè-

íàò, àíàëîãîâ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïëîñêîñòè åâêëèäîâîé.

1.2. Ïó÷îê ïðÿìûõ ïëîñêîñòè Ĥ íàçîâåì ãèïåðáîëè÷åñêèì (ýëëèïòè÷å-

ñêèì), åñëè åãî öåíòð ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé (íåñîáñòâåííîé) òî÷êîé äàííîé

ïëîñêîñòè. Ïó÷îê ïðÿìûõ ñ öåíòðîì íà àáñîëþòå íàçîâåì ïàðàáîëè÷åñêèì. Ïî

òèïó ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñòåëüíî àáñîëþòà âñå óãëû ïëîñêîñòè Ĥ ìîæíî îòíå-

ñòè ê îäíîìó èç 15 èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G òèïîâ. Óãëû øåñòè

òèïîâ ìîæíî èçìåðèòü ñ ïîìîùüþ àáñîëþòà, ïðè÷åì óãëàì òðåõ òèïîâ ìîæíî

ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííûå ìåðû [9, ãëàâà 4℄. Â òàáë. 1 ïðåäñòàâèì

òèïû óãëîâ ïëîñêîñòè Ĥ. Äëÿ òèïà ïðÿìîé (ïó÷êà) èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ:

� (ã)�ãèïåðáîëè÷åñêèé, Ý (ý)�ýëëèïòè÷åñêèé, Ï (ï)� ïàðàáîëè÷åñêèé.

2. Ñîáñòâåííûå êîîðäèíàòû òî÷åê íà ïëîñêîñòè Ĥ

Àáñîëþòíàÿ îâàëüíàÿ ëèíèÿ γ ðàñøèðåííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè

H2
â êàæäîì êàíîíè÷åñêîì ðåïåðå R∗

(R) ïåðâîãî (âòîðîãî) òèïà çàäàíà óðàâ-
íåíèåì ϕ1 = 0 (ϕ2 = 0), ãäå ϕ1 (ϕ2)�ìåòðè÷åñêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïëîñ-

êîñòè H2
â ðåïåðå R∗

(R) [9, ãëàâà 4℄.
Äëÿ âåùåñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò (x1 : x2 : x3) òî÷êè â ðåïåðå R

∗

(èëè R) íåðàâåíñòâî ϕ1(x1, x2, x3) > 0 (èëè ϕ2(x1, x2, x3) < 0 ñîîòâåòñòâåííî)
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Òàáëèöà 1. Òèïû è ìåðû óãëîâ ïëîñêîñòè Ĥ

� Ìåðà υ (υ̃) Òèï Òèï

ï/ï Òèï óãëà óãëà âb ïó÷êà ïðÿìîé

a b

1 Âàëèàíà � ã Ï Ï

2 Ïîëóêîâàëèàíà �

3 �èïåðáîëè÷åñêèé �ëàã � ã

4 �èïåðáîëè÷åñêèé ïñåâäî�ëàã � Ï �

5 Ïàðàáîëè÷åñêèé �ëàã � ï

6 Ýëëèïòè÷åñêèé �ëàã � ã Ï Ý

7 Ýëëèïòè÷åñêèé ïñåâäî�ëàã �

8 Ïîëóïëîñêîñòü υ ∈ [0;π] ý

9 �èïåðáîëè÷åñêèé óãîë υ ∈ R+ ã

10 �èïåðáîëè÷åñêèé ïñåâäîóãîë υ̃ = i π + υ, υ ∈ R+ � �

11 Ïîëîñà � ï

12 Ïñåâäîïîëîñà �

υ̃ = ǫ υ + i π/2, υ ∈ R+,

13 Êâàçèóãîë äëÿ h-êâàçèóãëà ǫ = 1, ã � Ý

äëÿ e-êâàçèóãëà ǫ = −1,
äëÿ ïðÿìîãî �ǫ = 0

14 Ýëëèïòè÷åñêèé óãîë υ ∈ R+ ã Ý Ý

15 Ýëëèïòè÷åñêèé ïñåâäîóãîë υ̃ = i π − υ, υ ∈ R+

îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííóþ îáëàñòü ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ĥ ïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû, ò. å. âíåøíþþ îòíîñòåëüíî ëèíèè γ îáëàñòü ïëîñêîñòè H2
(ñì. [9,

�îðìóëû (4.2), (4.7)℄).

Ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû òî÷êè ïëîñêîñòè H2
îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ

äî îáùåãî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ è íå îáåñïå÷èâàþò îäíîçíà÷íîãî âû÷èñëåíèÿ

äëèí äóã ëèíèé è ïëîùàäåé �èãóð. Ïðîâåäåì èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ïðå-

îáðàçîâàíèé ãðóïïû G íîðìèðîâêó êîîðäèíàò òî÷åê íà H2
.

Ïóñòü (xp)�âåùåñòâåííûå ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M ïëîñêîñòè

H2
â ïðîåêòèâíîì ðåïåðå R∗

(èëè R), p = 1, 2, 3. Ñîáñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè

òî÷êè M íà ïëîñêîñòè Ĥ â ðåïåðå R∗
(R) íàçîâåì îïðåäåëåííóþ ñ òî÷íîñòüþ

äî çíàêà óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó ÷èñåë

(2.1) x̄p = ± ρxp

/√
x2
1 + x2

2 − x2
3

(
x̄p = ± ρxp

/√
x2
3 − x1x2

)
.

Ââåäåííàÿ íîðìèðîâêà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ñîáñòâåííûìè òî÷êàìè ïëîñêîñòè Ĥ è îïðåäåëåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî

çíàêà óïîðÿäî÷åííûìè òðîéêàìè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Êîîðäèíàòû òî÷åê

àáñîëþòà â íîðìèðîâêå (2.1) áåñêîíå÷íî âåëèêè, à êàæäîé íåñîáñòâåííîé äëÿ

Ĥ òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò òðîéêà ìíèìûõ ÷èñåë. Äëÿ ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò (x̄p)

ñîáñòâåííîé òî÷êè ïëîñêîñòè Ĥ â ðåïåðå R∗
(R) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(2.2) x̄2
1 + x̄2

2 − x̄2
3 = ρ2

(
x̄2
3 − x̄1x̄2 = ρ2

)
.
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3. Ëèíåéíûå ýëåìåíòû ïëîñêîñòè Ĥ

�àññìîòðèì íà ïëîñêîñòè Ĥ êîíå÷íóþ ãëàäêóþ ëèíèþ ξ, çàäàííóþ ãëàä-

êèìè �óíêöèÿìè

(3.1) x̄p = x̄p(t), p = 1, 2, 3, t ∈ I, I ∈ R,

êàñàòåëüíàÿ â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé ïðèíàäëåæèò îäíîìó íåïàðàáîëè÷åñêîìó

òèïó. Ëèíèþ ξ íàçîâåì ãèïåðáîëè÷åñêîé (ýëëèïòè÷åñêîé), åñëè êàæäàÿ êàñà-

òåëüíàÿ ê íåé ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (ýëëèïòè÷åñêîé) ïðÿìîé.

Â ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ (3.1) (x̄p)�ñîáñòâåííûå êîîðäèíàòû (2.1)

òåêóùåé òî÷êè M ëèíèè ξ â êàíîíè÷åñêîì ðåïåðå R∗
(R), óäîâëåòâîðÿþùèå

ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàâåíñòâó èç (2.2).

Äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (2.2), â êàíîíè÷åñêîì ðåïåðå R∗
(R) ïîëó÷èì:

(3.2) x̄1

dx̄1

dt
+ x̄2

dx̄2

dt
− x̄3

dx̄3

dt
= 0

(
x̄1

dx̄2

dt
+ x̄2

dx̄1

dt
− 2x̄3

dx̄3

dt
= 0

)
.

Êàæäîå èç ðàâåíñòâ (3.2) íà îñíîâàíèè óñëîâèé (4.53), (4.54) èç [9℄ îçíà÷àåò,

÷òî òî÷êà dM ñ êîîðäèíàòàìè

(
dx̄1

dt
: dx̄2

dt
: dx̄3

dt

)
, ïðèíàäëåæàùàÿ êàñàòåëüíîé ê

ëèíèè ξ â òî÷êåM , îðòîãîíàëüíàM è ëåæèò íà ïîëÿðå ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëü-

íî àáñîëþòà. Êîîðäèíàòû

(
dx̄1

dt
: dx̄2

dt
: dx̄3

dt

)
íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè â ñìûñëå

(2.1), íî îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñîáñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè (3.1) òî÷êè M .

Ïî óñëîâèþ êàñàòåëüíàÿ MdM ê ëèíèè ξ�íåïàðàáîëè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ, îíà
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (ýëëèïòè÷åñêîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷-

êà dM ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííîé (ñîáñòâåííîé) äëÿ ïëîñêîñòè Ĥ , çíà÷èò, òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êîîðäèíàò

(
dx̄1

dt
: dx̄2

dt
: dx̄3

dt

)
òî÷êè dM â ðåïåðå R∗

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(dx̄1

dt

)2

+
(dx̄2

dt

)2

−
(dx̄3

dt

)2

< 0

((dx̄1

dt

)2

+
(dx̄2

dt

)2

−
(dx̄3

dt

)2

> 0

)
,

à â ðåïåðå R�íåðàâåíñòâî
(dx̄3

dt

)2

− dx̄1

dt

dx̄2

dt
< 0

((dx̄3

dt

)2

− dx̄1

dt

dx̄2

dt
> 0

)
.

Ëèíåéíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé (ýëëèïòè÷åñêèé) ýëåìåíò dl
h

(dl
e

) ïëîñêîñòè

Ĥ îïðåäåëèì â ðåïåðå R∗
ðàâåíñòâîì

dl
h

=
√
−ϕ1(dM) dt =

√
−(dx̄1)2 − (dx̄2)2 + (dx̄3)2(3.3)

(
dl

e

=
√
ϕ1(dM) dt =

√
(dx̄1)2 + (dx̄2)2 − (dx̄3)2

)
,

à â ðåïåðå R�ðàâåíñòâîì

dl
h

=
√
ϕ2(dM) dt =

√
dx̄1dx̄2 − (dx̄3)2(3.4)

(
dl

e

=
√
−ϕ2(dM) dt =

√
(dx̄3)2 − dx̄1dx̄2

)
.

Ïóñòü òî÷êè A, B íà ëèíèè ξ èìåþò ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâåííî t1, t2, ãäå
[t1, t2] ⊂ I. Äëèíîé äóãè AB ãèïåðáîëè÷åñêîé (ýëëèïòè÷åñêîé) ëèíèè ξ íàçîâåì
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÷èñëî l
h

(AB) (l
e

(AB)), çàäàííîå â ðåïåðå R∗
âûðàæåíèåì

l
h

(AB) =

∫ t2

t1

√
−ϕ1(dM) dt =

∫ t2

t1

√
−
(dx̄1

dt

)2

−
(dx̄2

dt

)2

+
(dx̄3

dt

)2

dt(3.5)

(
l
e

(AB) =

∫ t2

t1

√
ϕ1(dM) dt =

∫ t2

t1

√(dx̄1

dt

)2

+
(dx̄2

dt

)2

−
(dx̄3

dt

)2

dt

)
,

à â ðåïåðå R�âûðàæåíèåì

l
h

(AB) =

∫ t2

t1

√
ϕ2(dM) dt =

∫ t2

t1

√
dx̄1

dt

dx̄2

dt
−
(dx̄3

dt

)2

dt(3.6)

(
l
e

(AB) =

∫ t2

t1

√
−ϕ2(dM) dt =

∫ t2

t1

√(dx̄3

dt

)2

− dx̄1

dt

dx̄2

dt
dt

)
.

Â ñëó÷àå, êîãäà ëèíèÿ ξ ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëè÷åñêîé (ýëëèïòè÷åñêîé)

ïðÿìîé, äëèíà l
h

(AB) (l
e

(AB))) åå äóãè AB, âû÷èñëåííàÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé
�îðìóëå èç (3.5), (3.6), ðàâíà äëèíå îòðåçêà AB.

4. Ýëåìåíò ïëîùàäè ïëîñêîñòè Ĥ

Ïóñòü òî÷êà M ñ ñîáñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè (x̄p) â ðåïåðå R∗
(R) ïðè-

íàäëåæèò íåêîòîðîé îáëàñòè Q ïëîñêîñòè Ĥ , áóäåì äîïóñêàòü è òîò ñëó÷àé,

êîãäà îáëàñòü Q ñîâïàäàåò ñî âñåé ïëîñêîñòüþ Ĥ . Çàäàäèì íà îáëàñòè Q êðè-

âîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò C ãëàäêèìè �óíêöèÿìè

(4.1) x̄p = x̄p(u, v), p = 1, 2, 3, (u, v) ∈ Q ⊂ R
2.

Óñëîâèìñÿ, ÷òî âñå êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñåìåéñòâà u (v), ò. å. âñå ëèíèè,
çàäàííûå óðàâíåíèÿìè (4.1) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè v (u), ÿâëÿþòñÿ íà

îáëàñòè Q ëèíèÿìè îäíîãî òèïà, ãèïåðáîëè÷åñêèìè èëè ýëëèïòè÷åñêèìè.

Êðèâîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò C íà îáëàñòè Q íàçîâåì îðòîãîíàëü-

íîé, åñëè â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Q êîîðäèíàòíàÿ ëèíèÿ ñåìåéñòâà u îðòîãî-

íàëüíà êîîðäèíàòíîé ëèíèè ñåìåéñòâà v.
Â ñèëó ðàâåíñòâ (2.2) òî÷êè

(4.2) Mu =
∂M

∂u
=

(∂x̄1

∂u
:
∂x̄2

∂u
:
∂x̄3

∂u

)
, Mv =

∂M

∂v
=

(∂x̄1

∂v
:
∂x̄2

∂v
:
∂x̄3

∂v

)
,

ïðèíàäëåæàùèå êàñàòåëüíûì ê êîîðäèíàòûì ëèíèÿì ñîîòâåòñòâåííî u è v â

òî÷êå M , îðòîãîíàëüíû òî÷êå M . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ MuMv ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëÿðîé òî÷êè M îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà. Êîîðäèíàòû èç (4.2) òî÷åê Mu, Mv

ñîáñòâåííûìè â ñìûñëå (2.1) íå ÿâëÿþòñÿ, íî îïðåäåëåíû ñîáñòâåííûìè êîîð-

äèíàòàìè (4.1) òî÷êè M .

Çíà÷åíèÿ �îðì ϕj , ϕj , j = 1, 2, îò êîîðäèíàò (4.2) òî÷åêMu,Mv îáîçíà÷èì

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γuu = ϕj

(∂x̄1

∂u
,
∂x̄2

∂u
,
∂x̄3

∂u

)
, γvv = ϕj

(∂x̄1

∂v
,
∂x̄2

∂v
,
∂x̄3

∂v

)
,(4.3)

γuv = ϕj

((∂x̄1

∂u
,
∂x̄2

∂u
,
∂x̄3

∂u

)
,
(∂x̄1

∂v
,
∂x̄2

∂v
,
∂x̄3

∂v

))
.
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Èíäåêñ j = 1 (j = 2) â îáîçíà÷åíèÿõ (4.3) ñîîòâåòñòâóåò ðåïåðó R∗
(R).

Êðèâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàòC íà îáëàñòèQ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîé òî÷êåM îáëàñòèQ îðòîãîíàëüíû ïðÿìûå

MMu è MMv, ò. å. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîé òî÷êå M îáëàñòè Q
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γuv = 0.

Â ðåïåðå R∗
, R ñïðàâåäëèâî ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâî

(4.4) γ2
uv − γuuγvv = ϕ1(a1, a2, a2), γ2

uv − γuuγvv = −ϕ2(b1, b2, b2),

ãäå

a1 =
∂x̄2

∂u

∂x̄3

∂v
− ∂x̄3

∂u

∂x̄2

∂v
, b1 =

∂x̄1

∂u

∂x̄3

∂v
− ∂x̄3

∂u

∂x̄1

∂v
,

a2 =
∂x̄3

∂u

∂x̄1

∂v
− ∂x̄1

∂u

∂x̄3

∂v
, b2 =

∂x̄3

∂u

∂x̄2

∂v
− ∂x̄2

∂u

∂x̄3

∂v
,

a3 =
∂x̄2

∂u

∂x̄1

∂v
− ∂x̄1

∂u

∂x̄2

∂v
, b3 =

1

2

(∂x̄1

∂u

∂x̄2

∂v
− ∂x̄2

∂u

∂x̄1

∂v

)
.

Çàìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâ (4.53), (4.54) èç [9℄ òî÷êà N , çàäàí-

íàÿ â ðåïåðå R∗
, R êîîðäèíàòàìè ñîîòâåòñòâåííî (a1 : a2 : a3), (b1 : b2 : b3),

îðòîãîíàëüíà è òî÷êå Mu, è òî÷êå Mv. Ñëåäîâàòåëüíî, N ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì

ïðÿìîé MuMv îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïîëþñà òî÷êà

N ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé M . Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòèêè êîîðäèíàò (x̄p) è (ap) â
ðåïåðå R∗

(èëè êîîðäèíàò (x̄p) è (bp) â ðåïåðå R) ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè îäíîãî

çíàêà. Äëÿ êîîðäèíàò (x̄p) ñîáñòâåííîé òî÷êè ïëîñêîñòè Ĥ â ðåïåðå R∗
(R)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕ1 (x̄1, x̄2, x̄3) > 0 (èëè íåðàâåíñòâî ϕ2 (x̄1, x̄2, x̄3) < 0
ñîîòâåòñòâåííî). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (4.4) â ðåïåðå R∗

(R)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî γ2

uv − γuuγvv > 0.
×èñëî

(4.5) dS =
√
γ2
uv − γuuγvv du dv

íàçîâåì ýëåìåíòîì ïëîùàäè ïëîñêîñòè Ĥ . Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

÷èñëà dS. �àññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

1. Ïóñòü âñå êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñèñòåìû C ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè

(ýëëèïòè÷åñêèìè). Â ýòîì ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêèìè (ýëëèïòè÷åñêèìè) ÿâëÿ-

þòñÿ êàñàòåëüíûå ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì ïðÿìûå MMu, MMv, à òî÷êè Mu

è Mv ÿâëÿþòñÿ íåñîáñòâåííûìè (ñîáñòâåííûìè) íà ïëîñêîñòè Ĥ.

�èïåðáîëè÷åñêèé (ýëëèïòè÷åñêèé) óãîë α ìåæäó ïðÿìûìèMMu,MMv íà-

çîâåì óãëîì ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè u, v. Îòðåçîê MuMv ïëîñêîñòè

Ëîáà÷åâñêîãî (ïëîñêîñòè Ĥ) ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì óãëà α. Ïî òåîðåìå 4.7.1 èç
[9℄ ìåðà α, α ∈ R+, óãëà α ðàâíà îòíîøåíèþ äëèíû îòðåçêà MuMv ê ðàäèóñó

êðèâèçíû ρ ïëîñêîñòè Ĥ . Ïî �îðìóëàì (4.55), (4.56) èç [9℄ â ðåïåðàõ R∗
, R

ïîëó÷àåì:

chα = ± γuv√
γuuγvv

, shα =

√
γ2
uv − γuuγvv√
γuuγvv

.

Ñëåäîâàòåëüíî, dS = shα
√
γuuγvv du dv. Ïîýòîìó â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêèõ

(ýëëèïòè÷åñêèõ) êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ñèñòåìû C â êîîðäèíàòàõ (4.2) òî÷åê



Ê ÒÅÎ�ÈÈ ÏËÎÙÀÄÅÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ Ĥ 145

Mu, Mv ðåïåðà R∗
ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

dS = shα
√
−ϕ1(Mu) du

√
−ϕ1(Mv) dv(4.6)

(
dS = shα

√
ϕ1(Mu) du

√
ϕ1(Mv) dv

)
,

àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå â ðåïåðå R èìååò âèä

dS = shα
√

ϕ2(Mu) du
√
ϕ2(Mv) dv(4.7)

(
dS = shα

√
−ϕ2(Mu) du

√
−ϕ2(Mv) dv

)
.

Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (3.3), (3.4), (4.6), (4.7) â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêèõ (ýë-

ëèïòè÷åñêèõ) êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: ýëåìåíò ïëîùà-

äè dS ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äëèí äóã êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè

ïëîñêîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèõ áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðèðàùåíèÿì ïàðàìåòðîâ

u, v â äàííîé òî÷êå, è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà âåëè÷èíû óãëà ìåæäó êîîðäè-

íàòíûìè ëèíèÿìè â äàííîé òî÷êå.

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò, ëèíèè u è v â êîòîðîé îäíîãî òèïà, íå

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáûå äâå êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñèñòåìû C, âçÿòûå
èç ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ u è v, ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì òèïàì. Ïóñòü äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè ëèíèè u (v) ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè (ýëëèïòè÷åñêèìè). Â ýòîì

ñëó÷àå ïðÿìàÿMMu (MMv) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (ýëëèïòè÷åñêîé), à òî÷-

êà Mu (Mv)�íåñîáñòâåííîé (ñîáñòâåííîé) íà ïëîñêîñòè Ĥ .

Ïðÿìûå MMu, MMv îáðàçóþò äâà ñìåæíûõ êâàçèóãëà α1, α2, íàçîâåì èõ

óãëàìè ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè u, v. Åñëè ñèñòåìà C îðòîãîíàëüíàÿ,

òî êâàçèóãëû α1, α2 êîíãðóýíòíû, èõ ìåðû ðàâíû iπ/2. Â ýòîì ñëó÷àå γuv = 0
è ýëåìåíò ïëîùàäè dS =

√−γuuγvv du dv â êîîðäèíàòàõ (4.2) òî÷åê Mu, Mv â

ðåïåðå R∗
(R) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dS =
√
−ϕ1(Mu) du

√
ϕ1(Mv) dv

(
dS =

√
ϕ2(Mu) du

√
−ϕ2(Mv) dv

)
.

Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè âûðàæåíèé (3.3), (3.4) ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: â

îðòîãîíàëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýëåìåíò ïëîùàäè dS ðà-

âåí ïðîèçâåäåíèþ äëèí ñòîðîí êðèâîëèíåéíîãî êîîðäèíàòíîãî ïðÿìîóãîëüíè-

êà, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè ïëîñêîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèõ áåñêîíå÷íî ìàëûì

ïðèðàùåíèÿì ïàðàìåòðîâ u, v â äàííîé òî÷êå.

Åñëè ñèñòåìà C íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, òî ìåðû α1, α2 êâàçèóãëîâ α1,

α2 îòëè÷àþòñÿ çíàêîì âåùåñòâåííîé ÷àñòè è ïî òåîðåìå 4.7.1 èç [9℄ îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåíû äëèíàìè êâàçèîòðåçêîâ ìåæäó òî÷êàìè Mu, Mv. Ïóñòü

α1 = α+ i
π

2
, α2 = −α+ i

π

2
, α ∈ R+.

Òîãäà â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïî �îðìóëàì (4.55), (4.56) èç [9℄ íàõîäèì:

chα1 = − chα2 = ± γuv√
γuuγvv

, shα1 = shα2 = i chα =

√
γ2
uv − γuuγvv√
γuuγvv

.

Ñëåäîâàòåëüíî, dS = chα
√−γuuγvv du dv.
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Â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêèõ (ýëëèïòè÷åñêèõ) êîîðäèíàòíûõ ëèíèé u (v) â
êîîðäèíàòàõ (4.2) òî÷åê Mu, Mv ðåïåðà R∗

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

(4.8) dS = chα
√

−ϕ1(Mu) du
√
ϕ1(Mv) dv,

à â êîîðäèíàòàõ ðåïåðà R�âûðàæåíèå

(4.9) dS = chα
√

ϕ2(Mu) du
√
−ϕ2(Mv) dv.

Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (3.3), (3.4), (4.8), (4.9) â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêèõ (ýë-

ëèïòè÷åñêèõ) êîîðäèíàòíûõ ëèíèé u (v) ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: ýëåìåíò

ïëîùàäè dS ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äëèí äóã êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, èñõîäÿùèõ

èç òî÷êè ïëîñêîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèõ áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðèðàùåíèÿì

ïàðàìåòðîâ u, v â äàííîé òî÷êå, è ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà âåùåñòâåííîé

÷àñòè ìåðû êâàçèóãëà ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè â äàííîé òî÷êå.

Ïóñòü η�êóñî÷íî-ãëàäêàÿ äâóñòîðîííÿÿ ëèíèÿ ïëîñêîñòè Ĥ , F�ãîìåî-

ìîð�íàÿ äèñêó

1

�èãóðà, îãðàíè÷åííàÿ ëèíèåé η, F ⊂ Ĥ , D�îáëàñòü èçìå-

íåíèÿ ïàðàìåòðîâ u, v, ñîîòâåòñòâóþùàÿ �èãóðå F . Ïëîùàäü S �èãóðû F
ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (4.5) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

(4.10) S =

∫∫

D

√
γ2
uv − γuuγvv du dv.

5. Îðòîãîíàëüíûå öèêëè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò

5.1. Ïîñòðîåíèå H-öèêëè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïóñòü Ov�ãè-

ïåðáîëè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ ïëîñêîñòè Ĥ , à òî÷êà U�ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé Ov è ïî-

ëÿðû òî÷êè O îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà (ðèñ. 1). Âûäåëèì íåêîòîðûå ïîëóêîâà-

ëèàíó α òî÷êè O è ïðèíàäëåæàùèé åé ãèïåðáîëè÷åñêèé �ëàã β ñ âåðøèíîé â

òî÷êå O è ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòîðîíîé OU . Íà ðèñóíêå 1 ïîëóêîâàëèàíà α âû-

äåëåíà ñåðîé çàëèâêîé. Ïóñòü M�íåêîòîðàÿ òî÷êà ïîëóêîâàëèàíû α. Ïîëþñ
ïðÿìîé Ov (MO) îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà îáîçíà÷èì V (M0), à îðòîãîíàëüíóþ

ïðîåêöèþ òî÷êè M íà ïðÿìóþ UV�M1. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþM1 = OM ∩UV .

V

U

O

M

r

g

f

M1

M0

�èñ. 1. Ïîñòðîåíèå H-öèêëè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

1

Äèñêîì íà ïëîñêîñòè Ĥ íàçîâåì �èãóðó, ãîìåîìîð�íóþ çàìûêàíèþ âûïóêëîãî ýëëèï-

ñà [10, 11℄.
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Êàæäîé òî÷êå M ïîëóêîâàëèàíû α ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ÷èñåë

(r, φ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. �èïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå |MO| ìåæäó òî÷êàìè

M , O îáîçíà÷èì ρr:

(5.1) r = |MO|/ρ, r ∈ R+.

Åñëè òî÷êàM ïðèíàäëåæèò (íå ïðèíàäëåæèò) ãèïåðáîëè÷åñêîìó �ëàãó β,
òî ìåðó ãèïåðáîëè÷åñêîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè OU , OM îáîçíà÷èì φ (−φ).

Òîãäà ïî ñâîéñòâó ìåð îòðåçêîâ è óãëîâ ïëîñêîñòè Ĥ (ñì. òåîðåìó 4.7.1 èç [9℄)

ïîëó÷àåì:

(5.2) φ = |UM1|/ρ
(
φ = −|UM1|/ρ

)
, φ ∈ R,

ãäå |UM1|�ìîäóëü äëèíû îòðåçêà UM1 ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ (òî÷êà O, ïðÿìàÿ Ov, ãèïåðáîëè÷åñêèé �ëàã β)

íàçîâåì H-öèêëè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ïëîñêîñòè Ĥ è îáîçíà÷èì HC
r

.

Òî÷êó O íàçîâåì íà÷àëîì, ïðÿìóþ Ov�îñüþ ñèñòåìû êîîðäèíàò HC
r

. Ïà-

ðó ÷èñåë (r, φ) íàçîâåìH-öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êèM , ÷èñëî r (φ)�
ãèïåðáîëè÷åñêèì ðàäèóñîì (ãèïåðáîëè÷åñêèì óãëîì) òî÷êè M .

5.2. Ïîñòðîåíèå E-öèêëè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïóñòü Ou�ýë-

ëèïòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ ïëîñêîñòè Ĥ , à òî÷êà V�ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé Ou è ïîëÿðû
òî÷êè O îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà (ðèñ. 2). Ïîëþñ ïðÿìîé Ou îòíîñèòåëüíî àá-

ñîëþòà îáîçíà÷èì U . Âûäåëèì íåêîòîðóþ ïîëóïëîñêîñòü α ìåæäó ïðÿìûìè

OU , UV è ýëëèïòè÷åñêèé �ëàã β ñ ýëëèïòè÷åñêîé ñòîðîíîé OV . Êàæäîé òî÷-
êå M âàëèàíû òî÷êè O ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ÷èñåë (r, φ) ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òî÷êè M íà ïðÿìóþ UV îáîçíà÷èì M1.

Ïî ïîñòðîåíèþ M1 = OM ∩ UV .

V

U

O
M

r

g

f

M1

�èñ. 2. Ïîñòðîåíèå E-öèêëè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

Åñëè òî÷êà M ïðèíàäëåæèò (íå ïðèíàäëåæèò) ïîëóïëîñêîñòè α, òî ýëëèï-
òè÷åñêîå ðàññòîÿíèå |MO| ìåæäó òî÷êàìè M , O îáîçíà÷èì ρr (−ρr):

(5.3) r = |MO|/ρ
(
r = −|MO|/ρ

)
, −π/2 6 r 6 π/2.

Åñëè òî÷êàM ïðèíàäëåæèò (íå ïðèíàäëåæèò) ýëëèïòè÷åñêîìó �ëàãó β, òî
ìåðó ýëëèïòè÷åñêîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè OV , OM îáîçíà÷èì φ (−φ). Òîãäà

ïî ñâîéñòâó ìåð îòðåçêîâ è óãëîâ ïëîñêîñòè Ĥ [9, òåîðåìà 4.7.1℄ ïîëó÷àåì:

(5.4) φ = |VM1|/ρ
(
φ = −|VM1|/ρ

)
, φ ∈ R,

ãäå |VM1|�äëèíà ãèïåðáîëè÷åñêîãî îòðåçêà VM1 ïëîñêîñòè Ĥ .
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Ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ (òî÷êà O, ïðÿìàÿ Ou, ýëëèïòè÷åñêèé �ëàã β) íàçî-

âåì E-öèêëè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ïëîñêîñòè Ĥ è îáîçíà÷èì EC
r

. Òî÷êó

O íàçîâåì íà÷àëîì, à ïðÿìóþ OV�îñüþ ñèñòåìû êîîðäèíàò EC
r

. Ïàðó ÷èñåë

(r, φ) íàçîâåì E-öèêëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M , ÷èñëî r (φ)� ýëëèï-

òè÷åñêèì ðàäèóñîì (ýëëèïòè÷åñêèì óãëîì) òî÷êè M .

5.3. Ñâÿçü öèêëè÷åñêèõ è ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò òî÷êè.

5.3.1. Ïðèñîåäèíåííûé ðåïåð. Ïóñòü çàäàíà öèêëè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäè-

íàòHC
r

èëè EC
r

. Â êàæäîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ òðåõâåðøèííèê OUV
ÿâëÿåòñÿ àâòîïîëÿðíûì îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà. Êàæäûé êàíîíè÷åñêèé ðåïåð

R∗
ïåðâîãî òèïà, â êîòîðîì ïåðâàÿ âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O, âòîðàÿ�ñ

òî÷êîé V , à òðåòüÿ�ñ òî÷êîé U , íàçîâåì ïðèñîåäèíåííûì ê çàäàííîé öèêëè-

÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ïðèñîåäèíåííîì ðåïåðå R∗
òî÷êè O, U , V èìåþò

êîîðäèíàòû: O(1 : 0 : 0), V (0 : 1 : 0), U(0 : 0 : 1).
Òî÷êó M â ðåïåðå R∗

çàäàäèì ïðîåêòèâíûìè êîîðäèíàòàìè (x1 : x2 : x3) è
ñîáñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè (x̄1; x̄2; x̄3) (2.1), à â êàæäîé öèêëè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò�ïàðîé ÷èñåë (r, φ). Ïðîåêöèÿ M1 òî÷êè M íà ïðÿìóþ UV èìååò â

ðåïåðå R∗
ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû (0 : x2 : x3).

5.3.2. Ñâÿçü H-öèêëè÷åñêèõ è ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò òî÷êè. Ïóñòü òî÷-

êà M ïðèíàäëåæèò ïîëóêîâàëèàíå òî÷êè O. Ïî âòîðîé �îðìóëå (4.32) èç [9℄,

ïðèìåíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ (5.1), (5.2), íàõîäèì:

(5.5) ch r = |x1|
/√

x2
1 + x2

2 − x2
3, chφ = |x3|

/√
x2
3 − x2

2.

Ïðèìåíÿÿ ïåðâûå �îðìóëû èç (2.1), ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (2.2) è âûðàæåíèÿ

(5.5), ïîëó÷àåì:

(5.6) x̄1 = ρ ch r, x̄2 = ρ sh r shφ, x̄3 = ρ sh r chφ, r ∈ R+, φ ∈ R.

Ïàðàìåòðèçàöèþ ïîëóêîâàëèàíû òî÷êè O ïëîñêîñòè Ĥ , çàäàííóþ �îðìó-

ëàìè (5.6), íàçîâåì (HC
r

)-öèêëè÷åñêîé.
5.3.3. Ñâÿçü E-öèêëè÷åñêèõ è ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò òî÷êè. Ïóñòü òî÷-

êà M ïðèíàäëåæèò âàëèàíå òî÷êè O. Ïî �îðìóëàì (4.32) èç [9℄, ïðèìåíÿÿ

îáîçíà÷åíèÿ (5.3), (5.4), íàõîäèì:

(5.7) cos r = |x1|
/√

x2
1 + x2

2 − x2
3, chφ = |x2|

/√
x2
2 − x2

3.

Ïðèìåíÿÿ ïåðâûå �îðìóëû èç (2.1), ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (2.2) è âûðàæåíèÿ

(5.7), ïîëó÷àåì:

x̄1 = ρ cos r, x̄2 = ρ sin r chφ, x̄3 = ρ sin r shφ,

−π/2 6 r 6 π/2, φ ∈ R.(5.8)

Ïàðàìåòðèçàöèþ âàëèàíû òî÷êè O ïëîñêîñòè Ĥ , çàäàííóþ �îðìóëàìè

(5.8), íàçîâåì (EC
r

)-öèêëè÷åñêîé.
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5.4. Êîîðäèíàòíûå ëèíèè â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò HC
r

è EC
r

. Ïóñòü

çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàòHC
r

. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïîëóêîâàëèàíû α òî÷êè

O, ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî òî÷êè O ðàâíî ïîñòîÿííîìó ÷èñ-

ëó ρr0, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì êîîðäèíàò (5.6) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëè÷åñêîìó

öèêëó ðàäèóñà ρr0, çàäàííîìó â ðåïåðå R∗
óðàâíåíèåì x2

1 th
2 r0 + x2

2 − x2
3 = 0,

r0 ∈ R+.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè φ â ñèñòåìå HC

r

ÿâëÿþòñÿ âåò-

âè ãèïåðáîëè÷åñêèõ öèêëîâ, ïðèíàäëåæàùèå ïîëóêîâàëèàíå ñ çàäàííîé ïàðà-

ìåòðèçàöèåé (5.6). Êîîðäèíàòíûå ëèíèè r â ñèñòåìå HC
r

�ãèïåðáîëè÷åñêèå

ïðÿìûå ïó÷êà ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ÿâëÿþùèåñÿ îñÿìè öèêëîâ, ñîäåðæàùèõ

êîîðäèíàòíûå ëèíèè φ.
Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò EC

r

. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê âàëèàíû òî÷-

êè O, ýëëèïòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî òî÷êè O ðàâíî ïîñòîÿííîìó

÷èñëó ρr0, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì êîîðäèíàò (5.8) ïðèíàäëåæèò ýëëèïòè÷åñêî-

ìó öèêëó ðàäèóñà ρr0, çàäàííîìó â ðåïåðå R
∗
óðàâíåíèåì x2

1 tg
2 r0−x2

2+x2
3 = 0,

0 < r0 < π/2.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè φ â ñèñòåìå EC

r

ÿâëÿþòñÿ äóãè

ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ. Êîîðäèíàòíûå ëèíèè r â ñèñòåìå EC
r

�ýëëèïòè÷åñêèå

ïðÿìûå ïó÷êà ñ öåíòðîì â òî÷êå O�îñè öèêëîâ, ñîäåðæàùèõ êîîðäèíàòíûå

ëèíèè φ.

5.5. Ýëåìåíò ïëîùàäè â öèêëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ñîá-

ñòâåííóþ òî÷êó M ïëîñêîñòè Ĥ â ðåïåðå R∗
çàäàäèì ñîáñòâåííûìè êîîðäè-

íàòàìè èç (2.1). Òî÷êè Mr = ∂M
∂r

, Mφ = ∂M
∂φ

, ïðèíàäëåæàùèå êàñàòåëüíûì â

òî÷êå M ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì r, φ öèêëè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, èìåþò

â ðåïåðå R∗
â (HC

r

)-öèêëè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè êîîðäèíàòû:

Mr

(
ρ sh r; ρ ch r shφ; ρ ch r chφ

)
, Mφ

(
0; ρ sh r chφ; ρ sh r shφ

)
,

à â (EC
r

)-öèêëè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè�êîîðäèíàòû:

Mr

(
− ρ sin r; ρ cos r chφ; ρ cos r shφ

)
, Mφ

(
0; ρ sin r shφ; ρ sin r chφ

)
.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé è áèëèíåéíîé ìåòðè÷åñêèõ �îðì â ðåïå-

ðå R∗
îò êîîðäèíàò òî÷åê Mr è Mφ. Â (HC

r

)-öèêëè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè

ïîëó÷àåì:

γrr = −ρ2, γrφ = 0, γφφ = ρ2 sh2 r,

(dl
h

)2 = ρ2dr2 − ρ2 sh2 r dφ2
(
(dl

e

)2 = −ρ2dr2 + ρ2 sh2 r dφ2
)
.

Â (EC
r

)-öèêëè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè ïîëó÷àåì:

γrr = ρ2, γrφ = 0, γφφ = −ρ2 sin2 r,

(dl
h

)2 = −ρ2dr2 + ρ2 sin2 r dφ2
(
(dl

e

)2 = ρ2dr2 − ρ2 sin2 r dφ2
)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü S ãîìåîìîð�íîé äèñêó �èãóðû ñ îáëàñòüþ D èçìå-

íåíèÿ ïàðàìåòðîâ r, φ â (HC
r

)-öèêëè÷åñêîé è â (EC
r

)-öèêëè÷åñêîé ïàðàìåò-

ðèçàöèè îïðåäåëåíà ñîîòâåòñòâåííî �îðìóëîé

(5.9) S = ρ2
∫∫

D

sh r dr dφ, S = ρ2
∫∫

D

sin r dr dφ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïðèìåíÿÿ �îðìóëû (5.9), íàéäåì ïëîùàäü ñåêòîðà

ãèïåðáîëè÷åñêîãî (ýëëèïòè÷åñêîãî) öèêëà ðàäèóñà r ñ öåíòðàëüíûì óãëîì α:

Ss = ρ2α
(
ch

r

ρ
− 1

) (
Ss = ρ2α

(
1− cos

r

ρ

))
.

6. Îðòîãîíàëüíàÿ îðèöèêëè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

6.1. Ïîñòðîåíèå. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ñ âûäåëåííûì îáõîäîì ξ àáñîëþòíîé
ëèíèè γ âûáåðåì íåêîòîðûé îðèöèêë ω0 ñ áàçîé k è ëþáóþ åãî îñü l (ðèñ. 3).
Ïóñòü A1�öåíòð îðèöèêëà ω0, ò. å. A1 = k ∩ γ, à A2�îòëè÷íàÿ îò A1 òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l ñ àáñîëþòîì. Ñîáñòâåííóþ íà Ĥ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-

ìîé l ñ îðèöèêëîì ω0 îáîçíà÷èì O. Ïðîâåäåì êàñàòåëüíûå k1, k2 ê àáñîëþòó

èç òî÷êè O è îáîçíà÷èì E òó èç òî÷åê êàñàíèÿ ïðÿìûõ k1, k2 ñ àáñîëþòîì,

êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò äóãå A1A2 ëèíèè γ ïðè çàäàííîì îáõîäå ξ.

M

O

g

wo

wM

E

A1

l

A2

M1

k
M0

F

�èñ. 3. Îðòîãîíàëüíàÿ îðèöèêëè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Êàæäîé íå ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìîé k òî÷êå M ïëîñêîñòè Ĥ ïîñòàâèì â

ñîîòâåòñòâèå ïàðó ÷èñåë (u, v) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ωM�îðèöèêë ñ áàçîé

k, ñîäåðæàùèé òî÷êó M , è M1�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îðèöèêëà ωM ñ ïðÿìîé l.
Îáîçíà÷èì:

u = ((A1M)(A1E)lk),(6.1)

v = δ|OM1|/ρ,(6.2)

ãäå δ = 1 (δ = −1), åñëè òî÷êà M1 íå ïðèíàäëåæèò (ïðèíàäëåæèò) ëó÷ó OA1.

Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ C
o

= {ω0, l, E} íàçîâåì îðòîãîíàëüíîé îðèöèê-

ëè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ïëîñêîñòè Ĥ. Îðèöèêë ω0 íàçîâåì íóëåâûì

îðèöèêëîì, ïðÿìóþ l�îñüþ, òî÷êó E�åäèíè÷íîé òî÷êîé ñèñòåìû C
o

. Ñîá-

ñòâåííóþ äëÿ ïëîñêîñòè Ĥ òî÷êó O ïåðåñå÷åíèÿ îñè l ñ íóëåâûì îðèöèêëîì

ω0 íàçîâåì íà÷àëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò C
o

.

Ïàðó ÷èñåë (u; v), u ∈ R, v ∈ R, íàçîâåì îðòîãîíàëüíûìè îðèöèêëè÷åñêèìè

êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â ñèñòåìå C
o

.
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6.2. Ñâÿçü îðèöèêëè÷åñêèõ è ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò òî÷êè. Ïðè-

ñîåäèíèì ê îðèöèêëè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò C
o

ïëîñêîñòè Ĥ êàíîíè÷åñêèé

ðåïåð R = {A1, A2, A3, E} âòîðîãî òèïà òàê, ÷òîáû åãî âåðøèíà A3 áûëà ïî-

ëþñîì ïðÿìîé A1A2 îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà. �åïåð R ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì, ò. å.

ïðåäñòàâëÿåò ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ ñåìåéñòâà U3
, ñîîòâåòñòâóþùóþ çà-

äàííîìó îáõîäó ξ ëèíèè γ.

Íà ïëîñêîñòè Ĥ ïó÷îê Ω âñåõ îðèöèêëîâ ñ öåíòðîì â òî÷êå A1(1 : 0 : 0) â
ðåïåðå R ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì

(6.3) qx2
2 + x1x2 − x2

3 = 0, q ∈ R+.

Êàæäûé îðèöèêë ïó÷êà Ω îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî çàäàíèåì ïàðàìåòðà q. Ïîêà-
æåì, ÷òî äëÿ íóëåâîãî îðèöèêëà ω0 ñèñòåìû C

o

ïàðàìåòð q ðàâåí åäèíèöå.

Äåéñòâèòåëüíî, â ðåïåðå R êàñàòåëüíàÿ ê àáñîëþòó â åäèíè÷íîé òî÷êå

E (1 : 1 : 1) çàäàíà êîîðäèíàòàìè (1 : 1 : −2) è ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l = A1A2

ñ êîîðäèíàòàìè (0 : 0 : 1) â òî÷êå O(1 : −1 : 0). Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ñèñòå-

ìû C
o

òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îðèöèêëó ω0, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îðèöèêëà ω0 â

óðàâíåíèè (6.3) q = 1.

Ïóñòü (u, v)�êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ïëîñêîñòè Ĥ â ñèñòåìå

C
o

, à (m1 : m2 : m3)�ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M â ïðèñîåäèíåííîì ê

C
o

ðåïåðå R. Ïðÿìûå A1M , A1E, l, k çàäàíû â ðåïåðå R êîîðäèíàòàìè:

A1M(0 : −m3 : m2), A1E(0 : 1 : −1), l(0 : 0 : 1), k(0 : 1 : 0).

Âûðàçèì êîîðäèíàòó u (6.1) òî÷êè M ÷åðåç ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû ýòîé

òî÷êè:

(6.4) u = ((A1M)(A1E)lk) =
m3

m2

.

Îðèöèêë ωM èç ïó÷êà Ω (6.3), ñîäåðæàùèé òî÷êó M , çàäàí óðàâíåíèåì

(
m2

3 −m1m2

)
x2
2 +m2

2x1x2 −m2
2x

2
3 = 0

è ïåðåñåêàåò îñü l â òî÷êå M1 ñ êîîðäèíàòàìè

(
m1m2 −m2

3 : m2
2 : 0

)
. Âûðàçèì

äëèíó îòðåçêà OM1 ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé l è ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (6.2)

ïîëó÷èì:

(6.5) ch v =
m2

2 +m2
3 −m1m2

2|m2|
√
m2

3 −m1m2

.

Ïî îïðåäåëåíèþ êîîðäèíàòà v (6.2) òî÷êè M ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå

(îòðèöàòåëüíûå) çíà÷åíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà M1 íå ïðèíàäëå-

æèò (ïðèíàäëåæèò) ëó÷ó OA1, ò. å. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ÷åòâåðêè

òî÷åê M1, A1, O, A2 ïðÿìîé l âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(6.6) (M1A1OA2) < 0
(
(M1A1OA2) > 0

)
.

Âûðàçèì ÷èñëî (M1A1OA2) â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ òî÷êè M :

(6.7) (M1A1OA2) =
m2

3 −m2
2 −m1m2

m2
3 −m1m2

.
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Êîîðäèíàòû ñîáñòâåííîé äëÿ ïëîñêîñòè Ĥ òî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò íåðà-

âåíñòâó m2
3 −m1m2 > 0, ïîýòîìó ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (6.7) íåðàâåíñòâî (6.6)

ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

(6.8) m2
2 −m2

3 +m1m2 > 0
(
m2

2 −m2
3 +m1m2 < 0

)
.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî (îòðèöàòåëüíîãî) çíà÷åíèÿ v âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî sh v > 0 (sh v < 0), ïîýòîìó èç âûðàæåíèÿ (6.5) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì

óñëîâèè (6.8) íà êîîðäèíàòû (m1 : m2 : m3) òî÷êè M ïîëó÷àåì:

(6.9) sh v =
m2

2 −m2
3 +m1m2

2|m2|
√
m2

3 −m1m2

.

Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèé (6.5), (6.9) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(6.10) ev = |m2|
/√

m2
3 −m1m2.

Èòàê, ëþáûå ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû (m1 : m2 : m3) òî÷êè M â ðåïåðå

R, â òîì ÷èñëå è åå ñîáñòâåííûå êîîðäèíàòû, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè èç

(2.1) è ñâÿçàííûå âòîðûì óñëîâèåì èç (2.2), óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (6.4),

(6.10). Â ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ òî÷êà M�ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè

Ĥ . Çíà÷èò, äëÿ ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò (x̄1 : x̄2 : x̄3) êàæäîé òî÷êè ïëîñêîñòè

Ĥ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

x̄2
3 − x̄1x̄2 = ρ2,

x̄3

x̄2

= u, |x̄2|
/√

x̄2
3 − x̄1x̄2 = ev.

Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò (x̄1; x̄2; x̄3) òî÷êè ïëîñêîñòè

Ĥ â ðåïåðå R îò åå îðòîãîíàëüíûõ îðèöèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò (u, v) â ïðèñî-
åäèíåííîé ê ðåïåðó R ñèñòåìå C

o

ìîæíî âûðàçèòü �îðìóëàìè

(6.11) x̄1 = ρ
(
u2ev − e−v

)
, x̄2 = ρev, x̄3 = ρuev, u ∈ R, v ∈ R.

Êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè u â ñèñòåìå C
o

ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðè÷åñêèå îðè-

öèêëû ïó÷êà Ω, à ëèíèÿìè v� îñè îðèöèêëîâ ïó÷êà Ω, ò. å. ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
òî÷êó A1 ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðÿìûå. Ïî òåîðåìå 2.4.22 èç [10℄ îðèöèêë ïëîñêî-

ñòè Ĥ èìååò â êàæäîé ñâîåé òî÷êå ýëëèïè÷åñêóþ êàñàòåëüíóþ, îðòîãîíàëüíóþ

îñè îðèöèêëà, ïðîâåäåííîé â äàííîé òî÷êå. Ïîýòîìó äâå êîîðäèíàòíûå ëèíèè

ñèñòåìû C
o

, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñîáñòâåííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè Ĥ , îðòîãîíàëüíû.

Ýòîò æå �àêò ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà γuv = 0.

6.3. Ôîðìóëà ïëîùàäè �èãóðû â îðèöèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Ñîáñòâåííóþ òî÷êó M ïëîñêîñòè Ĥ çàäàäèì â ðåïåðå R êîîðäèíàòàìè (6.11).

Òîãäà òî÷êè Mu

(∂x̄j

∂u

)
, Mv

(∂x̄j

∂v

)
, ïðèíàäëåæàùèå êàñàòåëüíûì â òî÷êå M ê

êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì u, v, èìåþò â ðåïåðå R êîîðäèíàòû:

(6.12) Mu(2ρue
v; 0; ρev), Mv(ρu

2ev + ρe−v; ρev; ρuev).

Â êîîðäèíàòàõ (6.11), (6.12) ïîëó÷àåì:

γuu = ϕ2(Mu) = −ρ2e2v, γuv = ϕ2(Mu,Mv) = 0, γvv = ϕ2(Mv) = ρ2,

(dl
h

)2 = −ρ2e2v du2 + ρ2dv2
(
(dl

e

)2 = ρ2e2v du2 − ρ2dv2
)
.
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Ýëåìåíò ïëîùàäè ïëîñêîñòè Ĥ â îðòîãîíàëüíûõ îðèöèêëè÷åñêèõ êîîðäè-

íàòàõ èìååò âèä

dS =
√
γ2
uv − γuuγvv du dv = ρ2ev du dv.

Äëÿ ïëîùàäè S ãîìåîìîð�íîé äèñêó �èãóðû F ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îá-

ëàñòüþ D èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ u, v â ïàðàìåòðèçàöèè (6.11) ñïðàâåäëèâà

�îðìóëà

S = ρ2
∫∫

D

ev du dv.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â òàáë. 2 äëÿ êàæäîé ââåäåííîé â äàííîé ðàáîòå è â ñòàòüå [18℄ îðòîãî-

íàëüíîé öèêëè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðåäñòàâèì �îðìóëû ñâÿçè ñîáñòâåí-

íûõ è öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò òî÷åê, ëèíåéíûå ýëåìåíòû è �îðìóëó ïëîùàäè

ãîìåîìîð�íîé äèñêó �èãóðû ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòüþ D èçìåíåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ.

Òàáëèöà 2. Îðòîãîíàëüíûå öèêëè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñ. ê.)

Ñ. ê. Ôîðìóëû ñâÿçè Ëèíåéíûå ýëåìåíòû Ôîðìóëà ïëîùàäè

êîîðäèíàò �èãóðû

x̄1 = ρ cosu ch v,
C

h

x̄2 = ρ sin u ch v, (dl
h

)2 = −ρ2 ch2 v du2 + ρ2dv2 S = ρ2
∫∫

D
ch v du dv

x̄3 = ρ sh v, (dl
e

)2 = ρ2 ch2 v du2
− ρ2dv2

0 6 u < π, v ∈ R

x̄1 = ρ ch r
HC

r

x̄2 = ρ sh r shφ, (dl
h

)2 = ρ2dr2 − ρ2 sh2 r dφ2 S = ρ2
∫∫

D
sh r dr dφ

x̄3 = ρ sh r chφ, (dl
e

)2 = −ρ2dr2 + ρ2 sh2 r dφ2

r ∈ R+, φ ∈ R

x̄1 = ρ cos r,
EC

r

x̄2 = ρ sin r chφ, (dl
h

)2 = −ρ2dr2 + ρ2 sin2 r dφ2 S = ρ2
∫∫

D
sin r dr dφ

x̄3 = ρ sin r shφ, (dl
e

)2 = ρ2dr2 − ρ2 sin2 r dφ2

2r

ρ
∈ [−π, π], φ ∈ R

x̄1 = ρ
(
u2ev − e−v

)
,

C
o

x̄2 = ρev, (dl
h

)2 = −ρ2e2v du2 + ρ2dv2 S = ρ2
∫∫

D
ev du dv

x̄3 = ρuev, (dl
e

)2 = ρ2e2v du2
− ρ2dv2

u ∈ R, v ∈ R
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