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ETUDE DU CONTROLE OPTIMAL POUR
UN PROBLEME DE TORSION ELASTIQUE

J. SAINT JEAN PAULIN et H. ZOUBAIRI

Résumé: On s’intéresse aux comportement limite d’un probleme de contréle op-
timal dans le cadre de la torsion élastique d’un arbre cylindrique. L’équation d’état et
la fonction cout sont supposées avoir des opérateurs dont les coefficients oscillent rapi-
dement. On établit que la limite du controle optimal est le contréle optimal associé au

probléme limite.

1 — Introduction

On s’intéresse aux comportement limite d’un probleme de controle optimal
dans le cadre de la torsion élastique d’un arbre cylindrique. L’équation d’état et
la fonction cotut sont supposées avoir des opérateurs dont les coeflicients oscillent
rapidement.

Soit € un ouvert borné de R™ (n > 1). Soit Y =10, 1[" une cellule de base de
R™ et T'C Y un connexe fermé de R"”. On définit Y* par: Y* =Y \T.

Soit € > 0 une suite de réels qui tend vers 0. Pour ¢ fixé, on considere un
domaine 2. perforé periodiquement obtenu comme suit.

On recouvre R™ de fagon périodique avec des pavés homothétiques de rapport
e du pavé de base Y. On note par T¢ des ensembles de taille € strictement
inclus dans chaque pavé (chaque trou 7! étant égal & un translaté de 7). On
définit alors Q. par Q.= Q\T: ot T. = |JT¢ (on ne considere que les trous qui ne
coupent pas le bord de 2). Dans tout ce qui suit, on utilisera systématiquement
la convention de sommation sur les indices répétés.
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Soit apy > iy, >0 des constantes données. On définit M (auy,, anr), I'ensemble
des matrices A = (a;j) nxn tel que:

(1.1) VE=(&) eR" am&i&i <aij(x) & & <am&i & pp. et a; € L7(Q).

Soit A € M(am,anr) et B € M(Bp, Byr) une matrice symétrique.
Soit A.(z) = A(Z) et B.(z) = B(%) des matrices périodiques obtenues
a partir de A et B par Y-periodicité.

Nous allons définir le controle optimal comme suit. Soit U un convexe fermé
non vide de L?(€2.) (I’ensemble des controles admissibles).

Soit f € L?*(€2:) et N > 0 une constante strictement positive. Pour 6. € U,
on définit u. I'unique solution de:

—div(A:Vu,) = f+0. dans €.
u: =0 sur 0f)

us = constante sur O1;

A NVug.n, :/ fdr
T

(1.2)

ol n. est la normale unitaire dirigée vers I'exterieur de 0T.. La fonction colit est
donnée par

1 N
(1.3) J.(0.) = = / B.Vu.Vu, dr + ~ / 62 du .
2 Jo. 2 Ja.

Le controle optimal 6% est la fonction dans U,q qui minimise J.(f.) pour
0. € U4, en d’autres termes

(1.4) Jo(6) = min J.(6,) .

9. €Uz,

Ce type de probleme s’inspire des problémes de J.L. Lions [6], il [6] a prouvé
I'existence et I'unicité du controle optimal 6.

Remarque 1.1. Dans le cas particulier ou f=pa et A.=1, u.= f,
(ou f, est la fonction “contraintes”, p est le coefficient de Lamé du materiau
et «a est 'angle de torsion), le probleme (1.2) modélise la torsion élastique d’un
arbre cylindrique. Dans tout ce qui suit, nous allons nous placer dans le cadre
général que le probleme (1.2) décrit. o
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Notre but est d’étudier le comportement limite de 87 lorsque ¢ — 0 et de
caractériser 6 comme étant le controle optimal d’un probleme similaire avec des
matrices limites Ag and By et bien str les identifier.

Le type de probleme de controle optimal que I'on considere a été étudié dans
différentes situations, notamment par Kesavan & Vanninathan [5] dans le cas
périodique pour un probleme elliptique de second ordre avec des conditions de
Dirichlet sur le bord, par Kesavan & Saint Jean Paulin [3] pour le méme opérateur
et les mémes conditions sur le bord mais avec la topologie de la H-convergence.
Kesavan & Saint Jean Paulin [4] se sont interessés au contréle optimal d’un
probleme elliptique de second ordre dans les domaines perforés avec des conditions
de Neumann sur le bord des trous et des conditions de Dirichlet sur le bord du
domaine avec la Hyp-convergence. L’étude du controle optimal a été effectué avec
d’autres types d’équations entre autres les équations de Stokes. En effet Saint
Jean Paulin & Zoubairi [9] et [8] ont étudié respectivement le probleme de Stokes
dans les domaines non perforés et dans les domaines perforés de petits trous.
Dans cet article, on va se placer dans le cas périodique et considérer 'opérateur de
Laplace mais avec des conditions sur le bords des trous définies par une intégrale.
On va adapter les méthodes utilisées dans [3], [4], [8] ou [9] pour le probleme de
torsion élastique.

Ce papier est divisé en six paragraphes organisés de la manieére suivante.

Dans le deuxieme paragraphe, on rappelle des lemmes de prolongement dis
a Cioranescu & Saint Jean Paulin [2]. Dans le troisieme paragraphe, on ho-
mogénéise le probleme adjoint et on obtient le probleme de controle optimal
limite. Dans le quatriéme paragraphe, on étudie les propriétés du tenseur BF
apparaissant dans le probleme limite. Dans le cinquieme paragraphe, on étudie
le probleme de contréle optimal que I'on a introduit au §1. Dans le sixieme et
dernier paragraphe, on étudie le cas unidimensionnel.

Notation. Dans tout ce qui suit, C' désigne différentes constantes positives
indépendante de e. On note par | . | la mesure de Lebesgue en dimension n. o
2 — Lemmes de prolongements

On introduit I'espace

Ve = {v € H'(Q.) | v = constante sur dT., v =0 sur 89} .

On prolonge v € V. dans les trous par sa valeur sur le bord des trous. Soit P
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ce prolongement, on a alors que P. € L(Vz, H} () satisfait
(21) IVPEU‘LQ(Q)" = ‘VU‘L2(Q5)" Yvel;.

Enoncons le résultat suivant dit & Cioranescu et Saint Jean Paulin [2]

Lemme 2.1. Soit F € L*(Y) et ® € L*(Y*)" Y-périodique solution de

{ —divd=F dans Y~

(2.2)
d.nds = / Fdz .
oT T

Alors il existe ® € L2(T) telle que

—divd=F dans T
(2.3) _
(I).n‘aT == (I).n‘aT .
De plus,
(2.4) [®]r2ry < C(IFli2ev) + @lr20e)) -

Définition 2.2. On désigne par @) le prolongement donné par le Lemme 2.1,
c’est a dire @ € L(Y™*,Y) tel que

® dans Y*
(2.5) QP=1 _
® dans T .o

3 — Homogénéisation

Le probleme (1.2)—(1.4) peut se réecrire a l'aide de systemes d’équations en
introduisant 1’état adjoint p. € V.. On obtient, (uc,p.) € V.2 solution de

—div(A:Vue) = f + 0. dans Q.
div(*A.Vp. — B:Vu.) =0 dans Q.
Ue=pe =0 sur 0f2
(3.1) ue = constante sur 0T
pe = constante sur 0T
ANuzsn. ds = fdx

oT: Te
/ (*A.Vp. — B.Vu.)n. ds = 0 .

oT:
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Le controle optimal 07 est caractérisé par 'inégalité variationnelle
B2)  eely o [ (et NEYE-0) 20 VO €U,
Pour toute fonction h Y-périodique, on définit
(33) my (1) = | h(y) dy.

On rappelle le résultat classique suivant

Lemme 3.1. Soit h € LP(Q2) une fonction Y -périodique et 1<p<oo. Alors

(3.4)  h(z/e) = my(h) dans LP(Q) faible et dans L°°(Q)) faiblex . u

On va établir le résultat suivant:

Théoréme 3.2. Soit f € L?(Q) et 0. € L*(€.) tel que 0. est bornée dans
L?(9). Soit u. et p. solutions du probléme (3.1) avec B matrice non nécessaire-
ment symétrique.

Alors il existe des matrices Ag et B* et des fonctions 6 € L*(Q), u, p € H}(Q)
telles que (par extraction de sous-suites)

6. — 0 dans L*(Q) faible
(3.5) Poue —u  dans H}(Q) faible
P.p. v dans H}(Q) faible ,

—_~ o~

ot (u,p) est solution de

—div(ApVu) = f+ 46 dans
(3.6) div(*AgVp — B*Vu) =0 dans Q
u=p=20 sur Of) .

ot Ay est la matrice des coefficients homogénéisés donnée par (3.22) et B* est
une matrice dépendant a la fois de A et de B, dont ’expression est donnée par
(3.52).
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Démonstration:
Premiere étape: Estimations a priori.

Du fait que ||6.|| r2(q) est bornée, on a clairement (apreés extraction de sous-
suites)

(3.7) 0. — 60 dans L2(Q) faible .

On multiplie la premiere équation de (3.1) par u. et on integre a l'aide de la
formule de Green, on obtient I’estimation suivante en utilisant I’égalité (2.1)

(3.8) [ Petie|| 10y < €'
ce qui conduit (par extraction de sous-suite) a:
(3.9) Pus —u dans H}(Q) faible .

De méme en multipliant la deuxiéme équation de (3.1) par p. et en intégrant
par parties, on obtient

(3.10) /tAEVpEVp6 dx —/ B.Vu.Vp. dx = 0.
Q. Qe

En utilisant les estimations (3.8) sur u. et le fait que A. € M(ay,, anr) et B €
M(Bm, Brr), on aboutit &

(3.11) |V Ppe|p2n < C,
ce qui donne en utilisant I'inégalité de Poincaré:
(3.12) [ Pepell o) < €
et donc par extraction de sous-suite, on a:

(3.13) P.p. —p dans H{(Q) faible .

Nous allons a présent passer a la limite dans la deuxieme équation de (3.1)
lorsque ¢ — 0. Pour cela nous avons besoin de fonctions tests que nous allons
construire.

Deuxieéme étape: Construction des fonctions tests.

Soit k un entier tel que 1<k<n et y; la k-ieme composante de y € R".
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Soit w* solution unique du probleme auxiliaire (associé a ’équation d’état):
—div(AVw*) =0 dans Y*
AVwFEn =0

or

k

(3.14)
w® = constante sur 0T

wk —y Y-périodique et /Y(wk —yp) dy=0.

Soit 1* solution unique du probleme associé & 1’équation adjointe
div(tAVY* +IBVWF) =0 dans Y*
/ (PAVYF + BVWF).n = 0

orT

(3.15)
¥ = constante  sur OT

Y* Y-périodique et / YEdy=0.
Y

On prolonge w* & l'intérieur des trous par sa valeur au bord de T, soit Pu¥
ce prolongement.
On définit w¥ et ¥* par

wk xr) = kal'
3.16) {m e Puk(a/e)

VE(z) = ey(z/e) .

On a le résultat de convergence suivant

(3.17) wF — 2, dans H'(Q) faible ,
De méme
(3.18) P.(4*) =0 dans H'(Q) faible .

Avec les définitions (3.16), les problemes (3.14) et (3.15) donnent respectivement
—div(A:Vwl) =0 dans Q.

(3.19) - AVWEn. =0

wF = constante  sur 97T
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et
div('A.VYE +1B.VwF) = 0 dans Q.
(3.20) /8 (*AVYF +tB. VW) n. =0
T

Yk = constante  sur OT. .

Troisieme étape: Homogénéisation.

L’homogénéisation du probleme (1.2) est classique (voir [2]), Ils [2] ont obtenu
que u est solution de

(3.21)

{ —div(4pVu) = f+6 dans Q
u=20 sur Of

ou Ay est la matrice des coefficients homogénéisées définie par
1 k

(3.22) Aver = = [ QAW V() dy
Y| Jy

avec @ l'opérateur de prolongement défini par (2.5).

Quatrieme étape: Méthode de ’énergie.

Nous allons maintenant homogénéiser le probleme (3.1) en utilisant une vari-
ante de la méthode de I’énergie. Pour pouvoir passer a la limite lorsque ¢ tend
vers 0, il est nécessaire d’obtenir des équations et des estimations dans §2 tout
entier. Pour cela, on va utiliser 'opérateur de prolongement Q). (voir [2]) défini
comme suit. On pose

(3.23) & = AVu, .
D’apres (1.2), & vérifie
—divée = f+ 6. dans Q.

(3.24) / e — fda:

On pose ®(y) = &-(ey) avec y = x/e. En utilisant le Lemme 2.2 et 'opérateur de
prolongement (2.5), on définit

(3.25) (Qete)(ey) = (QP)(y) -
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Par conséquent,

(3.26) —divQ., = f+6. dans Q
avec
(3.27) Q6. — £ =AgVu dans L2(Q)" faible .

De la méme maniere, on va prolonger I’équation adjointe dans 2. Pour cela
on pose,

(3.28) 2. = 'YA.Vp. — B-Vu. .
D’apres (3.1), z. vérifie
—divze =0 dans €.

(3.29)
/ Zene =0 .
oT:

On va prolonger de manieére similaire a la méthode précédente vu que le Lemme
2.2 peut étre appliqué, on obtient

(3.30) —divQ.z:. =0 dans Q.

D’apres les estimations (3.7), (3.12) et les hypotheses sur A, et B, on obtient
(3.31) |Qezel L2 < |2elr2(on < C .

On obtient donc par extraction de sous-suites

(3.32) Q.ze — z dans L*(Q)" faible .

Soit maintenant ¢ € D(Q).
On multiplie I’équation (3.26) par @P-(3¥), on intégre par parties (on utilise
le fait que ¢ = 0 sur 992), on obtient

(3.33) /Q (f+6) o Pyt da = /Q Qet: Vo(Pyb) du + /Q Qeb. V(PF) o da .

De la méme maniére, on multiplie I’équation (3.30) par ¢ w” et on integre par
parties, on aboutit a

(3.34) 0= —/QQEZ8 (Vo)wk dx —/QQEZE (Vb g dx .
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On additionne (3.33) et (3.34):

/(f—i—é;) Pswf<p dr = —/ngg.(Vga) wf dx —/ngg .wagp dx
(3.35) ¢ °

+ / Q6. VPt du + / Q-6 V(PyF) g da.
Q Q

En utilisant les définitions des opérateurs de prolongement, on va expliciter
I’expression suivante intervenant dans (3.35)

- / Qeze Vol dz + / Qe V(Pah)p d =
(3.36) @ 2

= /Q (—ze .Vw? + & .V¢f)<p dr + /T(—Qszg .wa + QL& .V(Pewf))w dz .
Or comme Pﬁbﬁ = constante sur T; et wf = constante sur 7., on en déduit que
I'intégrale sur 7. est nulle. En utilisant & présent les définitions (3.23) de &. et
(3.28) de z., l'expression (3.36) devient

~ [ Qe Vetpdo + [ Qe V(Pb)p do =
(3.37)
= —/ Vp. . (A Vb da —i—/ bE Vu.p do |
Qe Qe

ot b¥ est donné par

(3.38) bh = A VYE 4 B VWP .
En effectuant les prolongements adéquats sur le membre de droite de (3.37), il en
résulte
— / Q:z: .wago dx +/ Q=& .V(PE¢§)@ dx =
(3.39) @ @

= —/ V(ngg).QE(Angf)cp dx —l—/ st’; V(P:ug)p dx |
Q Q

on a utilisé le fait que les intégrales sur 7. dans le membre de droite de (3.39)
sont nulles. En effet, comme P.u.= constante sur T, et p.= constante sur 7T,
leur gradiant (intervenant dans ces intégrales sur 7;) est nul.

Comme div(A.VwF) =0 dans Q. (d’apres (3.19), on a

(3.40) div(Q-(A.Vel)) =0 dans Q.
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De méme vu que div(bF) = 0 dans Q. (d’apres (3.20) et (3.38)), on a
(3.41) div(QF) =0 dans Q.

De l'expression (3.35), en tenant compte de (3.39), on obtient
|+ Pt do =
(3.42) =~ [ Qe Vpuk do + [ Q& VPt do
— [ V(Pp) . QuAVE)p do + [ QuEV(Pau)p do

En intégrant par parties les deux derniéres intégrale du membre de droite, on
obtient

|+ Pt do =
(3.43) = —/QQEzE .Vgpwf dz 4—/96255E .V@Pswf dx
+ /Q(ngg) QE(AEwa) N dx — /Qerlg‘C NVoP.u. dx .

Maintenant, nous pouvons passer a la limite dans l'expression (3.43) lorsque
¢ tend vers 0.
Cinquieme étape: Passage a la limite.

En utilisant la définition (3.38) et le Lemme 3.1, on montre facilement que
bE (étant périodique), converge dans L2(£).) vers sa moyenne et donc apres pro-
longement et extraction de sous-suite, il en résulte

(344) Qb — b =m(Q(AVYF +'BVwF))  dans L*(Q)" faible .
De méme par périodicité, on a la convergence
(3.45) Q-(A.VwF) = Ager  dans L2(Q)" faible .

Maintenant du fait que z. vérifie (3.30) et (3.32), que Q.b¥ vérifie (3.41) et (3.44)
et que Q.(A.Vwl) vérifie (3.40) et (3.45), on a au sens des distributions

(3.46) divz =0, divbf =0 et divAgep, =0 dans Q.

En utilisant d’une part les convergences (3.8) et (3.18) pour le membre de
gauche de (3.43) et d’autre part les convergences (3.32) et (3.17) pour la premiere



62 J. SAINT JEAN PAULIN et H. ZOUBAIRI

intégrale du membre de droite de (3.43), les convergences (3.27) et (3.18) pour la
deuxiéme intégrale, les convergences (3.13) et (3.45) pour la troisieme intégrale et
pour finir les convergences (3.9) et (3.44) pour la derniere intégrale, I’expression
(3.43) devient a la limite

(3.47) 0= —/ 2V ) dx +/p(Agek) Vo dx —/ ubl Vo dr .
Q Q Q

On intégre par parties (3.47) et on utilise (3.46), on obtient

(3.48) 0 Z/zwek dr _/tAOVp e dx —i—/Vu b o da .
Q Q Q

Ceci est vrai pour tout ¢ € D(£2). Par conséquent

(3.49) z.er = AoVp.ep — b’g Vu .
Finalement,
(3.50) z = "4yVp— B*Vu ,

ott la matrice BY est définie par

(3.51) ‘Bfe, = bk .

En utilisant (3.44) , on obtient

(3.52) '‘Brep = m(QUAVYF +'BVLH)) .
Ceci acheve la démonstration. n

Remarque 3.4. La symétrie de la matrice B n’intervient pas pour I’homogé-
néisation du probleme adjoint. Mais cette hypothese sera nécessaire pour 1’étude
du controle optimal qui fera 'objet du paragraphe 5. o

4 — Propriétés de B?

Nous allons a présent donner un résultat concernant ’ellipticité et la symétrie
du tenseur BY.

Théoréme 4.1. Soit B* défini par (3.52). On suppose que B est symétrique.
Alors B est elliptique et symétrique.
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Démonstration: Pour démontrer ce théoréeme, on va s’inspirer des méthodes
utilisées dans [3] et dans [9] en les adaptant & notre probléeme. On introduit la
fonction Y-périodique x* définie par

(4.1) X' = -+
D’apres (3.14), la fonction x* vérifie
~div(AV(—x*+y)) = 0 dans V*
/ AV(—x* +yp)n do = 0
aT

—x"* + yi = constante sur 0T

¥ Y-périodique .
Soit Y* définie par
~div(BY(-Y* 4 y)) =0 dans V*

w3 aTBV(—Y’“ +yg)n do = 0

—Y* 4y, = constante sur 0T

Y* Y-périodique .

De méme en utilisant (4.1), le probleme (3.15) s’écrit

div("AVYE + BY(—x* + ) = 0 dans Y*
'AVYF + I BV (—x* +y)).ndo = 0

(4.4) /BT( (0 (—x" + u))

Y* = constante sur 9T

¥ Y-périodique .

En écrivant & Iaide des composantes ’expression de Bf obtenue en (3.52), on a

1 OpF A(=x" + ur)
4, bﬁ.:—/ < i —— + by >d
4 W] gy, Ty, !

On va montrer qu’en fait, ces coefficients ne dépendent pas de 'opérateur de
prolongement (). Par définition de @), on a

1 > (X" +yr) 1
4.6 bﬁ~: — / (a-i + bj; )d + — Qbr); dy
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ou
(4.7) b, = AV + 'BYV(—x* +yi) .

Exprimons d’une autre maniere la deuxieme intégrale de (4.6) en usant d’une
intégrations par parties.

31/1

[ (@voiay = [ (@b dy

—/ div(Qbk)yi dy —i—/ (Qbg).n1y; dy
T oT

ou np est la normale unitaire dirigée vers 'extérieur de 7'
Comme —div(Qb;) =0 dans Y et (Qby).n1 = —bg.n par définition de @

(avec n la normale unitaire dirigée vers l'exterieur de Y*), alors

(4.8) /T(Qbk)i dy = —/8T bp.m y; dy .

Par conséquent, (4.5) s’écrit

1 oPr O(—x* + yr)
4.  —— / <Z b~i>d —/b. ; do| .

D’apres ’expression ci-dessus, les coefficients bﬁki sont indépendants de ’opérateur
de prolongement choisi.

Nous allons a présent exprimer ces coefficients sous une autre forme pour
établir les propriétés de symétrie et d’ellipticité. Pour ce faire, introduisons Y*
solution de (4.3) dans (4.9), on obtient

1 Co(=YF+
o i L 2w f o
(4.10)

O* ox" —Y*)
+ (a i — by ) d .
v<\ " oy; dy; Y

Dans I'expression ci-dessus, on évalue la premiére partie de la troisieme intégrale
du membre de droite de (4.10) de la maniere suivante

oYk B oYk
/*(ljlayj dy —/*ajé aiyj 5% dy

y= 7 Oy; Oy
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Nous allons a présent effectuer plusieurs intégrations par parties. Il apparai-
tera donc des intégrales sur Y *= 9Y U JT. Concernant les intégrales sur 9Y,
elles seront toutes nulles car on intégre des fonctions Y-périodiques. Il nous
restera donc que des intégrales sur Y* et sur 0T qu’on évaluera.

En utilisant successivement (4.2), (4.4) et (4.3) dans 'expression ci-dessus, on
obtient

op* oy’ 9y’ N=xX"+v) &
/ ajg 8—3/] e dy . ajy 8—3;] e d /8 ajg e n; Y° do =

A(x" — yr) Ox - O(=X" + v
_ bﬂwywXdy+/bk,nxuza+/ajg(’“y)njwda
orT ar

Y+ y; Yy Yy
o —Yh) ox' / Y 4+y)
= by ———"2 b ne X' do
/Y* 50 ayj ay[ ]K ] ¢ X
+ / bp.n X' do + / ajp M n; wk do .
aT aT Oye

La premiere intégrale de la derniere égalité ci-dessus s’évalue comme suit,

o —Y*r) ox'
/w bie =75 dy =

Y; Y
A" —Y*) o' —Y") X" —v*) oy’
— [ dy + / b, d
ye 70T Ay, Oy Y ST By, aye
A" —Y*) o' - Y") A" —Y*) By
=/ b dy + / b; d
ye Ot 0y, Oye Y ye It y; aye Y
_Yy? i
- bje unj (x* =Y*) do  (en utilisant (4.3)) .
aT Oye
Puisque == i _ = 0;j, il en découle
Oye
A(x —Y’“) X’
b dy =
/ S dyj Oye
_ [y, 06 =YE) o - YY) +/ , 00k YR oyt
ys Ot dy;j Oye Y ye Ot oy aye Y
I* =Y*) alx' = Y) ot —YH)
= b dy + / bji ————d
ayj oy i ey Y

Y’+ ;
/b]e A (= ¥4 do
or
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Par conséquent, la troisieme intégrale du membre de droite de (4.10) est de

la forme
k k_Yk
/ (aji o0 = bji o )>dy =
* dy; dy;
F_Yk) a(x' — Y7 Yl—i— i
_/ bje Xa- ) (X /bjg y)nj(xk—yk)da
y]
/ b]g )nxda—i-/ br.n X" da+/ a]ggi—kyi)njwkda.
oT Y; Ye

Regardons a présent la premiére intégrale de (4.10). En multipliant la premiere
équation de (4.3) par Y, on obtient

(=Y* + yp) —y Y —y;
| b i, Sy = [ gy 20 AT g
—Yk ,
+ bje u neY' do .
T 0y;

On a utilisé le fait que les Y sont périodiques dans Y* (i.e.: ils prennent la méme
valeur sur les cotés opposés de V'), par conséquent les intégrales sur le bord de Y
sont nulles.

En additionnant les deux expressions obtenues ci-dessus et en utilisant la
définition (4.10), on aboutit &

1 A =YF) a(y'—Y? Y —y) O(Yi—vy;
bﬁki:[/wbﬂ (X =Y*F) a(x )d“/wbﬂ( w) OV =)

Y] y; Oye Jy; Oye
O(=Y' +y) k k / A(—x"+ yi) k
_ p, AT Y _vky 4 JONTX Yk
/aT it o nj (X ) do + - ajy m n; " do
_Yk 4 , .
— bie u ne(x' —Y") do —/ br.n (—x' +y;) do
oT Jy; T

Maintenant nous allons montrer qu’en fait, les intégrales sur le bord de T
sont nulles. En effet, d’aprés (4.2), on a d'une part —x’ + y; = constante sur 97T,
d’autre part en utilisant (4.3), on a —Y+y; = constante sur 97 (les constantes ne
sont pas forcément les mémes). Par conséquent, x* —Y? = (=Y +y;) — (=" + ;)
est aussi constante sur le bord de 7. De méme par (4.4), ¥ est constante sur
oT'.



UN PROBLEME DE TORSION ELASTIQUE 67

Les coefficients bﬂki s’écrivent donc comme suit

k_vk iy k_ T
Y v

Y| 0y, Yy 0y; 0ye
8(—Yi—i—y¢) 6(—xi+y¢)
k k k
— ey /b- ATE HY) do + / LATXEY) g
(x Nor e Yot T A

o I(=Y* )
— (V'=Y" / by — — %
(x Mot o it ay;

ng do — (=x'+ yi)|aT/ ) da] .
or
Or d’apres (4.2), on a / AV(—x* + y).ndo = 0, donc la quatriéme intégrale
de I'égalité ci-dessus est anTulle.
D’autre part d’apres (4.3), on a / BV(-Y* +yp)ndo=0 Vk=1,..,n.
Ceci entraine que la troisieme et lzf{:inquiéme intégrale sont nulles. De méme,

en utilisant (4.4) et (4.7), on a / (bg).ndo = 0.
oT

Finalement les coefficients de la matrice Bf sont donnés par

1 O —vH) a(x' - Y!
- L by (x | ) 9(x )dy
(4.11) Yl L % o
' YVF —yp) oY — yy)
+ [ b dy | .
ye 3 0y; Oye Y

De part la forme de ces coefficients, la matrice Bf est a la fois elliptique et
symétrique. n

5 — Controle optimal

On définit x. la fonction caractéristique de €. par

(@) {1 si x e

X = X €T =

T 0 si ze\Q.
On a x.— yo dans L>®(€) faible % ol yo = 'f;*".

On considere le probleme de controle optimal (1.2)—(1.4) ou l'ensemble des
controles admissibles US; C L%(€2.) est défini par 'un des convexes fermés suivant
(voir [4] et [7]):

(5.1) = LP(92)
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(5.2) Go= {0 €LX(Q)] 0> X pp dans O
(5.3) = {6’ € LQ(QS) | xet1 < 0 < Xeo pp dans Q}

oil ¥, 11 et 1y sont des fonctions de L%(Q).
Par définition du contrdle optimal 67, on a

N
(5.4) 5 [ O2ae < .0 < J(02)
Qe

pour les différents choix de ©. € U, C L*(Q.) qui suivent

Xe dans le cas (5.1)
(5.5) O, = ¢ xetv  dans le cas (5.2)
Xe¥2  dans le cas (5.3) .

Nous allons & présent caractériser le probleme vérifié par la limite 63 du
controle optimal et montrer qu’en fait cette limite est aussi un controle optimal
associé a un probleme et a une fonction cott que 'on explicitera par la suite.

Pour cela on suit la démarche de [4] ou [8], on définit les ensembles U,q C L%(Q)

par
(5.6) Upa = L)

(5.7) U = {0€ LX) 0> xoto pp dans O}

(5.8) Una = {0 € L*(Q) | xot1 <0 < xov2 pp dans 2}

correspondant respectivement aux cas (5.1), (5.2) et (5.3).

Lemme 5.1. Dans chacun des trois cas (5.1)—(5.3), on a que le contréle
optimal 0} vérifie (par extraction de sous-suites): il existe 0 € Uyq (défini par
(5.6)—(5.8)) tel que

(5.9) 0r — 05 dans L*(Q) faible .

Démonstration: Dans chacun des trois cas numérés dans (5.5), la norme
|ue|lv. de la solution u. € V. de I’équation d’état (3.1) ou 'on a remplacé . par
O¢, est borné indépendamment de € et comme B, € M(S,, Bar), il en découle que
J:-(©) est uniformément bornée Par conséquent en utilisant l'inégalité (5.4), on
a §§ est une suite bornée dans L?(£2) et donc il existe une sous-suite qui converge
faiblement vers 6§ dans L?(Q) faible.
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D’apres la définition de U,q, il est clair que si 0 €EU,q alors %0 cUsy. Comme

0 — 0% dans L2(Q) faible, on a § € Uyq. Ceci termine la démonstration. u

Enoncons le théoréme suivant qui nous donne un résultat de convergence du
controle optimal

Théoréme 5.2. Pour 6 € U,q fixé, on considére u € H}(Q) solution de
(3.21). Soit Jy la fonction cout définie par

1 N [ 62
(5.10) Jo(0) = = /Bﬁ Vu.Vu dxr + 7/ — dx .

2 Ja 2 Ja xo
Alors 0} satisfait la condition d’optimalité

(5.11) 05 €Usq et Jo(65) = emin Jo(6) .

EUq

De plus, on a

(5.12) lim . (02) = Jo(05)
£—

Démonstration:
Premiere étape

D’apres le Lemme 5.1, on a 6j € Uyq. Soit u} 'état optimal associé au
contrdle optimal (solution du probleme (1.2) avec 6. = 6% dans le membre de
droite de I’équation d’état). En utilisant le fait que ||@E||L2(QE) est bornée, on
a ||VP:uZ|[12(q) est bornée et donc par l'inégalité de Poincaré ||P.uz[z2(q) est
bornée. Par conséquent || P-uZ||f1(q) est bornée , il en résulte (par extraction de
sous-suites)

(5.13) P.uf —u* dans Hg(Q) faible ,

ol u* est solution de (3.21) avec 6 = 6§ dans le membre de droite de 1’équation
d’état.
Deuxiéme étape

Soit w. € HE () solution du probleme (1.2) avec X2 9 comme controle
X0
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(0 € Upq), cest a dire:

—div(A.Vuw.) = f+ X0 dans Q.
X0
we=10 sur 0f2

we = constante sur 0T

ANVw:.ng :/ fdx .
T:

(5.14)

0T:

Comme %9 — ¢ dans L?(Q) faible, on a
0

(5.15) Pow. —w dans H(Q) faible .

ou w est solution de
—div(4pVw) = f+6 dans Q
(5.16)

w=70 sur Of)
(voir Théoreme 3.2).

Troisieme étape

Donnons a présent un résultat de convergence de I’énergie.

Soit g. € V; solution du probleme

div(*A.Vg. — B:Vw:) = 0 dans €.
qg-=0 sur 02
(5.17) q- = constante sur J7;

/ (*A.Vq. — B.Vw.).n. ds = 0 .

oT:

Alors (d’apres le Théoreme 3.2)

(5.18) (Pewe, Pege) = (w,q)  dans (Hy(92))? faible ,

ou (w, q) est solution de

—div(*AgVq — B*Vw) = 0 dans
(5.19)

q=20 sur 0f) .
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Comme,

B-Vw. Vw, dx = /tAEan Nw, dx —/ (*A.Vq. — B-Vw.).n.w. d
Qe B Qe

(5.20) = / Ve . (AcVw,) dx —/ (*A.Vq. — B-Vw.) .n.w- ds
Q. o0
+ welor /a:r (*A.Vq. — B-Vw.) .n. ds ,

et we = 0 sur 0N et / ("/AquE — B.Vw;).n: ds = 0. Par conséquent en intégrant
T

par parties, on obtient

B.Vw.. Vw, dx :/ Vge.(A:Vw,) dz
Qe

dlv(A Vwe) ¢ dx +/ (AcVwe).ngq. ds

(5.21)
—/ f + qE dr + /EKZ(zﬁlngs).nsqE ds
+ q€|3TE/ A NVwzn. ds .
oT:
Comme ¢g. = 0 sur 092 et A NVw.n.ds= | fdx, ona
oT: e
B.Vw: Vw, dx = —/ (f+ £9> g dxr + q€|aT€/ fdx
(5.22) Qe Qe X0 T

—/Q(f—l-%e)qu:c.

Le membre de droite de 1’égalité ci-dessus passe a la limite, par conséquent le
membre de gauche admet la méme limite. Il en résulte,

(5.23) lim [ B.Vw..Vw dz = / (f+0)qdx.
e—0 Qe Q

Or par les résultats d’homogénéisation établis en (5.16) et les conditions nulles
sur le bord de €2 de ¢ et de w, on a

/(f+9)qu = —/ div(AgVw) q dz
Q Q
—/ w div(*4oVq) dx
(5.24) 0
—/ w div(B* Vw) dzx
Q

:/BﬁVw.Vw dzr .
Q
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Finalement en comparant (5.23) et (5.24), on a

(5.25) B.Vw. Vw, dr — / B*Vuw .Vuw dz .
Qe Q

Et comme X5¢ — ¢ dans L%(Q) faible, et x2 = x. dans ©, on a
X0

L0\ 02
(5.26) / (X ) dr — [ L ax.
Q: \ X0 Q Xo

Par conséquent, en utilisant (5.25) et (5.26), on obtient

(5.27) JE(X;f) — Jo(6) .

De la méme maniere, en prenant 6. = 6% dans (3.1), on a

(5.28) / B Vui.Vul de — /Bti Vu*.Vu* dz .
Qe Q

Quatrieme étape

En passant a la limite dans 'inégalité

0
(5.29) V0 € Ung JE<>§<O ) > J.(67)

et en utilisant le Lemme 5.1, on obtient

1 N
(5.30) Jo(0) > 3 /QBti Vu*.Vu* dz + limsup - (0%)% da .

e—0 Qe
En prenant en particulier § = 8* dans I'inégalité ci-dessus, on a
. > (65)*
(5.31) lim Sup/ (0X) dx < / ~— dx
e—0 Qe Q Xo

Enongons le résultat suivant démontré dans [4]:

Proposition 5.3 (Kesavan et Saint Jean Paulin). Soit 1 <p < oo. Soit
0 — 6y dans LP(QY) faible. Alors

(5.32) liminf [ (6.)P do > / G
' =0 Jo. ~ Ja xoP!



UN PROBLEME DE TORSION ELASTIQUE 73

On déduit de la proposition 5.3 et du lemme 5.1 que

L 2 (%5)°
(5.33) liminf [ (02)dx 2/ — dz
e—0 Q. Q  Xo

Par conséquent

: 2 (9%)°
(5.34) lim [ (6%)*dx :/ dz .
=0 Ja. Q Xo

On en déduit (5.12). De (5.30) et (5.34), on obtient (5.11). Ceci acheve la
démonstration. u

6 — Cas unidimensionnel

Nous allons a présent étudier le cas n = 1. Dans ce cas, il n’est plus ques-
tion de torsion élastique vu que cela n’a plus de sens. En fait, on va se placer
dans le cadre mathématique de la torsion (mémes équations) pour appliquer les
résultats obtenus. On va donc utiliser les équations données par (1.2). Dans R,
ces équations modélisent un probleme en électrostatique:

On considere un certain nombre de conducteurs répartis dans une région
donnée de R. On s’intéresse au controle optimal d’un probleme ou la solution
correspond au potentiel électrostatique a ’extérieur des conducteurs induit par
une densité de charge volumique donnée.

Soit = Ja, b un ouvert borné de R. On suppose que les conducteurs sont
répartis périodiquement (de période €Y') ou Y = ]0, 1] est la cellule de base.

Soit T'= [¢,d] (avec 0 < ¢ < d < 1), la partie de la cellule de base Y corres-
pondant aux conducteurs et on définit Y* par Y* = Y\T' la partie de Y non
conductrice.

Soit ¢!, d définit par L = e(c+1i) et d’ = e(d + i) avec i € Z. On définit T.
I’ensemble des conducteurs par T, = U [c! dl]} N ]a,b[ et on pose .= O\T-.

gr e
€7
Le bord de T} est donné par 07, = { U {cé,dé}} N Ja,bl.
1EL

On se donne une distribution de charge de densité volumique - ( f+ ée) =

4
f+0..
Alors le potentiel éléctrostatique u., induit par cette distribution de charge
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est solution de

d du
—%( c d;) =f+0: dans €.
ue(cl) = ue(di) VieZ

(6.1)

ou ags(r) = a(z/e).
Enoncons un résultat de convergence:

Théoréme 6.1. Soit f € L2(Q) et 0. € L2(9Q.) tel que 6. est bornée dans
L3(Q). Soit a.(w) = a(z/e) et bo(x) =b(x/e) tels que 0 < ayy < ac < ayy et
0 < B < b < Br. Soit ue et p., solutions du probléme

—% (as (?;) =f+0 dans 2.
C;i(% % —be (Z;E> =0 dans Q.

0 | (et e ) = (o e =t ) iz
<as Cs;f) () = <as LZ;&) (d2) VieZ
ue(ch) = ue(dl),  pe(ct) = pe(dL) VieZ
ue(a) = us(b) = pe(a) = pe(b) =0 .

Alors il existe ag et b* et des fonctions 6 € L?(Q), u, p € HY () tels que
(par extraction de sous-suites)

6. —~ 0 dans L2(Q) faible
(6.3) P.ue —u  dans H}(Q) faible
(Q) faible ,

P.p. — v dans H&

ou P. est I'opérateur de prolongement défini au Lemme 2.1.
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Le couple (u,p) est solution de

d du
- (ao d:c) = f+46 dans (a,b)
d d du
(6.4) _( dp _ u_) _
e Gl b o 0 dans (a,b)

u(a) = u(b) = p(a) = p(b) = 0.

ol ag est le coefficient homogénéisé donnée par (6.16) et b* est un scalaire dont
Dexpression est donnée par (6.26).

Démonstration: Ce théoréme est un cas particulier du Théoreme 3.2.
Il n’y a donc rien a montrer. Mais nous allons par contre donner les expres-
sions de ag et de b de maniere explicite.

i) Expression de ag

D’apres (3.22), le coefficient ag est donné par

(6.5) a = % / (et j—j@)) dy .

Les coefficients ne dépendent pas de 'opérateur de prolongement ). En effet
d’apres la théorie classique de I’homogénéisation, cette opérateur disparait lorsque
que l'on passe a ’écriture sous forme symétrique des coefficients homogénéisés
(voir Cioranescu & Saint Jean Paulin [2]), Pexpression (6.5) devient

1 dw dw

6.6 ag = — a —_— —_
(6.6) 0 |Y|Y*ydyy)dy

(y) dy

ou la fonction w vérifie

dy dy
o ) ()
w(c) = w(d)

(w—1y) Y-périodique .

Intégrons le probleme ci-dessus, la premiere équation de (6.7) nous donne

dw B kT sur (0,¢)
(6:8) <a dy)(y) B {k‘ sur (d,1),
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d d

avec kT et k= des constantes. Or (a d—z)(c) = (a d_:j> (d) donc kT =k~ =k.

On obtient par intégration
(6:9) W) = kF() {K+ (0

: wly) = y)+
K- sur (d,1),
ou F' est une primitive de —, i.e.:
a(y)
dF 1

6.10 —_—.
(6:10) Y=

Maintenant, comme (w — y) est Y-périodique, on a
(6.11) w0)=w(l)—-1.

En utilisant (6.11) dans (6.9), on obtient d’une part la relation

1
6.12 Kt—K =k(F1)-F(0))-1=k. —) -1
(6.12) (F(1) - F(0)) my (=) 1.
ou my(h |Y|/h )dy = /h(y dy.

D’autre part, puisque w(c) = w(d), on aboutit &

1
1 Kt —K =k(Fd)-F =k.|T -
(6.13) (F(d) = F(e)) = k. [TImr(~) .

d
ot mr(h) = 7 [ hiw)dy

Par conséquent, en utilisant (6.12) et (6.13), on obtient
1
T 1y
my(3) = [T[.mz(3)

or apres un calcul élémentaire, on a

(6.14) k=

1
YV*.my(3)

ot iy () = e ([ )y + hy)dy).

En exprimant (6.6) a l’aide de k, on obtient

(6.15) k=

k2 1
6.16 ag = — — dy
(6.16) "= W Sy atw)
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Finalement, en utilisant (6.15) dans l’expression précédente, on aboutit a

1
6.17 agy = ———— .
(6.17) O Y omye ()
ii) Expression de b
On a d’apres (3.52)
1 i dw
P — - _ -
(618) ¢ = 7 (e G- ) i

En utilisant la forme symétrique de b* donnée par (4.11), on a
(6.19)
1 d(=Y+y) d(=Y+y) dix—=Y) d(x-Y)
o= { / b dy + [ b dy| |
v LWV gy o WL T ay

ou a = —Y 4y satisfait

—Z/(b(y) da) =0 dans Y*

(6.20) <b 23) (c)
a(c) = a(d)

Il
/N
[SHESE
‘Q‘Q
N———
—
&

(a —y) Y-périodique .

Le probleme (6.20) est du méme type que (6.7). Par conséquent les mémes calculs
d’intégration vont étre menés pour déterminer o. On va donc obtenir pour la
premiere intégrale du membre de droite de (6.19)

A=Y +y) d(—Y+y) Y] my-(3)
b(y) dy =
(6.21) v W 4 (my () = [T/ mr())’
1
S my(3)

Concernant la deuxieéme intégrale du membre de droite de (6.19), comme
w=-x+y et a=-Y +y, alors x — Y =a—w ou w est solution de (6.7) et
a est solution de (6.20). Ceci implique que

dx-Y) _ da dw
dy dy dy
K k

by) aly)’

(6.22)
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ou k est donné par (6.14) et k' par

1

(6.23) JEE . ——
Y*[.m3 ()

On obtient donc pour la deuxieme intégrale,

dx-Y)dx-Y)
Y*b(y) a0 &y

(6.24) _ /*b(y)(blé;)— a(ky)>2dy

dy =

= V| (K2 my- (1/b) + K2 my+ (b/a?) = 2k K'my-(1/a)) .

En utilisant les définitions (6.14) et (6.23) de k et de &/, I'expression précédente
devient

d(x—Y) d(x - Y) YA my-(b/a®) 1
I . " Byl mp ) TG

Finalement, en combinant (6.21) et (6.25), on aboutit a

1 my«(b/a?)
Y* - miy ()2

(6.26) b

Remarque 6.2. Kesavan et Saint Jean Paulin ont trouvé un résultat ana-
logue & (6.26) dans les domaines non-perforés (voir [3]). o
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