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LA RELATION ENTRE B, (A, F) ET A4(A, F)
POUR LES FONCTIONS Q-QUASI-CONFORMES

Abstract. In this paper, we study more general characteristics thanvéfues
of B(a, F) and A(a, F). That means what is calleg-deficiency in the sense
of G. Valiron andx-value of deviation in the sense of V.P. Petrenkd®fjuasi-
conformal functions.

Résune. Dans cet article on étudie des caractéristiques pluérgées que celles
des valeurg(a, F) et A(a, F). C'est a dire ce qu'on appelte-défaut au sens de
G. Valiron eta-valeur de déviation au sens de V.P. Petrenko pour lesitorsct
Q-quasi-conformes.

1. Position du probleme

La relation entre la valeur de déviation au sens de V.PeRkdret la valeur du défaut au
sens de G. Valiron pour les fonctions méromorpheQeajuasi-conformes a été étudiée dans
plusieurs travaux ([1, 2]).

Donnons quelques résultats dans ce sens.

Soit f une fonction méromorphe. La valeur de déviation au sensRidPetrenko est définie
par la relation

o La )
(1) B, f) = rIILnJIrr(])]; o
telle que
1
2 L(r,a, f) = maxint ———— | L(r, 00, f) = maxInT |f(2)],
@ aer T @ —al paxinT 1t @

etT (r, f) lafonction caractéristique de R. Nevanlinnafdeéfinie par la relation

1o io
3) T(r,f):Z/o N(r,e ,f)d9+d(f),

oud( f) est une constante qui ne dépend pas de

' fy_ f
) N(r,a,f):/ nea, )t”(o’a* ) dt+n@.a. f)nr.
0

avecn(t, a, f) désigne le nombre de solutions de I'equatibfz) = a dans le disquéz| < t.
Chacun des zéros étant compté avec son ordre de mutéplia valeur du défaut au sens de
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G. Valiron est définie par la relation

. m(r, a, f)
5 A, f) =limsup————,
( ) ( ) I’~>+<XE) T(r; f)
telle que

2

m(, a, f) = Zi/ ln+W2‘5)a\d9’
T JO -

(6)

m(r, oo, f) = %/Ozn In+’f (rem)’ do,

etT(r, f) lafonction caractéristique de R. Nevanlinnafde

THEOREME 1 ([1], P. 47). Soit f une fonction méromorphe pourzoo, d’ordre inférieur
fini A. Alors pour tout ac C

(7) B(@, f) < B, A, 1)),
avec
TAJAR — D), sii>050uir <05etA <1-—cosim
B A =1 1, (ActgnA +tg ”—2’\) sii <05etA > 1— cosam

Soit F une fonctionQ-quasi-conform&. La valeur de déviation au sens de V.P. Petrenko
est définie par la relation

. L(r,a F)
(8) B@, F)= r“Ln-:-r;L W )
telle que
1
9 L(r,a, F) = maxlnT ——— | L(r, 00, F) = maxint |F(2),
9) ( ) s Fo—a ( ) max [F(@)|

et T (r, F) la fonction caractéristique de R. NevanlinnaFlééfinie par la relation

1= i
(10) T, F)= E/o N(r,e ,F) do,
avec
r
11) NG, a, F)=/ Mdt,
1

etn(t, a, F) désigne le nombre de solutions de I'équatie(z) = a dans le disquéz| < t.
Chacun des zéros étant compté avec son ordre de miitépli@ valeur du défaut au sens de
G. Valiron est définie par la relation

. m(r,a, F)
12 A(a, F) =limsup—————=
(12) @ = I e F)

i

*C’est a dire la fonctiorF(z) = ®(x(2)), telle que® (w) une fonction méromorphe pour # oo et
w = x(2) une transformatior-quasi-conforme X (0) = 0, x (c0) = 00).
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telle que

m(raF)—i/‘Zﬂanr;dO
T 2n Jo |F (rei?) —a|]

(13) o
Int ’F (reie)‘de,

1
m(r, o0, F) = Z/o

et T(r, F) la fonction caractéristique de R. Nevanlinnafde

THEOREME 2 ([2]). Soit F une fonction Q-quasi-conforme pouszoo, d’ordre inférieur
fini A. Alors pour tout ac C

(14) B(a, F) < C(Q, VA F),

avec QQ, 1) une constante positive qui dépend uniqguement de)XQ et

Il est connu ([3]) que pour les fonctions méromorphes efdastions Q-quasi-conformes
d’ordre inférieur infini les relations (7) et (14) n'ont pds sens.

Dans la théorie de la distribution des valeurs, I'étude fiBctions Q-quasi-conformes
nécessite I'étude de caractéristiques plus geregle celles des valeugsa, F), A(a, F) et
8(a, F). C'est a dire ce qu’'on appelte-défaut etv-valeur de déviation ([4, p. 78]). Sdit une
fonction Q-quasi-conforme. Posons pour tayt0 < o < 1

Ag(@, F) = limsu ma, a, F)
o B r»+o§ Ter, F)
fu@F) = liminf 202 F)

r—+oo To(r,F) ’
oulL(r,a, F), T(r, F) etm(r, a, F) sont déja définis en (9), (10) et (13).
2. Resultat Principal

Le résultat essentiel de cet article est

THEOREME 3. Si F est une fonction Q-quasi-conforme pougzo, d'ordre inférieur fini
A, alors pour touty, 0 < y < lettoutae C

(15) Py @ F) =CQ. 1A/ @F),
ou C(Q, 1) est une constante positive qui dépend uniquement dexQ et

Ce résultat généralise le théoréme 2 qu’on retrouve pe= 1, de plus, il est une extension
du theéoreme 1 de V.P. Petrenko aux foncti@rsjuasi-conformes.

3. Notions et lemmes peliminaires

Soit x (2) une transformatioi®-quasi-conforme du planau planw telle que

(16) x©0) =0, x(D=1, x(c0) =00,
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etz = x ~L(w) la transformation réciproque. Posons<{ 0, p > 0)

pr) = ‘rggr(lx(Z)l, pr) = lrzr‘ﬂ:r; x@I,
R(p) = max [ ()] R(p) = min | ()l
w(Q) =sup{ sup @} i
() | o<r<oo (1)
telle que{x } la famille des transformatior@-quasi-conformes qui vérifie la relation (16). Soient
X = pre®® = pe,
Do.r = {z: largzl <6, |2l <R, 0 <6 < %, R> Ro} :
x(Po.r) = Djg-

LEMME 1 ([4], LEMME 2.3). Pour tout r fixé tel que €1 + sing) < R le domaine B ¢
contient le disque fermé '

(17) hory = {w : ‘w — pr)e®®| < pr)e "QsinRg = v(r,e)} .

LEMME 2 ([5], P. 70). Soit x (2) une transformation Q-quasi-conforme du disque=K
{z:|z] <1} audisque{w : |w| < 1}, telle quey (0) = O et soient

KicC K, K} = x(Ky).
AKy) = [[, Tdg.  A(Ky) < 0.
Alors
1
(18) 6A(K1) < A(K]) < QA(Ky).

COROLLAIRE 1. Soient les conditions du Lemme 2 vérifiees et

do (In x (2) |z

2
W = M [J(x @) .

@)=

Alors il existe K, tel queA(K1) = 0, et pour z¢ K4 on al'inégalite|J(2)| < Q.
Démonstration. Soit I'ensemble
Ki={z:0<lz21=1, J@I|>Q}.

Il est évident que I'ensemblk 1 est ouvert card est continue dank4. Soit A(K;7) > 0. On
peut supposen (K1) < oo car dans le cas contraire, on peut prendre une partie dgii vérifie
cette relation. Nous avons

d d
A (K3) =// @4y = f/ 1321 L dy > QA(KY)
K P Ky r

ce qui contredit le Lemme 2. O

Tw(Q) < & ([5))
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LeEmMME 3 ([6]). Soit F une fonction Q-quasi-conforme. Alors pour tou% <t<let
tout a

(19) ntR,a, F) < cQ T (1 ) + cQ

——55T1|=-RF — -
1-1)Q+l " \ ¢ 1-1)Q
ou n(r, a, F) est déja défini en (11).

LEMME 4 ([4], § 4 (4.3)). Soit

rY 4 d)Y
ry —dpy

1

B(r,y,d)=1In ‘ + InQ+1

rY 4 d)Y
ry —dpy|’

tel que y= 35,0 < 6 < Z (d'ou y > 2). Alors

k
(20) /R Rr} [In

LEMME 5. Pour tout k fixé, k> 1 et pour toutr> 0, on a

rY 4+ dpY
ry —dpy

1
InQ+1

ry +dYy c
—_— dl’f—.
ry —[d)y y

r, k>

>
(21) R{kp(r)) =

( = ) w?(Q)
Démonstration.Soitk > 1. Pourr, 0 <r < 400, 0n a

R(ke) = R(pM) -

Soit D le domaine doublement connexe dans le plamyant pour frontiereg —1 (ap(r)) et
1 (Olkp(r)) tel quexr, = {w : lw| = p} et on désigne pavl(D) le module deD. En utilisant
linegalite w(Q) < €”Q, on obtient

R(ko(r)
LInkg M(D)gilng—iln(

21Q 20 R(pm) 20 \R(ke) R(pm) ﬁ(g_(m)
<o (w(Q)w(Q)_ka(r)) ) = hn (wZ(Q)_ka(r))) ,
d’ot .
R (ko) = WQQ)V

4. Démonstration du Theoreme 3

Considérons le cas ou pour le nombre complexe darihéxistes, 0 < § < 1, tel que

(22) 0< As(@ F) < o0,
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alors pour tout/,0 < ¥ < §,0na
Ay(a, F) = +o0
d’'ou la relation (15) se vérifie trivialement.
Choisissons n’importe quel, § < y < 1. Dans ce cas et d'apres (22)
0<Ay@ F) <+,
d’ou pour toute > 0,3tg(a, ¢) > 1 tel quevt > tp(a, &)
(23) mt,a, F) < (Ay@ F)+&) TV (t, F) = u(y,a,&)TY (t, F).
Pour toutv, 0 < v < v(r, 8) (voir Lemme 1) et fixé nous avons l'inégalité ([4], p. 83)

2 1

1
24) L(r,a, F) < — Int : :
o LraF =5 [T PYCCEar L

dy+C(Q Y, B y.do,
|dk|<r (1+sinB)

ou lesdy sont les solutions de I'equatidfi(z) = ®(x(z)) = a. En intégrant I'inégalité (24) par
rapport av, entre les limites = LZ’Q) < v < v = v(r, ), on obtient

1 2 27 1 dv
In2L(r,a, F) <— Int : : —d
(25) oo S /vl /0 @ (pd% +va7) —a] v "
+C(@QIn2 > B.y.do.
|dk|<r (14-sin6)
Soit
(26) Dz{w:vlzgflw pei9°’§v2=v(r,9)}chu,

ou hy est défini dans (17). En utilisant les définitionsRleo on obtient

r sind

(27) D*=X*1(D)cD**={B(£( >>§|z—r|§rsin9,z=r+tei“’}.

Par conséquent, pour = pei9° + vel ¥, des relations (25) (26) et (27), on obtient

Ler.a F c B(r.y.d
r.a, )_Zﬂan// |<1>(w) | v+ (?d)km%smg)(ry %

27t|n2// |<I>(w)—a| do(In (w - pé™))

+C(Q ). B@.y.
|dk|<r (1+sin6)
(28) 1 // Int #U(zﬂ do (Inz=r))
21 In2 D* [F(2) — a|
+C(Q ). B@.y.d
|dk|<r (1+sinB)
L // Int ;|J(z)|da(ln(z—r))

+C(Q ). Bry.d,
|dk|<r (1+sinB)
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et du Corollaire 1 et (28), por=r + tel?, on aura

Q r sind 2 n 1 dt
L F | - == -
r.a, )_2 In2/< (rSIznt?))/(‘) : |F (r +té¢) —al t de

+C(Q Y. Bry.d
|dk|<r (1+sin6)

Q fren - 1 |ddn@z-n)| dt
271In2/<<rs.2n9)) |:/(‘) In F@—al 1dino)| |d(In 2)| T

+C(Q Y. By d
|dk|<r (1+sinb)

Q r sind /-27'[ . 1 1z| dt
I dd —
“27In2 ( (rSIZne))|: 0 : |F(z)—a|| (nz)||z_r| t

+C(Q Y. Bry.d
|dk|<r (1+sind)

(29)

<2 rsme. m(|zl, a, F)( )dH—C(Q) > By do
In2 ( (rSIZnQ)) |dk|<r (1+sinB)

s—/rsme. me+ra B dic@ Y B y.do.
In2 B<£<%)) |dk|<r (1+sinB)

Des relations (23) et (29), on obtient

ing
/Br(jz's'z’”’)) m(t+r,a, F)(t+r)dt
< (Ay(@ F)+e) /rsm?smg TVLZ“F)“H)O“
(30) R(p("4)) ¢
r sin@ (t+r)
<(Ay@ F)+¢) TV (r(1+sing), F)/ rsmg)) t—zdt
= pu(y,a,&)T7 (r (14 sing), F)/rsme (thr)dt,
r5|2n9)) t
pour touts > 0,t > tg(e), et du Lemme 5, nous aurons
rsin6 (t+r) r sind [ 1}f5in9
dt=1 ; _1
oz B(e(%))‘“ Ha(o(2))
(31) In r sing N r 1
R(e()| (%)

2
2 w(Q) 1
=In (2w (Q)) +2 sing sind CQy.
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ou y est déja défini en Lemme 4.
Donc de (29), (30) et (31), on aura

(32) L(r,a, F) <C(Qu(y,a e)T"(r(1+sind), F)y + C(Q) Z B(r,y, dp) .
|dk|<r (1+sin6)

A l'aide du Lemme 4 et la relation (32), on obtient pour tqut- 2 (voir Lemme 4) ek > 1

fixés

kR
/ wdr <C(Q)Inku(y,a, )TV (2kR, F)y
R

le
33) +c@f F Y Be.y.dodr
RO T dg<r (L+sing)

<C(Q)Inku(y,a, &)TY (kR F)y + n(2kR, a, F),

CQ
y

et en utilisant le Lemme 3 et la relation (33), on obtient

/ER L(r,a, F)
R r

dr < C(Q)u(y,a &)T” (2eR F)y + @T (2e3R, F)

(34) T (26°R F)

=c© {w, a.oT” (2R F)y+ ——
telle que

S 1

(u(y.a.e))2

y: w4
T2 (2&RF) (2e3R,1F)7 siD<y <1

(n(y,a,e))2
et par suite de la relation (34), on obtient

eR

(35) / Mdr < CQ)(u(y,a )3T (2e3R, F) —o(R y,a).
R

Soit

(36) B(R)={r e[R,eR : L(r,a,F) >es(R, y,a)}.

Des relations (35) et (36), on trouve
L F d R
o(R, y,a)z/ Mdrzea(R,y,a) —rzmmesB(R).
B(R) r B(R) T R

Donc meB(R) < R et par suite meéSB(R) > (e— 2)R.
En choisissant n'importe quele CB(R), de (36), on déduit

(37) L(r,a,F) <es(R,y,a).
CommeF admet un ordre inférieur fini, alors il existe une suit®, — +o0, telle que

(38) T (CRn, F) < (1T (Ry, F) .
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Ainsi des relations (35) , (37) et (38), on obtient

1
,BHTy(a, F) < C(Q. M(u(y.a )2 = C(Q. %) (Ay@ F) +¢)2

Etant donné que > 0 est arbitraire, alors on trouve la relation (15). Pour teanla demonstra-
tion du Théoréme 3, il reste a étudier le cas ou la refefP2) n'est pas vérifieée pour n'importe
quel 8, 0 < & < 1. Dans ce cas nous avons deux possibilités. Premieremeunt touty,

0 <y <1, Ay F) = 0. Dans ce cas on répéte la méme démonstration préetdeec
u(y,a, &) = e. Deuxiemement, pour toyt, 0 < y < 1, Ay(a, F) = 4o0. Dans ce cas la
relation (15) est triviale. Ceci achéeve la démonstratioThéoreme 3.

Réferences

[1] PETRENKO V.P., The growth of meromorphic function¥ishcha Shkola, Kharkov 1978,
136.

[2] BELAIDI B., DERKATCH V.S., Sur la structure de I'ensembi®, (F) pour les fonctions
Q-quasi-conformesviniti 1990, N° 1856-B90.

[3] PETRENKOV.P.,The study of the structure of the set of positive deviatiémsesomorphic
functions Part I, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Mate836 (1969), 1330-1348.

[4] PETRENKOV.P.,The growth of Q-pseudomeromorphic functioBibirsk. Matem. Zh151
(1974), 78-89.

[5] MoRI A., On quasi-conformality and pseudo-analyticifjrans. Amer. Math. Sod4 1
(1957), 56-77.

[6] DERKATCH V.S., PETRENKO V.P., The relation betweers,(a, F) et Ay(a, ®) of Q-
pseudoméromorphic functignigkr. Math. J.303 (1978), 357-362.

AMS Subiject Classification : 30D35, 30D60.

Benharrat BELADI

Département de Mathématiques

Ecole Normale Supérieure en Sciences Fondamentales dagdogm
B. P 227 Mostaganem-Algérie

Lavoro pervenuto in redazione il 5.5.1998.



90

B. Belaidi



