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B. Beläıdi

LA RELATION ENTRE βα(A, F) ET 1α(A, F)

POUR LES FONCTIONS Q-QUASI-CONFORMES

Abstract. In this paper, we study more general characteristics than the values
of β(a, F) and1(a, F). That means what is calledα-deficiency in the sense
of G. Valiron andα-value of deviation in the sense of V.P. Petrenko ofQ-quasi-
conformal functions.

Résuḿe. Dans cet article on étudie des caractéristiques plus générales que celles
des valeursβ(a, F) et1(a, F). C’est à dire ce qu’on appelleα-défaut au sens de
G. Valiron etα-valeur de déviation au sens de V.P. Petrenko pour les fonctions
Q-quasi-conformes.

1. Position du problème

La relation entre la valeur de déviation au sens de V.P. Petrenko et la valeur du défaut au
sens de G. Valiron pour les fonctions méromorphes etQ-quasi-conformes a été étudiée dans
plusieurs travaux ([1, 2]).

Donnons quelques résultats dans ce sens.

Soit f une fonction méromorphe. La valeur de déviation au sens deV.P. Petrenko est définie
par la relation

β(a, f ) = lim inf
r→+∞

L(r,a, f )

T(r, f )
,(1)

telle que

L(r,a, f ) = max
|z|=r

ln+ 1

| f (z)− a|
, L(r,∞, f ) = max

|z|=r
ln+ | f (z)| ,(2)

et T(r, f ) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna def définie par la relation

T(r, f ) =
1

2π

∫ 2π

0
N

(

r,eiθ , f
)

dθ + d( f ) ,(3)

où d( f ) est une constante qui ne dépend pas der et

N(r, a, f ) =
∫ r

0

n(t,a, f )− n(0,a, f )

t
dt + n(0,a, f ) ln r ,(4)

avecn(t,a, f ) désigne le nombre de solutions de l’équationf (z) = a dans le disque|z| ≤ t .
Chacun des zéros étant compté avec son ordre de multiplicité. La valeur du défaut au sens de
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G. Valiron est définie par la relation

1(a, f ) = lim sup
r→+∞

m(r,a, f )

T(r, f )
,(5)

telle que

m(r,a, f ) =
1

2π

∫ 2π

0
ln+ 1

∣

∣ f
(

reiθ
)

− a
∣

∣

dθ ,

m(r,∞, f ) =
1

2π

∫ 2π

0
ln+

∣

∣

∣
f
(

reiθ
)∣

∣

∣
dθ ,

(6)

et T(r, f ) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna def .

THÉORÈME 1 ([1], P. 47). Soit f une fonction méromorphe pour z6= ∞, d’ordre inférieur
fini λ. Alors pour tout a∈

�

β(a, f ) ≤ B(λ,1(a, f )) ,(7)

avec

B(λ,1) =

{

πλ
√
1(2 −1), si λ ≥ 0.5 ouλ < 0.5 et1 ≤ 1 − cosλπ

πλ
(

1ctgπλ+ tg πλ2

)

, si λ < 0.5 et1 > 1 − cosλπ

Soit F une fonctionQ-quasi-conforme∗ . La valeur de déviation au sens de V.P. Petrenko
est définie par la relation

β(a, F) = lim inf
r→+∞

L(r,a, F)

T(r, F)
,(8)

telle que

L(r,a, F) = max
|z|=r

ln+ 1

|F(z) − a|
, L(r,∞, F) = max

|z|=r
ln+ |F(z)| ,(9)

et T(r, F) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna deF définie par la relation

T(r, F) =
1

2π

∫ 2π

0
N

(

r,eiθ , F
)

dθ ,(10)

avec

N(r, a, F) =
∫ r

1

n(t,a, F)

t
dt ,(11)

et n(t,a, F) désigne le nombre de solutions de l’équationF(z) = a dans le disque|z| ≤ t .
Chacun des zéros étant compté avec son ordre de multiplicité. La valeur du défaut au sens de
G. Valiron est définie par la relation

1(a, F) = lim sup
r→+∞

m(r,a, F)

T(r, F)
,(12)

∗C’est à dire la fonctionF(z) = 8(χ(z)), telle que8(w) une fonction méromorphe pourw 6= ∞ et
w = χ(z) une transformationQ-quasi-conforme (χ(0) = 0, χ(∞) = ∞).
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telle que

m(r,a, F) =
1

2π

∫ 2π

0
ln+ 1

∣

∣F
(

reiθ
)

− a
∣

∣

dθ ,

m(r,∞, F) =
1

2π

∫ 2π

0
ln+

∣

∣

∣
F

(

reiθ
)∣

∣

∣
dθ ,

(13)

et T(r, F) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna deF .

THÉORÈME 2 ([2]). Soit F une fonction Q-quasi-conforme pour z6= ∞, d’ordre inférieur
fini λ. Alors pour tout a∈

�

β(a, F) ≤ C(Q, λ)
√

1(a, F) ,(14)

avec C(Q, λ) une constante positive qui dépend uniquement de Q etλ.

Il est connu ([3]) que pour les fonctions méromorphes et lesfonctionsQ-quasi-conformes
d’ordre inférieur infini les relations (7) et (14) n’ont pasde sens.

Dans la théorie de la distribution des valeurs, l’étude des fonctionsQ-quasi-conformes
nécessite l’étude de caractéristiques plus générales que celles des valeursβ(a, F), 1(a, F) et
δ(a, F). C’est à dire ce qu’on appelleα-défaut etα-valeur de déviation ([4, p. 78]). SoitF une
fonction Q-quasi-conforme. Posons pour toutα, 0< α ≤ 1

1α(a, F) = lim sup
r→+∞

m(r,a, F)

Tα(r, F)
,

βα(a, F) = lim inf
r→+∞

L(r,a, F)

Tα(r, F)
,

où L(r,a, F), T(r, F) etm(r, a, F) sont déjà définis en (9), (10) et (13).

2. Résultat Principal

Le résultat essentiel de cet article est

THÉORÈME 3. Si F est une fonction Q-quasi-conforme pour z6= ∞, d’ordre inférieur fini
λ, alors pour toutγ , 0< γ ≤ 1 et tout a∈

�

β 1+γ
2
(a, F) ≤ C(Q, λ)

√

1γ (a, F) ,(15)

où C(Q, λ) est une constante positive qui dépend uniquement de Q etλ.

Ce résultat généralise le théorème 2 qu’on retrouve pour γ = 1, de plus, il est une extension
du théorème 1 de V.P. Petrenko aux fonctionsQ-quasi-conformes.

3. Notions et lemmes pŕeliminaires

Soitχ(z) une transformationQ-quasi-conforme du planz au planw telle que

χ(0) = 0 , χ(1) = 1 , χ(∞) = ∞ ,(16)
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et z = χ−1(w) la transformation réciproque. Posons (r > 0, ρ > 0)

ρ(r ) = max
|z|=r

|χ(z)| , ρ(r ) = min
|z|=r

|χ(z)| ,

R(ρ) = max
|w|=ρ

|χ−1(w)| , R(ρ) = min
|w|=ρ

|χ−1(w)| ,

w(Q) = sup
{χ}

{

sup
0<r<∞

ρ(r )

ρ(r )

}

†,

telle que{χ} la famille des transformationsQ-quasi-conformes qui vérifie la relation (16). Soient

χ(r ) = p(r )eiθ0(r ) = peiθ0 ,

Dθ,R =
{

z : | argz| < θ, |z| < R, 0< θ <
π

4
, R> R0

}

,

χ
(

Dθ,R
)

= D?θ,R .

LEMME 1 ([4], LEMME 2.3). Pour tout r fixé tel que r(1 + sinθ) ≤ R le domaine D?
θ,R

contient le disque fermé

hv(r ) =
{

w :
∣

∣

∣
w − p(r )eiθ0(r )

∣

∣

∣
≤ p(r )e−7Q sinQ θ = v(r, θ)

}

.(17)

LEMME 2 ([5], P. 70). Soit χ(z) une transformation Q-quasi-conforme du disque K=
{z : |z| ≤ 1} au disque{w : |w| ≤ 1}, telle queχ(0) = 0 et soient

K1 ⊂ K , K ?1 = χ(K1) ,

3(K1) =
∫∫

K1
dr
r dϕ , 3(K1) < ∞ .

Alors

1

Q
3(K1) ≤ 3(K ?1) ≤ Q3(K1) .(18)

COROLLAIRE 1. Soient les conditions du Lemme 2 vérifiées et

|J(z)| =
∣

∣

∣

∣

dσ(lnχ(z))

dσ(ln z)

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

z

χ(z)

∣

∣

∣

∣

2
|J(χ(z))| .

Alors il existe K1, tel que3(K1) = 0, et pour z/∈ K1 on a l’inégalité|J(z)| ≤ Q.

Démonstration.Soit l’ensemble

K1 = {z : 0< |z| ≤ 1, |J(z)| > Q} .

Il est évident que l’ensembleK1 est ouvert carJ est continue dansK1. Soit3(K1) > 0. On
peut supposer3(K1) < ∞ car dans le cas contraire, on peut prendre une partie deK1 qui vérifie
cette relation. Nous avons

3
(

K ?1
)

=
∫∫

K ?
1

dρ

ρ
dψ =

∫∫

K1

|J(z)|
dr

r
dϕ > Q3(K1)

ce qui contredit le Lemme 2.

†w(Q) ≤ eπ Q ([5])
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LEMME 3 ([6]). Soit F une fonction Q-quasi-conforme. Alors pour toutτ , 1
e < τ < 1 et

tout a

n(τR,a, F) ≤
C(Q)

(1 − τ)Q+1
T

(

1

τ
R, F

)

+
C(Q)

(1 − τ)Q
,(19)

où n(r,a, F) est déjà défini en (11).

LEMME 4 ([4], § 4 (4.3)). Soit

B(r, y,d) = ln

∣

∣

∣

∣

r y + |d|y

r y − |d|y

∣

∣

∣

∣

+ ln
1

Q+1

∣

∣

∣

∣

r y + |d|y

r y − |d|y

∣

∣

∣

∣

,

tel que y= π
2θ , 0< θ < π

4 (d’où y> 2). Alors

∫ kR

R

1

r

[

ln

∣

∣

∣

∣

r y + |d|y

r y − |d|y

∣

∣

∣

∣

+ ln
1

Q+1

∣

∣

∣

∣

r y + |d|y

r y − |d|y

∣

∣

∣

∣

]

dr ≤
C

y
.(20)

LEMME 5. Pour tout k fixé, k≥ 1 et pour tout r> 0, on a

R
(

kρ(r )
)

≥
k

1
Q

w2(Q)
r , k ≥ 1 .(21)

Démonstration.Soitk ≥ 1. Pourr , 0< r < +∞, on a

R
(

kρ(r )
)

≥ R
(

ρ(r )
)

.

Soit D le domaine doublement connexe dans le planz ayant pour frontièresχ−1
(

αρ(r )

)

et

χ−1
(

αkρ(r )

)

tel queαρ = {w : |w| = ρ} et on désigne parM(D) le module deD. En utilisant

l’inégalitéw(Q) ≤ eπQ, on obtient

1

2πQ
ln k ≤ M(D) ≤

1

2π
ln

R
(

kρ(r )
)

R
(

ρ(r )
) =

1

2π
ln





R
(

kρ(r )
)

R
(

kρ(r )
)

R
(

ρ(r )
)

R
(

ρ(r )
)

R
(

kρ(r )
)

R
(

ρ(r )
)





≤
1

2π
ln



w(Q)w(Q)
R

(

kρ(r )
)

r



 =
1

2π
ln



w2(Q)
R

(

kρ(r )
)

r



 ,

d’où

R
(

kρ(r )
)

≥
k

1
Q

w2(Q)
r .

4. Démonstration du Théorème 3

Considérons le cas où pour le nombre complexe donnéa il existeδ, 0< δ < 1, tel que

0< 1δ(a, F) < ∞ ,(22)
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alors pour toutγ , 0< γ < δ, on a

1γ (a, F) = +∞ ,

d’où la relation (15) se vérifie trivialement.

Choisissons n’importe quelγ , δ ≤ γ ≤ 1. Dans ce cas et d’après (22)

0 ≤ 1γ (a, F) < +∞ ,

d’où pour toutε > 0, ∃ t0(a, ε) > 1 tel que∀t > t0(a, ε)

m(t,a, F) ≤
(

1γ (a, F)+ ε
)

Tγ (t, F) = µ(γ,a, ε)Tγ (t, F) .(23)

Pour toutv, 0< v ≤ v(r, θ) (voir Lemme 1) etr fixé nous avons l’inégalité ([4], p. 83)

L(r,a, F) ≤
1

2π

∫ 2π

0
ln+ 1

∣

∣8
(

peiθ0 + veiψ
)

− a
∣

∣

dψ + C(Q)
∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk) ,(24)

où lesdk sont les solutions de l’équationF(z) = 8(χ(z)) = a. En intégrant l’inégalité (24) par
rapport àv, entre les limitesv1 = v(r,θ)

2 ≤ v ≤ v2 = v(r, θ), on obtient

ln 2L(r,a, F) ≤
1

2π

∫ v2

v1

∫ 2π

0
ln+ 1

∣

∣8
(

peiθ0 + veiψ
)

− a
∣

∣

dv

v
dψ

+ C(Q) ln 2
∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk) .
(25)

Soit

D =
{

w : v1 =
v(r, θ)

2
≤

∣

∣

∣
w − peiθ0

∣

∣

∣
≤ v2 = v(r, θ)

}

⊂ hv ,(26)

où hv est défini dans (17). En utilisant les définitions deR, ρ on obtient

D? = χ−1(D) ⊂ D?? =
{

R

(

ρ

(

r sinθ

2

))

≤ |z − r | ≤ r sinθ, z = r + teiϕ
}

.(27)

Par conséquent, pourw = peiθ0 + veiψ , des relations (25), (26) et (27), on obtient

L(r,a, F) ≤
1

2π ln 2

∫∫

D
ln+ 1

|8(w)− a|
dv

v
dψ + C(Q)

∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk)

=
1

2π ln 2

∫∫

D
ln+ 1

|8(w)− a|
dσ

(

ln
(

w − peiθ0
))

+ C(Q)
∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk)

=
1

2π ln 2

∫∫

D?
ln+ 1

|F(z)− a|
|J(z)| dσ (ln(z − r ))

+ C(Q)
∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk)

≤
1

2π ln 2

∫∫

D??
ln+ 1

|F(z)− a|
|J(z)| dσ (ln(z − r ))

+ C(Q)
∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk) ,

(28)
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et du Corollaire 1 et (28), pourz = r + teiϕ , on aura

L(r,a, F) ≤
Q

2π ln 2

∫ r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

))

∫ 2π

0
ln+ 1

∣

∣F
(

r + teiϕ
)

− a
∣

∣

dt

t
dϕ

+ C(Q)
∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk)

=
Q

2π ln 2

∫ r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

))

[

∫ 2π

0
ln+ 1

|F(z) − a|
|d(ln(z − r ))|

|d(ln z)|
|d(ln z)|

]

dt

t

+ C(Q)
∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk)

=
Q

2π ln 2

∫ r sinθ

R
(

ρ
(

r sinθ
2

))

[

∫ 2π

0
ln+ 1

|F(z) − a|
|d(ln z)|

|z|
|z − r |

]

dt

t

+ C(Q)
∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk)

≤
Q

ln 2

∫ r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

)) m(|z|, a, F)
(t + r )

t2
dt + C(Q)

∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk)

≤
Q

ln 2

∫ r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

)) m(t + r,a, F)
(t + r )

t2
dt + C(Q)

∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk) .

(29)

Des relations (23) et (29), on obtient

∫ r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

)) m(t + r,a, F)
(t + r )

t2
dt

≤
(

1γ (a, F)+ ε
)

∫ r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

))

Tγ (t + r, F)

t2
(t + r )dt

≤
(

1γ (a, F)+ ε
)

Tγ (r (1 + sinθ), F)
∫ r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

))

(t + r )

t2
dt

= µ(γ,a, ε)Tγ (r (1 + sinθ), F)
∫ r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

))

(t + r )

t2
dt ,

(30)

pour toutε > 0, t > t0(ε), et du Lemme 5, nous aurons

∫ r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

))

(t + r )

t2
dt = ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r sinθ

R
(

ρ
(

r sinθ
2

))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ r

[

−
1

t

]r sinθ

R
(

ρ
(

r sinθ
2

))

= ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r sinθ

R
(

ρ

(

r sinθ
2

))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+
r

R
(

ρ

(

r sinθ
2

)) −
1

sinθ

≤ ln
(

2w2(Q)
)

+ 2
w2(Q)

sinθ
−

1

sinθ
≤ C(Q)y ,

(31)
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où y est déjà défini en Lemme 4.
Donc de (29), (30) et (31), on aura

L(r,a, F) ≤ C(Q)µ(γ,a, ε)Tγ (r (1 + sinθ), F)y + C(Q)
∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk) .(32)

A l’aide du Lemme 4 et la relation (32), on obtient pour touty > 2 (voir Lemme 4) etk > 1
fixés

∫ kR

R

L(r,a, F)

r
dr ≤C(Q) ln kµ(γ,a, ε)Tγ (2k R, F)y

+ C(Q)
∫ kR

R

1

r

∑

|dk|≤r (1+sinθ)

B(r, y,dk)dr

≤C(Q) ln kµ(γ,a, ε)Tγ (2k R, F)y +
C(Q)

y
n(2k R,a, F) ,

(33)

et en utilisant le Lemme 3 et la relation (33), on obtient

∫ eR

R

L(r,a, F)

r
dr ≤ C(Q)µ(γ,a, ε)Tγ (2eR, F)y +

C(Q)

y
T

(

2e3R, F
)

≤ C(Q)







µ(γ,a, ε)Tγ
(

2e3R, F
)

y +
T

(

2e3R, F
)

y







,

(34)

telle que

y =















1

(µ(γ,a,ε))
1
2
, si γ = 1

T
1−γ

2
(

2e3R,F
)

(µ(γ,a,ε))
1
2

, si 0< γ < 1

et par suite de la relation (34), on obtient

∫ eR

R

L(r,a, F)

r
dr ≤ C(Q)(µ(γ,a, ε))

1
2 T

1+γ
2

(

2e3R, F
)

= σ(R, γ ,a) .(35)

Soit

B(R) = {r ∈ [R,eR] : L(r,a, F) ≥ eσ(R, γ ,a)} .(36)

Des relations (35) et (36), on trouve

σ(R, γ ,a) ≥
∫

B(R)

L(r,a, F)

r
dr ≥ eσ(R, γ ,a)

∫

B(R)

dr

r
≥
σ(R, γ ,a)

R
mesB(R) .

Donc mesB(R) ≤ R et par suite mesC B(R) ≥ (e− 2)R.
En choisissant n’importe quelr ∈ C B(R), de (36), on déduit

L(r,a, F) ≤ eσ(R, γ ,a) .(37)

CommeF admet un ordre inférieur finiλ, alors il existe une suiteRn → +∞, telle que

T (C Rn, F) ≤ (C)λ+1T (Rn, F) .(38)
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Ainsi des relations (35) , (37) et (38), on obtient

β 1+γ
2
(a, F) ≤ C(Q, λ)(µ(γ,a, ε))

1
2 = C(Q, λ)

(

1γ (a, F) + ε
)

1
2 .

Etant donné queε > 0 est arbitraire, alors on trouve la relation (15). Pour terminer la démonstra-
tion du Théorème 3, il reste à étudier le cas où la relation (22) n’est pas vérifiée pour n’importe
quel δ, 0 < δ < 1. Dans ce cas nous avons deux possibilités. Premièrement, pour toutγ ,
0 < γ < 1, 1γ (a, F) = 0. Dans ce cas on répète la même démonstration précédente avec
µ(γ,a, ε) = ε. Deuxièmement, pour toutγ , 0 < γ < 1, 1γ (a, F) = +∞. Dans ce cas la
relation (15) est triviale. Ceci achève la démonstrationdu Théorème 3.
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