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SUR UN SYSTEME D’ EQUATIONS AUX D ERIV EES
PARTIELLES DANS LESPACE DE HEISENBERG.

Résunt. It is well known that in 3-dimensional Euclidean spd?cé the
only developable and minimal surface is the plane. In otrende, affine
functionsz = f(x,y) = ax+ by +c, (a,b,c) € R3in X, y are the only
solutions of the system of 2 partial differential equations

(s2) {rt—szzo

r(l+q? —2pgs+t(1+p>) =0

where equations): is the equation of developable surfaces asgA
is the equation of minimal surfaces in Euclidean sp&éeWe use the
Monge notationp, q, r, s, t for the first and second order derivatives of
f(x,y).

The spac&®3, with Riemannian metrids% = dx?+dy?+w?, (where
w is the Pfaffian 1-form defined by = (dz+ %ydx— %xdy)) is named
Heisenberg spadé; and has a structure of nilpotent Lie group that acts
onHs by left translations keepintj;q%I invariant. By analogy with the Eu-
clidean space we study in spalg the system of 2 partial differential

equations:
r—s>+2=0
) | Tt %2 —2(p+ @A - Ps+tA+(p+H? =0

where equationsfy); expresses the property of the indicatrix of normals to
the surface under left translation to be degenerate. Thiat&m has been
studied as particular example of Monge-Ampére equatinoesit inter-
prets a phenomenon in physics. Equatign)$ is the equation of minimal
surfaces iris.

1. Introduction

1.1. DansR? euclidien, on considére une surfat® définie comme graphe d’'une
fonctionz = f(x,y). Tout point de(S) estm = (x,y, f(x,y)), etp = fx, q = fy,

*Ce travail a été fait pendant mon séjour a I'Universig Haute Alsace (février- juillet 2000). Je
remercie mes professeurs et amis pour leur cordial acddeilci a Aicha et les enfants qui ont été tres
compréhensifs.
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r = fxx, s = fxy, t = fyy (notation de Monge) sont les dérivéesfe,y) de premier
et deuxieme ordre par rapporkety. Les formes fondamentales @8 sont

| = EdX® + 2Fdxdy+ Gdy?, |1 = Ldx?+ 2Mdxdy+ Ndy?.

Sur I'espace tangefi, S au pointm de (S) il existe une base qui diagonalise simul-
tanément les matrices associées aux formes quadrapgeesdentes et | | . Les va-
leurs propre; etkz sont appelées courbures principales. Le produit

LN—-M2  (t—s?

Ko = kikp = -
T T EGoFZ T (1+ p2+ 22

et la demi somme

EN+GL—2FM  r(1+9? —2pgs+t(1+ p?)

1
H= E(kl+k2) =

sont respectivement la courbure de Gauss et la coubure meyene surface dafe®
est ditedéveloppablei sa courbure de Gauss est nulle (c.-a-.cit — s2 = 0). Elle
est diteminimalesi sa courbure moyenr¢ est nulle (c.-a-.d.(1+ q2) —2pqgs+t(1+
p?) = 0).
1.2.Sur I'espace numeériqu? est définie la structure de groupe de Lie nilpotEgt
dit de Heisenberg, par la multiplicatiomg : R3 x R — R3 qui a(m, m') associen”
défini par
m=(x,y,2), m = (x,y.Z),
/! 4 /sy / / / 1 / 1
m’ = (x"y"Z") =x+x,y+y.,z+2 + Xy - Exy)
oux, X, v, Y,z Z € R. Les formes de Pfaffdx, dy, @ sont invariantes par les
translations a gauche stis. Les champs de vecteurs duaux a ces trois 1-formes sont

1 1
X = ax - Eyaz, Y == ay+ EXBZ, Z == az.

Une surface (S) dansH3 décrite comme graphe d’une fonction a pour équation
z = f(x,y). Un vecteur unitaire normal @) au pointm(x, y, z = f (x,y)) s’exprime
par:

1 N y X

La differentielled(Lm) 1 de la translation & gauchié )~ transporte le vecteun
en I'élément neutre du groujits, c’est a dire en 0Soit donc:

1
d(Lm) "}(Nm) = ——=(PXo + QYo — Zo0).

V14 P2+ Q2
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L'application qui &(x,y) € R? associed(Lm)2(Nm) € § C (THz)o, ou S désigne
la sphére unité de I'espace EuclidiehHtzs)o, est dégénérée si et seulement si:

P 93P
P 5% & P r S—l—%

o i 1 2, 1
Q Xy =| Q S—3 t =rt—s +Z=0
10 0 -1 0 0

ou|-| représente le déterminant. Ceci explique la provenaad@duation §)1.
1.3.'espaceH; est aussi I'espace numérigRé muni de la métrique Riemannienne
ds? = dx? + dy? 4+ w?. Celle-ci définit la structure Riemannienne invarianteaéiche
surHs. Cette métrique est invariante par les translations &lymat aussi les rotations
autour de I'axg0z). Hj est un espace homogéne qui jouit de la plus grande mobilité
aprésR3 Euclidien, la spher8? et 'espace hyperboliqué®. Son groupe d’isométries
est de dimension quatre. Plus précisement, la composantexge de l'identité est le
groupe des transformations affineskfesuivantes:

X cos® —sind O X a
y |-————— —> | sineé cos® O y |+ b
z A B 1 z C

ou6,a,b,c sontdes réelsh = J(asind —bcosy) etB = 3(acos +bsing). Dans la

suite les élements de ce groupe seront noi@es,b,c). Ce groupe contient des rota-

tions(#; 0,0,0) deR3 autour de I'axg O z) et aussi les translations a gau¢bea, b, c).
Les élements de la premiére forme fondamentale faysontE = 1+ P2, F =

PQ, G = 1+ Q2. Le vecteur normalNmy, normé en tout point d’une surface ddiis,

a pour composantes:

1
Np= ———(P, Q, —1).
V1+ P24+ Q2
La dégénérescense de la differentidli& ) ! de la translation & gauctie ) ~1 peut
aussi se traduire par
[Nm, ame, 8me] == 0

ou le crochet désigne le produit mixte entre le vecteumadN, et ses dériveedk N,
dyNm par rapport & ety. C'est 'equation $)1. Elle est du type Monge-Ampere;
elle apparait en théorie mécanique de la chaleur et edi&at par les Classiques dans
plusieurs ouvrages qui traitent la théorie des équatomsdérivées partielles et leurs
applications aux surfaces (voir [5] ou [4]).

REMARQUE 1. On peut observer que pour une surfac®dgela condition d’avoir
la difféerentielle de I'application de Gauss dégéméeguivaut a la courbure de Gauss
nulle. Cette condition est interprétée par I'équatigi){ et de telles surfaces sont dites
développables. La condition analogue pour une surfadésdgonne I'équations)1
sans pour autant permettre I'annulation de la courbure des$gui est donnée par

o rt—s2—3—@r-HPQ—-s(Q?-P? - 3(Q?+P?
he (1+ Q2+ P22 '
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1.4. Dans [1] on trouve I'équation des surfaces minimalgg){ dansHs et aussi
guelques solutions particulieres. Dans [3] on donne userg#ion générale de toutes
les surfaces minimales réglées ddfiis soit par des droites géodésiques ou par des
droites qui ne sont pas géodésiques. Certaines surfanasates dets, (c.-a-.d., cer-
taines solutions desfy)2), sont aussi solutions deg);. Dans cet article on résoud le
systemedgy). Nous allons, avant cela, rappeler et demontrer une @t@mgéomeétrique

du plan dan&? interprétée parsg).

2. Résolution des systmes §g) et (sg)

PROPOSITIONL. Le plan est la seule surfacédeloppable et minimale daiis
euclidien.

Preuve. Analytiquement cela revient a résoudre le systeme digns aux
dérivées partielles suivant:

{ rt—s2=0

(sz) r(1+ 9% — 2pgs+t(1+ p? =0.

Dans [5] (pp.70-71, Vol. 3) on trouve la résolution de Uadgjon 6g)1 qui est du type
Monge-Ampére et qui admet les trois intégrales prensiere

q=F(p
Z— px—qy=®(p)
X+ yF(p)+ ®'(p)=0.

Le prime désigne la dérivation par rapporpat la troisieme équation est obtenue en
differentiant la deuxieme. En dérivant par rappomt at ay la premiére équation du
systéeme précédent on obtielt = s = rF’ etqy = t = sF'. En les portant dans
I'équation &g)2 des surfaces minimales, on doit avoir, p&ur#£ 0,

s(14+ 9% — 2pgsF +s(1+ pAF? =0.

Si s # 0, on obtient I'équation du second degré Ehdont le discriminant vaut
—(1 + p? + g®. Comme il 'y a pas de solution réelle on doit avair = 0, ou

t = 0; la solution esz = f(x,y) = ax+ by + c. On obtient aussi le méme résultat si
F' =0

En ce qui concerne le systensgf dansH3 nous avons le
THEOREME 1. Les solutions du sy&me(sy)

r—s2+31=0
(1) { ta

rA+@-%»-2p+H@-Hs+t@+(p+$H>=0
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sont les solutions dedqguation diférentielle
(51) (1+ (,0/2 _ Ot(p/(ﬂ//) — (Ot(p/ _ (1+012)(p//)1/f”, ol l/f// _ (p// 7& 0.

ou ¢ ety sont deux fonctions arbitraires quegendent,&parement et respectivement,
des paramtresa et 8, et dont la surface z= f (x,y) est parangétrée comme suit:

(a+B)
2

x=y'—¢.y=a—p.z= X+g -

Preuve. Selon la résolution classique des équations aux desipartielles (voir
[5], pp.71-73, Vol.3), $x)1 est du type Monge-Ampere. En effet, (pour une surface
z = f(X,y)) pour sa résolution on pose:

X = w/ _ (pl
) y=o—p
2= @+ P +o—v =X+ -y
olU« etB sont deux parametres quelconques goety sont deux fonctions arbitraires
qui en dépendent respectivement et le prime indique lwatérn. Les differentielles
s'écrivent:
dx = ¢¥"dB — ¢"da
(s2) dy =do —dg
dz= %(da +dB) + “FL(y"dp — ¢"da) + ¢'da — y'dB

soit donc:

1 1
do = ————(dx+y"dy)., df=———(dx+¢"dy
Vi v =

ce qui nous permet d’avoir la difféerentielle

1 1
dz=S(a+pdx+ é(1// + ¢"dy.
En comparant avedz = pdx+ qdy on a

_1 _1 , ,
p—E(OH-ﬁ), CI—E(I// + o).

De nouveau les différentielles des fonctions précéaesont:

1 1
dp= E(da +dB) =rdx +sdy, dg= E(dw’ +d¢’) =sdx+tdy

ce qui donne, via les expressionsdieetdg précédentes:

1 1//” +(p// 1//”(/)”

r — — —

l/f// _ (p// ’ S= z(w// _ (p//) ’ - lﬁ” _ (p//'
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En reportant ces dérivées dans I'équation des surfadesnales &x)2 on obtient
I'équation difféerentielle

(51) (1+(p/2 _ Ol(/)/(p”) — (ot(p/ _ (1+052)(p”)1/f”, ol w// _ (p// 7& 0
ou aussi )

1+(p/ —Ol(p/(p// .
’»”N = 0“0/ _ (1+ (XZ)QD”, ou I/IH - 90// 75 0.

C’est une équation différentielle (a variables sépbas) enp et . Selon la résolution
classique des equations differentielles ofi"a= k (k cste), c’est a dire:

k
Y(B) = 552 L ap4Co CiCoeR.

La solution de I'équation différentielle dépendra déeeonstante fondamentddeOn
a deux cas:

i) k = 0. Aprés un calcul classique, la solution de I'équatidfedéntielle €1) est:

v(B)=cB+c2
o(@) = 5 [)»oc«/)»zoez —1— Log(ha + v/A2a? — 1)] + ¢,

avec) etcz comme constantes d’intégration (notons par I'expressiong’ (a) =

+/A2a2 — 1).

En utilisant les relations du systert&) on en déduit:

a:%\/(x—c1)2+1, B = %\/(x—cl)2+1—y

gui donne I'expressiorz de (s1)

7= (X —rc1) |:% /(X_Cl)2+1_yi|_

2

[(x —ep)vV(X — c)2 + 1 — Log((x — ¢1) + V(X — c1)2 + 1)] +ca.

L'isométrie (0; —c1,0, — c3) de Hiz permet de ramener cette surface au graphe de la
fonction

z=f(x,y) = g [x\/xz—i— 1— Log(X + VX2 + 1)] —Xy/2, n €R.

On retrouve donc I'une des surfaces annoncée dans [1].

ii) k # 0. On aura dong/(8) = 3kB2 + c1f + C2 et on observe que I'équation
différentielle enp s’exprime comme:

1
2\

14 ¢” — kg = (ap’ — k(1 + a?))g”
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qui admet comme solution particuliere’ = —a/k, soit () = —a?/2k + c3. A
partir des équations du systergs) on obtient les expressions
(x—ci1+ky, B k(x—c1) —y)

o

T+l Tkt1

et en reportant darsde (s;) on aura:

7= ST [k(x2 —y?) 4+ (K? — xy — 2c1(kx — y) + cfk] +C3—Cp.

L'isométrie (arctark; 0, %01«/1 + k2,0) deH3 permet de ramener cette surface au gra-
phe de la fonctioz = f(x,y) = —xy/2. Ainsi la solution particuliere dé&1) donne
cette surface, appelée paraboloide hyperbolique,idaja annoncée dans [1] aussi.
Pour la solution générale dé1) on a:

2
" _ 1+¢" —kag'
ap’ — k(1 +a?)
qui se raméne a une équation du premier ordre par le chagfep’ = y et qui
devient: ,
r_ 1+y —Kkay
ay —k(A+a?)’
Le changement de variables
1 N k r —k N 1
o= o Y, = o Y,
Vk2+1 o VK241 VkZ+1 o YK+l

permet de ramener cette équation differentielle ausipn différentielle a variables
séparables

rdr do

r+1 o
Ce changement de variables correspond a une rotationld’ang
arccogl/+/1+ k2) autour de l'origine et exprime les nouvelles coordonn@es)
par rapport aux coordonnégs, y). L'équation differentielle précédente est exprimée
dans le nouveau repéte:,y2) ol y1 = —a/k = ¢’ (solution particuliere qui est une
droite) et > = ka qui lui est perpendiculaireCette équation differentielle s’integre
facilement du fait qu’elle est comparable(®) dei) et la solution est:

(o) =24/ uoc2 -1, peR.

O

REMARQUE 2. Lintégration du systemesy) dansHz qui se raméne a celle d'une
équation différentielle permet donc, dans des cas peigis, de retrouver des surfaces
explicitesz = f(x,y). Dans le cas général on intégre I'équation differeligi sans
avoir explicitement la (ou les) surface(s) correspondainte
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