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F. Gherardelli

UNA DEFINIZIONE GEOMETRICA DI SOMMA FRA SERIE
LINEARI DI ORDINE DUE SU UNA CURVA DI GENERE DUE

[l risultato principale di questa Nota € ben noto. Ne prggmui una trattazione
geometrica. | metodi che uso sono classici, simili in vapeiti a quelli di Castelnuovo
in [1].

Come modello della curva di genere due consideriamo unaigai@ianaC* con
un punto doppidd ( nodo o cuspide ). Le rette p€ tagliano suC* la g% canonica.
Non esistono siC* altre serie infinite di ordine due, per cui invece che di sonfiraa
tali serie si puo parlare, senza possibilita di confusjahi somma fra coppie di punti.
SianoP = (Pp; P2), Q = (Q1; Q2), R = (Ry; Rp) coppie di punti suC4 e sia
PO = (P; P?) una ulteriore coppia che, per semplicita, supponiamorieme

La costruzione che segue ricalca quella, ben nota, che grfdgdinire la somma
fra punti di una cubica piana non singolare (cfr. ad es. [2]).

Se fra i puntiO, P1, P, Q1, Q2 non vi sono particolari allineamenti, & unica la
conicaD perO, P, Q. Essa incontr&* ulteriormente in una coppia di puri =
(S;.S)). La conica perO, S, PY incontraC ulteriormente in una coppia di punti
S= (S, &) che definiamosommad e Q: S= P + Q.

Tale costruzione va modificata se tre almeno fra i p@tiPy, P2, Q1, Q2 sono
allineati. Scegliamo, come caso significativo, quello inlele Q stanno su una stessa
retta. La conicaD non & determinata: e costituita dalla retta fee Q e da una
gualunque retta peD. Tali rette incontran*, fuori di O, in coppie di punti dellay}
che, per ipotesi, vanno identificate. La somPha Q & ora data dalla coppia ulteriore
intersezione colC* della retta per si®° = (PY; PY). PO & I'elemento neutro della
somma ora definita.

SiaC? la conica peiO e tangente £ in P? e P9; essa incontra ulteriormen@*
in una coppia di puntP” = (P;; P;). La conica peO, P, P’ incontra ulteriormente
la C* in una coppia di puntP~* = (P;%; P,1), tale cheP + P~1 = PO: p~1e¢
'opposto diP.

La somma definita & ovviamente commutativa. Proviamo ciueche associativa.
Sviluppo la dimostrazione nel caso generale in cui fra i p@nt Py, P2, Q1, Qo,
R1, Rz non vi siano particolari allineamenti: sono ovvie le modiémecessarie nei
casi esclusi.

Indichiamo corry la conicapeO, P, Q e siaS la coppia ulteriore intersezione di
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r; conC#; sia pois; la conica perO, PO, S esiaS= P + Q l'ulteriore intersezione
di s; conC#; siar; la conica pelO, S, R e siaT’ la coppia ulteriore intersezione con
C*; siasp la conica pelO, Q, Re ne sidJ’ I'ulteriore intersezione co@?.

Siars la conica perO, P%, U’ e siaU = q + R l'ulteriore intersezione con dis
con C%. Finalmente indichiamo cog; la conica pero, P, U e siaT” Il'ulteriore
intersezione dé; conC*.

Complessivamente si ha:
(fi+r2+4r3)NC*=60UPUQUSUSURUT UP'UU'UU

S1+9+5)NC*=60UPUQUSUSURUT UPUU’UU

(r1 +r2+r3) (s1+ S + s3) sono due sestiche con punto triplo@ ne segue che le
due coppiel’ e T” sono linearmente equivalenti. QuindiTé = T” ovveroT e T”
sSono coppie dellag% canonica. Inentrambiicat + (Q+ R = (P+ Q) + R la
somma fra coppie di punti @@ & associativa.

2.

Del risultato precedente resta traccia se la quartica dggém una conica e due rette.

Esaminiamo il caso semplice in c@i & una conica irriducibilers, ro due rette
per il puntoO, che supponiamo tangentiGanei puntiA e B.Inoltre identifichiamo le
coppie di punti diC allineati conO.

Sivuoi provare che esiste una struttura di gruppo abeliafitnsieme delle coppie di
punti diC\ AU B, modulo I'identificazione di cui si & detto. Precisametaés gruppo
e isomorfo al gruppo additiv@ ¢ C.

C sia la conicaxy = 1, r1 ery siano gli assi coordinatiQ l'origine (0, 0). In-
dichiamo poi corp® una qualunque coppia di punti@\ AU B allineati conO, ad es.
((1,1), (=1, =1)). Siano poiP = (P1; P2), Q = (Q1; Q2), R = (Ry; Ry) generiche
coppie di punti diC\A U B.

La conica perP, Q, O incontrar; edr; rispettivamente irﬁ’l ed % La conica per
S, S,, PO, O spezza nellarettR°0 e nella retta pes; edS), la quale incontr& in
S=(S; ).

DefiniamoP + Q = S; se p1, p2 sono le ascisse di; e P», poniamo

o(P)=p1+ p2, 7(P) = p1p2, 7(P) =0 (P)/m(P).

La coppiaP = (P1; P) & determinata da(P) e T (P).
Un semplice calcolo mostra che

) {G(P+Q) = o(P)+0(Q
t(P+Q = (P +7(Q

Se la coppiaP® = (PY; P2°) e l'intersezione della conica con la rettay = x, si ha

a(P% =0, ¢(P% =0
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o(PO+P)=0(P), t(P*+P)=1(P)
con P non equivalerne #°: P° & I'elemento neutro della somma. ($e= P°,
o(P°+ P)=0,7(P°+ P) = 0).
Dalle (1) segue subito che la somma &€ commutativa:

P+Q=Q+P
e inoltre & associativa perche
oc(P+Q+R =0(P+(Q+R)=0(P+Q+R),

T((P+Q+R =1t(P+(Q+R)=7(P+Q+R).

Infine, ripetendo sostanzialmente il procedimento segogtiola quartica piana con
punto doppio, si prova che la coppia oppost®di= (P1, P;) & data dai due punti in
cui le retteO P, O P, incontrano ulteriormente la coni€a

3.

La costruzione precedente si puo generalizzare per defmgsomma fra serie lineari
di ordineg su una curva di geneigg Sembra conveniente prendere ,come modello di

una curva di generg, una curva piana di ording + 2, C9t2 con ( g ) punti doppi,

che, per semplicita, supponiamo in posizione generale.

Le C9 aggiunte formano un sistema lineare di dimensiape thcontrano 192,
fuori dei punti doppi, in § punti.

SianoP, Q, R gruppidig punti sullaC9+2. Se sono in posizione generale, esiste
unica unaC9 aggiunta peiP e Q che incontra [aC9+2 ulteriormente in un grupp8
di g punti. Sia poiP® una g-upla generica di punti €82, La C9 aggiunta pelS' e
PY incontra ulteriormente 1€9%2 in un gruppoS di g punti che definiamo somma di
PeQ:S=P+0Q.

Nel caso “generico” la dimostrazione procede comegoer?.
| casi eccezionali: serie lineari di ordigee dimensione maggiore di zero, presentano
le difficolta inerenti alla struttura dell’ insieme dellerge speciali.
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