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THEORIE DE GALOIS ET GEOMETRIE :
UNE INTRODUCTION

par

Pierre Debes

Résumé — La question centrale de la théorie inverse de Galois est le probleme
inverse de Galois : tout groupe fini est-il le groupe de Galois d’une extension du corps
des rationnels 7 Des progres importants ont été réalisés ces trente derniéres années
grace & un point de vue géométrique : revétements, groupes fondamentaux, espaces
de modules, déformations, etc. Nous proposons ici un survol du domaine.

Abstract(Galois Theory and Geometry). — The central question of inverse Galois theory
is the inverse Galois problem: is each finite group the Galois group of an extension of
the field of the rationals? There has been some significant progress in the last thirty
years thanks to a geometric approach: covers, fundamental groups, moduli spaces,
deformations, etc. We offer here a survey of this area.

La théorie de Galois, sujet classique, renvoie a un domaine de recherches aux
contours indistincts. Le mot « géométrie » dans le titre précise un peu le champ de cet
exposé : nous nous intéresserons a la théorie de Galois des corps de fonctions ou si on
préfere, des revétements; la présence d’indéterminées sera le signe de reconnaissance.
Cela laisse de coté tout un pan de la théorie de Galois, ou les questions et les mé-
thodes relevent plus de la théorie des nombres. Dans ce cadre géométrique, nous nous
limiterons de plus a la théorie de Galois dite classique, par opposition a la théorie de
Galois différentielle.

Méme ainsi réduit, le domaine reste vaste et le choix d’un point de départ assez
arbitraire. Nous avons choisi de motiver notre présentation par des questions de théorie
inverse de Galois, qui ont été a ’origine de progres importants ces 30 derniéres années.
Pour préciser, disons que le type général des problémes qui nous guideront est de
construire des revétements algébriques, de la droite projective P! principalement,
vérifiant certaines propriétés galoisiennes et avec controle du corps de définition. Nous

Classification mathématique par suje{000). — 12F12, 14H30, 14G32, 12E30, 14D15, 14D10, 14HO05,
14H10, 14Gxx, 14Kxx, 11Gxx.

Mots clefs — Théorie de Galois, probleme inverse, corps de fonctions, revétements, groupes fonda-
mentaux, familles de revétements, espaces de modules, espaces de Hurwitz, programme de Noether,
déformation, recollement, réduction, questions de rationalité, corps de définition.
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2 P. DEBES

essaierons cependant de dépasser le cadre de la théorie inverse pour donner un apercu
global du domaine.

Un résultat fondateur est le théoreme d’existence de Riemann. Grace a lui, on
sait résoudre la plupart des problemes envisagés si le corps de base est C, ou plus
généralement, un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Le cas d’un corps de
base plus petit, le corps QQ par exemple, devient un probleme de descente. En quelque
sorte, en caractéristique 0, tout commence avec le théoreme d’existence de Riemann.
Cela fait du cas de caractéristique p > 0, pour lequel on ne connait pas d’analogue, un
probléme bien distinct. Nous lui avons réservé une section spécifique (section 4). Avant
cette section, I'exposé est composé comme suit. Dans la section 1, nous présentons les
problémes et les conjectures du domaine. La section 2 est consacrée aux principaux
résultats. La section 3 rentre un peu plus dans le cceur du sujet en expliquant les
diverses approches et leurs ramifications.

Nous remercions le rapporteur dont les commentaires nous ont permis de beaucoup
améliorer le texte.

1. Problémes et conjectures

1.1. Problemes inverses de Galois. — Une motivation importante pour I’étude
arithmétique des revétements de P! réside dans le probleme inverse de Galois. Classi-
quement la théorie de Galois associe a tout polynéme P(Y) € Q[Y] irréductible, ou,
si on préfere, & toute extension galoisienne F/Q, un groupe fini, le groupe de Galois
du polynoéme, ou de 'extension. Le probléme inverse, qui concerne la réciproque, est
une question fondamentale encore ouverte de la théorie de Galois.

Probléme inverse de Galoig3AL/INV). — Etant donné
— un groupe fini G
il existe une extension galoisienne E/Q de corps telle que Gal(E/Q) = G.

L’approche privilégiée aujourd’hui utilise une stratégie due a Hilbert. Etant donné
un groupe fini G, elle consiste a introduire une indéterminée T et réaliser d’abord G
comme groupe de Galois d'une extension Ep/Q(T) (ou si on préfere d’un polynome
irréductible P(T,Y) € Q(T)[Y]), puis & spécialiser T en un nombre t, € Q. D’apres
le théoréme d’irréductibilité de Hilbert ([FrJa86] [Lag83]), le groupe de Galois de 'ex-
tension spécialisée E;, /Q, (ou du polyndéme spécialisé P(t,,x)) reste égal & G pour
une infinité de t, € Q.
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THEORIE DE GALOIS ET GEOMETRIE 3

On demande de plus & l'extension E7/Q(T') d’étre réguliére sur Q, i.e., de vérifier
ErNQ = Q. Alors elle correspond, par le foncteur « corps des fonctions », & un revé-
tement(!) algébrique galoisien f : X — P! de groupe d’automorphismes G, défini sur
Q ainsi que ses automorphismes(? : la courbe X est simplement un modéle projectif
lisse de la courbe P(t,y) = 0 et f un prolongement & X de la projection (¢,y) — ¢ sur
cette courbe. Le probleme est ainsi replacé dans un cadre géométrique. C’est dans ce
cadre que nous nous situerons ici. Le probleme inverse géométrique correspond a la
conjecture suivante ; d’aprés Hilbert, pour K = Q, elle entraine 1’énoncé (GAL/INV).

Forme réguliere du probléme inverse de Galdi&aL/INV/REG)
Etant donnés
—un corps K,
— un groupe fini G,
— une extension galoisienne réguliére Ex /K (T)
telle que Gal(Er/K(T)) = G, ou, en d’autres termes,

il existe
— un G-revétement galoisien f : X — P!

défini sur K tel que Aut(X/P) =G

Le corps de base K (qui généralise Q) est a priori arbitraire ; on ne connait pas de
corps K ol I'énoncé (GAL/INV/REG) est faux, contrairement a 1’énoncé (GAL/INV)
qui le devient si @ est remplacé par exemple par C, ou Q,, etc. La propriété de
régularité de Ep/K(T) entraine que le groupe de Galois ne change pas par extension
des scalaires, i.e., Gal(Ep/K(T)) = Gal(kEr/k(T)) pour tout corps k D K. On peut
donc se limiter aux corps premiers dans ’énoncé ci-dessus.

1.2. Forme réguliére forte. — Il existe une forme forte de (GAL/INV/REG)
qui s’exprime en termes de problémes de plongement. Essentiellement un probleme
de plongement (fini) pour un corps k consiste en la donnée d’une suite exacte de
groupes finis 1 - N — G — H — 1 et d’une extension galoisienne Ep/k telle
que Gal(Ey/k) = H; le probléme est de plonger la H-extension Ep/k dans une
G-extension, i.e., de construire une extension Eg/FEpy, galoisienne sur k, telle que
Gal(Eg/k) = G et Gal(Eg/En) = N.

D’apres un théoréme d’Iwasawa [FrJa86; Ch.24], si pour un corps k (dénom-
brable), tout probléeme de plongement a une solution, alors le groupe de Galois absolu
Gr = Gal(ks/k) est pro-libre, i.e., libre dans la catégorie des groupes profinis. Ce n’est

(Dpar « revétement », nous entendons revétement éventuellement ramifié; nous préciserons « non
ramifié » dans le cas opposé. De plus, sauf mention du contraire, les revétements considérés sont
connexes.

(2)Nous suivrons 'usage et parlerons de « G-revétement de groupe G » (ou de « G-revétement »)
pour indiquer que les automorphismes font partie de la donnée. Par opposition, les revétements non
nécessairement galoisiens et considérés sans leurs automorphismes sont appelés « revétements purs ».
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4 P. DEBES

pas le cas par exemple pour k = Q puisque, au contraire de tout groupe pro-libre, le
groupe Gg a des éléments de torsion (ceux induits par la conjugaison complexe). On
conjecture cependant que, sur Q (ou plus généralement sur tout corps k hilbertien(3)),
il existe une solution a tout probléme de plongement scindé, i.e., tel que 1’épimor-
phisme G — H possede une section. Comme plus haut, on préféere la conjecture
suivante qui ne dépend pas du corps de base.

Galois inverse/forme réguliére fort€GaL/INV/REG/+). — Etant donnés
—un corps K,
— un probléme de plongement scindé pour le corps K(T),

il existe une solution régquliére.

«Solution réguliere » signifie ici que la solution Eq /K (T) vérifie EgNK = EygNK
(i.e., les constantes dans I’extension solution E¢ sont celles qui figuraient déja dans
I'extension donnée Ep). La conjecture (GAL/INV/REG) correspond au cas particulier
de (GAL/INV/REG/+) ol le groupe H est trivial. Une autre conséquence notable
est la

Conjecture de ShafarevicliSHA). — Le groupe de Galois absolu Gga» = Gal(Q/Q?P)
de QP est pro-libre.

En effet, en appliquant la conjecture (GAL/INV/REG/+) & K = Q®°, on ob-
tient, par spécialisation de T' (le corps Q" est hilbertien d’aprés un résultat de Kuyk
([Ku70], [FrJa86; §15])), que tout probléeme de plongement scindé pour Q* a une
solution. Mais le fait que cd(Q*?) < 1) entraine que la méme conclusion est vraie,
sans le mot «scindé » [Se73; ch.I §5.9]. Le théoréme d’Twasawa, mentionné plus haut,
conclut 'argument. Pour plus de détails sur ces conjectures et leurs relations, nous
renvoyons a l'article [DeDes97] ot I’énoncé (GAL/INV/REG/+) est présenté comme
la conjecture unifiante du domaine.

1.3. Probleme de Beckmann-Black. — On peut, comme S. Beckmann et
E. Black, s’interroger sur les arguments de spécialisation utilisés précédemment et
plus particulierement sur la stratégie de Hilbert : pour réaliser un groupe G sur
Q, n’est-ce pas se limiter que se restreindre aux extensions de Q qui s’obtiennent
par spécialisation d’une extension Er/Q(T)? La conjecture suivante, formulée par
E. Black, répond par la négative. Ici encore, le corps de base est arbitraire.

(3)¢’est-a-dire, un corps oti la propriété de spécialisation du théoréme d’irréductibilité de Hilbert est
vraie.
(W ce qui résulte de la trivialité du groupe de Brauer de QPP et de ses extensions finies [Se73; ch.II
§3.1].
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Probléme de Beckmann-BlackBB). — Etant donnés
— un corps K,
— un groupe fini G,
— une extension galoisienne E/K de groupe G,
il existe une extension galoisienne réguliére Er/K(T) de groupe G (i.e., un G-
revétement f: X — Pl défini sur K ) telle que
— Dextension résiduelle Ey, /K, ou, en d’autres termes,
— la fibre (spécialisation) Xy, | K
en un point t, € P1(K) est la G-extension E/K.

L’énoncé (BB) précise I’énoncé (GAL/INV/REG) : non seulement tout groupe fini
G est réalisable sur K (T), mais aussi toute G-extension de K (c¢f. [De99c]).

Par « G-extension de groupe G » (ou « G-extension »), nous entendons a priori
« extension galoisienne de corps, de groupe G ». Le probléme (BB) est parfois énoncé
plus généralement avec E une K-algébre galoisienne; cela permet par exemple d’in-
clure le cas ol E est 'extension totalement décomposée (dite triviale), i.e., le produit
de d copies de K. Dans la suite, nous préciserons « G-extension d’algebres » quand E
n’est pas forcément un corps.

1.4. Le programme de Noether. — L’énoncé (BB) permet de faire le lien avec
une autre partie importante de la théorie inverse de Galois, qui part d’une idée de Noe-
ther. Le programme de Noether est le suivant : étant donnés un corps K et un groupe
fini G plongé dans Sy (par la représentation réguliere de G par exemple), le groupe
G agit sur le corps E = Q(T1,...,Ty). Le corps des invariants E¢ est une extension
réguliere de Q, et donc peut étre vu comme le corps des fonctions Q(Ug) d’une variété
irréductible Ug définie sur Q, laquelle est alors unirationnelle par construction (i.e.,
Q(Ug) est contenu dans une extension transcendante pure). L’extension E/Q(Ug)
est galoisienne de groupe G. En termes géométriques, ces données correspondent a un
revétement, dit de Noether, Vg — Ug, que l'on peut supposer non ramifié, quitte a
restreindre Ug a un ouvert. Plutét qu'un plongement G C Sy, on peut aussi utiliser
un plongement linéaire G C GLg4; dans ce cas, on prend Vg = GLy et Ug = GL4/G.

Si Q(Ug) est lui-méme une extension transcendante pure Q(6y,...,0q) (i.e., Ug
une variété Q-rationnelle), le théoréme d’irréductibilité de Hilbert s’applique : on
peut spécialiser les indéterminées 61,...,6; dans Q et obtenir une extension galoi-
sienne de Q de groupe G. C’est le cas pour G = §5,,. Mais comme 'ont montré Swan
[Sw69] et V. E. Voskresenskii [Vos70], puis Lenstra [Le74] et Saltman [Sa82], le corps
Q(Ug) n'est pas en général une extension transcendante pure (voir aussi [Vos98;
ch.3]). D’aprés Saltman [Sa84], il existe méme des p-groupes G (ou p peut étre un
nombre premier arbitraire) pour lesquels ce n’est pas le cas sur le corps C (& la place
de Q). L’extension E/Q(Ug) satisfait cependant la propriété verselle de spécialisation
(dans les deux situations G C Sy et G C GLg) :
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6 P. DEBES

Toute G-extension d’algébres d’un corps k D Q (ou plus généralement d’une algébre
semi-locale k D Q) s’obtient par spécialisation de Uextension E/Q(Ug) en un point
k-rationnel sur Ug (ou, si on préfére, est une fibre du revétement Vg — Uq au-dessus
d’un point k-rationnel de Ug ).

Inversement, les points k-rationnels sur Ug fournissent des G-extensions E/k, ou
E est a priori une k-algebre galoisienne. La conjecture suivante, due a Colliot-Thélene
[Se92; Ch. 3], garantirait qu’il existe de telles extensions avec E un corps.

Conjecture(CoLL1OT). — Toute variété unirationnelle sur un corps de nombres K
vérifie la propriété de spécialisation de Hilbert.

En liaison avec le programme de Noether, D. Saltman a introduit la notion
d’extension générique pour un groupe G sur un corps K (qui remplace Q) : il s’agit
d’une extension F/K(B) vérifiant la propriété verselle de spécialisation mentionnée
ci-dessus et ot K(B) est une extension transcendante pure de type fini sur K (ou si
on préfere, ou B est une variété K-rationnelle). Par exemple, si, dans le programme
de Noether, le corps Q(Ug) = E¢ est une extension transcendante pure, E/Q(Ug)
est une extension générique pour G. E. Black a montré d’autre part que si G a une
extension générique sur K alors I’énoncé (BB) est vrai pour le groupe G et le corps
K [B199a].

Rappelons aussi la conjecture suivante formulée dans [De99c¢|, également dans
le contexte du programme de Noether. Elle est équivalente a la conjecture
(GAL/INV/REG); et elle est vraie dans le cas ol la variété B ci-dessous est
rationnelle.

Conjecture des Réalisations Linéairement Disjointe€R £AL/LIN/DisJ)

Etant donnés

— un corps K,

— une K-variété B de dimension > 0,

— un groupe G,

— une extension galoisienne E/K(B) de groupe G réguliére sur K,
il existe une extension galoisienne E' /K (B) de groupe G, réguliére sur K et telle que
les extensions KE'/K(B) et KE/K(B) soient linéairement disjointes.

1.5. Récapitulatif. — Le diagramme suivant résume les liens entre les conjectures.

GAL/INV/REG/+ =  SHA
GaL/INv/REG = GaAL/INV

I I

BB = REAL/LIN/DisJ CoLLioT

SEMINAIRES & CONGRES 5
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2. Principaux résultats

2.1. Les travaux de Riemann. — L’approche géométrique de la théorie inverse
de Galois est motivée par le fait fondamental que les conjectures énoncées sont vraies
si K = C. Cela résulte du

Théoréme d'existence de Riemann— Etant donnés
— un groupe fini G,
— un entier r > 0,
— 7 points distincts t1,...,t. € P1(C),

il existe une correspondance bijective entre

l’ensemble des extensions l’ensemble des revétements
de corps E/C(T) topologiques connexes
— ramifiées en ty, ..., t, et —de PHC)\ {t1,...,t.}
— galoisiennes de groupe G — galoisiens de groupe G
modulo les C(T')-isomorphismes modulo l’équivalence des revétements

En particulier, un groupe fini G est groupe de Galois d’une extension E/C(T) si et
seulement si G est quotient du groupe (libre) 71 (P*(C) \ {t1,...,t.}), c’est-a-dire, si
et seulement si G est de rang < r — 1.

Corollaire. — La forme réguliére du probléme inverse de Galois ainsi que ses variantes
(version forte et (BB)) sont vraies si K = C.

Pour la partie qui nous intéresse, la méthode est sommairement la suivante. Si
rg(G) < r—1 (i.e., si r est assez grand), le groupe G donné est quotient du groupe
libre & 7 — 1 générateurs et donc du groupe fondamental 7 (P*(C) \ {t1,...,t,.}), et
donc peut étre réalisé comme groupe d’automorphismes d’un revétement topologique
galoisien connexe f : X — PY(C) \ {t1,...,t,}. On peut ensuite prolonger f au-
dessus des points manquants ¢1,. .., t,. et obtenir un revétement analytique (ramifié)
f : X — PYC) entre surfaces de Riemann compactes. La derniére étape consiste
& montrer que le corps M (X) des fonctions méromorphes sur X est une extension
galoisienne finie de C(f) de groupe G.(%)

Le théoreme d’existence de Riemann est plus largement un résultat d’équivalence de
catégories, qui identifie les divers points de vue (topologique, analytique, algébrique)
de la théorie des revétements. Un exposé de ce volume est consacré a ce résultat
[De01a].

(5)11 serait important de pouvoir démontrer le théoréme d’existence de Riemann de maniére algé-
brique (et éventuellement adaptée au cas de la caractéristique p > 0). Dans cette direction, indiquons
larticle [Ko00] de Kollar qui fournit une preuve entierement algébrique de son corollaire fondamental,
A savoir, (GAL/INV/REG) sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Sa méthode, qui ne
passe pas par C, utilise des techniques de déformation de Kolldr-Miyaoka-Mori. (Voir aussi section
3.5).
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8 P. DEBES

2.2. Le point des résultats. — Le théoreme d’existence de Riemann fait de I’étude
des conjectures précédentes un probleme de descente : on va chercher a démontrer le
corollaire ci-dessus sur des sous-corps de C, idéalement Q. L’état actuel des connais-
sances est résumé par les théoremes 2.1 et 2.2 ci-dessous.

Théoréme 2.1— La forme réguliére du probléme inverse de Galois ainsi que ses va-
riantes (version forte et (BB)) sont vraies si le corps de base K est un corps ample.

Définition. — Un corps K est dit ample si pour toute K-courbe lisse C' géométrique-
ment irréductible, on a C(K) # @ = C(K) infini.

Exemples de corps amples

— Les corps pseudo algébriquement clos (PAC) : c’est-a-dire, les corps K pour
lesquels C'(K) # @ pour toute K-courbe lisse C' géométriquement irréductible. Les
corps algébriquement clos (et plus généralement séparablement clos) sont PAC. 1l
existe de nombreux autres exemples de corps PAC : voir [FrJa86], en particulier §6.9
et §16.6; le corps Q% (y/—1) (voir la définition de Q" ci-dessous) est un autre exemple
de corps PAC.

— Les corps valués complets : Q,, R, k((x)), etc.

— Les corps Q' : pour p premier fixé, le corps Q% des nombres algébriques to-
talement p-adiques peut étre défini comme l'extension galoisienne maximale de Q
contenue dans Q,. Le corps Q' des nombres algébriques totalement réels est plus
traditionnellement noté Q. Il y a des généralisations naturelles de ces corps qui sont
aussi des corps amples : Q peut étre remplacé par un corps de nombres K, le nombre
premier p par un ensemble fini de places de K.

— Les extensions algébriques de corps amples.

Le théoreme 2.1 correspond a la réunion de plusieurs travaux. Citons quelques
contributions, qui ont semblé des étapes importantes a ’auteur :

— (GAL/INV/REG) : Harbater [Har84|, [Har87]|, Dé¢bes-Fried [DeFr94], Debes
[De95], Pop [P096], Colliot-Thélene [Co00], Kolldr [Ko00].

— (GAL/INV/REG/+) : Fried-Vélklein [FrVo92], Fried-Haran-Vélklein [FrHaVo93],
Harbater [Har95], Pop [P093] [P096].

— (BB) : Débes [De99c], Colliot-Thélene [Co00], Moret-Bailly [Mo00].

La technique-clé a été la méthode de recollement pour les corps valués complets;
elle est due a D. Harbater. Pour certains corps amples (PAC, etc.), on peut utiliser
alternativement la théorie des espaces de Hurwitz de M. Fried. Depuis la mise en
ceuvre par Colliot-Thélene des techniques de déformation de Kollar, on dispose encore
d’une nouvelle approche, pour les corps amples de caractéristique 0. Les travaux de
Fried-Volklein et de F. Pop sur la forme forte en termes de problémes de plongement
ont également marqué une évolution importante du probleme. On doit aussi a Pop le
passage aux corps amples.

SEMINAIRES & CONGRES 5
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Nous aurons l'occasion de préciser ces contributions en section 3 ol nous revien-
drons sur les différentes approches.

Dans le second énoncé les résultats sont d’un autre type : les problemes sont résolus
sur le corps Q mais pour des groupes G fixés.

Théoreme 2.2

(a) La forme réguliére du probléme inverse de Galois est vraie sur K = Q pour
de nombreuz groupes : les groupes abéliens, Sq, Aq (d > 0), GL,,(F,), de nombreuses
familles classiques de groupes simples telles que PSL, (F,), PSU,(F,), PSp,,(F,) avec
éventuellement des conditions sur n et q, 25 des 26 groupes simples sporadiques
(mangque le groupe de Mathieu Mag), etc.

(b) L’énoncé (BB) est vrai sur K = Q (et en fait sur tout corps K©) ) pour les
groupes suiwvants : Sq, Aq (d > 0), les groupes abéliens, les groupes diédraux d’ordre
impair et ceuxr d’ordre 2™ avec m < 4.

La plupart des résultats dans (a) ont été obtenus par la méthode de rigidité et ses
développements ; nous y revenons plus bas. Nous renvoyons & [MaMat99] pour un point
plus précis et pour des références. Nombre de ces résultats sont dias a Malle, Matzat
et I’école d’Heidelberg ; citons aussi Belyi, Thompson, Vélklein, etc. Les résultats du
(b) sur le probléme (BB) sont dus pour beaucoup & E. Black [B198], [B199a], [B199b],
[BI0O] ; citons aussi Beckmann [Be94], Débes [De99c], Mestre [Me90], etc.

3. Les diverses approches

3.1. La rigidité. — Le théoreme d’existence de Riemann permet de résoudre le
probléme (GAL/REG/INV) ainsi que ses variantes sur K = Q (voir [De0la; §12]
pour la descente de C & Q). Poursuivre la descente (idéalement jusqu’a Q) est plus
difficile. On souhaite montrer que sous certaines conditions les revétements donnés par
le théoreme d’existence de Riemann sont définis sur Q. La difficulté est de controler
I'action de Gg = Gal(Q/Q) sur un revétement qui a a priori une origine topologique.
On a cependant un bon controle de cette action sur les invariants du revétement :
le groupe, les points de branchement, 'invariant canonique de l'inertie (voir [De0la;
§2]). On peut faire en sorte que 'action de Gg soit triviale sur les invariants mais
cela ne suffit pas en général pour garantir que le revétement est défini sur Q. Cepen-
dant cela suffit parfois : dans certaines situations, les invariants déterminent la classe
d’isomorphisme du revétement; si 'action de Gg est triviale sur ces invariants, alors
le revétement est défini sur Q. Les conditions qui définissent ces situations s’appellent
les conditions de rigidité : ce sont des conditions de théorie des groupes portant sur le
groupe G a réaliser et des classes de conjugaison C1,...,C, de G. La condition prin-
cipale demande qu’il n’existe qu’une seule classe d’isomorphisme de G-revétements

(®)Pour A, avec d > 5, le résultat ne semble étre connu que pour K de caractéristique 0.
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10 P. DEBES

ayant r points de branchement t1,...,t, € P1(Q) fixés et les « générateurs distingués
de l'inertie » dans C1, ..., C}; cela correspond a la transitivité de 'action de G par
conjugaison sur ’ensemble

7910.097‘:1
(915---59r) €G"| = {g1,--.,9r) =G
— giECQ-

Les conditions de rigidité sont assez contraignantes mais elles sont satisfaites pour
certains groupes. Nous renvoyons & [Se92] et [MaMat99] pour plus de détails, des
exemples et des références sur ce sujet.

Pour certains groupes, la méthode de rigidité ne donne pas le résultat désiré sur
Q mais sur un corps de nombres explicite, en général une extension abélienne de Q.
Outre la rigidité, d’autres méthodes ont donné des résultats de réalisation de groupes
sur Q ou des extensions controlées de Q. L’idée est d’utiliser une action classique de
Gq pour en déduire un morphisme surjectif Gg — G sur un groupe classique. Par
exemple, Shih utilise I’action de Gg sur les points de torsion des courbes elliptiques
et arrive & en déduire dans certains cas des réalisations du groupe PSLy(F,) ([Sh74],
[Sh78], [Se92]).

3.2. Familles de revétements. — La théorie de la rigidité a relancé le sujet dans
les années 70. Deux autres méthodes ont permis ensuite des avancées plus marquantes
encore, pour aboutir aux théoremes 2.1 et 2.2 : la théorie des espaces de Hurwitz, due
a M. Fried, qu’on peut voir comme un développement de la théorie de la rigidité, et
les méthodes dites de recollement, dues a D. Harbater. Assez distinctes, elles reposent
cependant sur une stratégie commune : travailler avec des familles de revétements.
Plus précisément, cela consiste a construire un revétement défini sur une extension
transcendante réguliére F' de Q et a chercher ensuite des spécialisations Q-rationnelles
du corps F'; en termes plus géométriques, cela revient & construire une famille de revé-
tements paramétrée par une variété ‘H définie sur Q et chercher des points rationnels
sur H; le corps de fonctions Q(H) correspond & lextension transcendante réguliere
F'. En quelque sorte, on cherche a effectuer la descente, de C a Q, en passant par les
extensions transcendantes régulieres (plutot que par les sous-extensions « purement
algébriques » F' C Q).

Formellement une famille de revétements est un morphisme F : 7 — H x P! fini
et plat de variétés quasi-projectives tel que pour tout h € H la fibre Fy, : 7, — P!
soit un revétement. Birationnellement parlant, la variété 7 peut étre vue comme une
hypersurface F(t1,...,t.,0,t,y) =0 ol t1,...,t., 0 sont les fonctions coordonnées de
lespace des parametres H et ol, & parametre h = (t9,...,t2,0°) fixé, le revétement
Fp est le revétement associé & 1’équation F'(h,t,y) = 0. Les fonctions coordonnées
t1,...,t., 0 satisfont les équations h(ty,...,t,,0) = 0 définissant la variété H ; on peut
choisir ¢1,...,t, algébriquement indépendants sur C. Le diagramme suivant résume
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la situation.

F(t1yentr,0,t,y)=0 T 4— O Tp  F(t3,...,t2,6°,t,y)=0

/| |

HxPl«——h x P!

| |

A(t1,etr0)=0  H ———h =(t7,...17,0°)

Supposons que la famille soit définie sur Q. S’il existe un point h = (¢¢,...,t2,0°) €
H(Q), le revétement-fibre 7, : 7, — P! est défini sur Q. Cette présentation s’adapte a
la situation des G-revétements. Pour démontrer la forme réguliere du probleme inverse

sur Q (i.e., 'énoncé (GAL/INV/REG)) pour G sur Q, il suffit alors de montrer que

H(Q) # 2.

Historiquement, deux types de constructions de familles se sont distingués : le pre-
mier correspond & une approche modulaire (ci-dessous), le second utilise des méthodes
de recollement (section 3.4).

3.3. L’approche modulaire

8.8.1. Espaces de Hurwitz et probléme inverse. — Cette premiere construction, due
a M. Fried ([Fr77], [FrVo91]), repose sur la théorie des espaces de modules de revéte-
ments — les espaces de Hurwitz. La construction de ces espaces est le fait fondamental.
Précisément, si on fixe le nombre r de points de branchement et le groupe G du revé-
tement, on montre qu’il existe un espace de modules H,. ¢ pour la catégorie C, ¢ des
revétements de P! définis sur C, avec r points de branchement et de groupe G C Sy :
I'espace H, ¢ est une variété algébrique lisse définie sur Q dont les points complexes
correspondent bijectivement aux classes d’isomorphisme d’objets de la catégorie C, .
De plus, si G est de centre trivial(?), il existe une famille de revétements (au sens
précédent) paramétrée par H, . Et cette famille est alors universelle; H, g est un
espace de modules fin.

Il s’agit ensuite, pour obtenir des applications au probleme inverse de Galois, de
trouver des points rationnels sur les espaces H, . On ne dispose pas d’une description
assez bonne de ces espaces, qui ont eux aussi une origine topologique, pour traiter
cette question en général. Dans certaines situations cependant, cela est possible. A
ce niveau, on fixe, en plus de r et de G, le r-uplet C = (C4,...,C,) des classes de
conjugaison dans G des « générateurs distingués de 'inertie » au-dessus des points
de branchement; les sous-espaces correspondants H, c(C) C H, g contiennent les
composantes irréductibles de H, g. Les espaces H, ¢(C) peuvent étre parfois étudiés

(MPour le probléeme inverse, cette hypothése n’est pas restrictive car tout groupe fini est quotient
d’un groupe de centre trivial [FrVo91].
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et décrits assez explicitement. Par exemple, pour r = 4, G un groupe diédral et
Cq,...,Cy égales a la classe des involutions de G, les espaces H, c(C) sont reliés
assez naturellement & des courbes modulaires [DeFr94].

L’application principale au probleme inverse de Galois utilise un critere de ratio-
nalité des espaces de Hurwitz(®), d a M. Fried [Fr77]. Ce critere fait intervenir les
courbes C tracées sur H;,G(C)v dont les points h correspondent a des revétements
dont on a fixé r — 1 des r points de branchement, disons to,...,t,; le « / » (dans

7.c(C)) signifie qu'il faut travailler sur I'espace de Hurwitz des revétements avec
points de branchement adjoints. La condition principale du critére est que le genre
g de ces courbes soit nul. Or ce genre g (qui est un invariant topologique) se déduit
par la formule de Riemann-Hurwitz de la monodromie du revétement de P! associé
a la correspondance h — t; (pour h dans une courbe C comme ci-dessus) : le cal-
cul se réduit a celui des orbites d’une certaine action d’un groupe de tresses. Il faut
s’assurer préalablement que H;,G(C) est connexe, ce qui se voit aussi en regardant
(la transitivité d’)une action d’un groupe de tresses. La vérification des conditions du
critére est donc un pur calcul de théorie des groupes. Dans les situations favorables(%),
la monodromie du revétement h — t; fournit également, un point rationnel sur (le
modele projectif lisse de) C, ce qui permet de conclure que C ~ P! et H;,G(C) ~ Pr
(birationnellement, sur tout corps de définition de H;, (C)).

En utilisant et développant ce critere, Matzat a résolu le probleme inverse pour de
nombreux groupes; la plupart des résultats du théoréme 2.2(a) proviennent de cette
méthode. Elle est cependant vraisemblablement insuffisante pour traiter la totalité
du probléme : le genre g n’est pas borné [DeFr94; §3]; on ne peut pas espérer que
H'T)G(C) soit une variété rationnelle en général. Mais Fried n’exclut pas qu’on puisse,
sous certaines hypotheses sur G et C et pour r assez grand, obtenir des conclusions
d’unirationalité.

L’approche modulaire fournit aussi des résultats en direction du théoreme 2.1. Nous
les indiquons au §3.4.3 ou nous les comparons a ceux que donnent les méthodes de
recollement.

3.8.2. Familles de Hurwitz et théorie de la descente. — L’utilité des espaces de Hur-
witz dépasse le simple cadre du probleme inverse de Galois. D’une fagon générale, les
espaces de modules refletent les propriétés des objets qu’ils parametrent. Par exemple,
I’étude du « bord » des espaces de Hurwitz donne des indications sur la dégénéres-
cence des revétements étudiés, ce qui, a son tour, par le principe que les singularités
géométriques sont « reconnues par Galois », a des incidences arithmétiques. Un autre
exemple vient de la théorie de la descente. Dans la recherche des plus petits corps de

(8)¢’est-a-dire, pour qu’un espace de Hurwitz soit birationnel & un espace projectif

(9)est le cas par exemple si les cycles de ramification au-dessus d’un des trois points de ramification
to,t3, ta sont de longueurs distinctes, ou plus généralement si le nombre de cycles de longueur donnée
est impair.
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définition d’un revétement donné, le corps des modules, i.e., le corps de définition du
point correspondant sur I’espace de modules, est un point de repere naturel. Le corps
des modules est le plus petit corps de définition si par exemple H, ¢ est un espace de
modules fin, et plus généralement s’il existe une famille de revétements paramétrée
par l'espace H; ¢ — une famille de Hurwitz. Quand ce n’est pas le cas, des extensions
éventuelles du corps des modules sont nécessaires pour obtenir un corps de défini-
tion, qui correspondent aux revétements étales de H, ¢ au-dessus desquelles il existe
des familles de Hurwitz. De nombreux résultats dans cette direction ont été obtenus
ces derniéres années (voir notamment [DeDoEm00]), qui montrent que les espaces de
modules sont un cadre naturel pour le développement des outils fondamentaux de
descente (cocycles d’obstruction, gerbes, etc.) forgés par Weil [Web56] et Grothendieck
[Gr60]. L’énoncé suivant, qui combine des énoncés de [DeDo97], [DeDo098], [DeDo099],
[DeHar98], [Em99] et [DeDoMo00], est une illustration des progres réalisés.

Théoréme 3.1 Soit f : X — P! un Q-revétement de corps des modules Q.

(a) Le revétement f est défini sur Q" (donc en particulier sur Q,), pour tout p
sauf éventuellement si p est l'un des « mauvais » premiers liés au revétement, i.e., si
p divise l'ordre du groupe du revétement ou si les points de branchement deviennent
égaux modulo p.

(b) Si f est un G-revétement, f est défini sur Q ssi f est défini sur Q, pour tout p.

Le théoreme 3.1 s’étend au cas ou Q est plus généralement un corps de nombres K.
Pour le (b), on doit cependant supposer que le corps K n’est pas une exception au
théoréme de Grunwald-Wang (c¢f. [DeDo97; §3.5]).

Pour une introduction aux questions de descente en liaison avec les espaces de
modules, nous renvoyons & [De01b]. A propos des espaces de Hurwitz en général
et leurs applications, il y a une littérature abondante. Un exposé de ce volume de
M. Emsalem [Em01] est consacré & ce sujet. Il en donne une présentation moderne, en
termes de champs. Pour une présentation plus classique, nous renvoyons & [De99a].

3.4. Méthodes de recollement et de déformation

8.4.1. Le résultat central. — C’est ici le

Théoréme d'Harbater — La forme réguliére du probléeme inverse de Galois, i.e.,
I’énoncé (GAL/INV/REG), est vraie sur tout corps K valué complet.

Il y a maintenant plusieurs démonstrations de ce résultat. Une idée souvent pré-
sente est de construire des revétements par recollements de revétements élémentaires,
cycliques par exemple. C’est en gros ce que l’on faisait sur le corps des complexes
ou la topologie permet de couper et coller des bouts de surfaces de Riemann. Sur un
corps valué complet, on peut également effectuer ces opérations, en se placant dans le
contexte de la géométrie formelle ou celui essentiellement équivalent de la géométrie
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rigide, mis en place respectivement par A. Grothendieck et J. Tate. Des théorémes
type GAGA garantissent que les revétements ainsi construits ont une structure al-
gébrique. La preuve initiale d’Harbater [Har87] utilise la géométrie formelle (formal
patching) ; le point de vue rigide a été développé par Serre [Se92], Liu [Li95] et Pop
[Po96]; un point de vue plus algébrique (algebraic patching), a été proposé ensuite
par Haran, Jarden et Volklein ([HaVo96], [HaJa98a], [HaJa98b], [HaJa00]).

Le mécanisme de recollement comporte deux étapes, qui apparaissent nettement
dans [Mo00], o lauteur démontre (GAL/INV/REG) et (BB) sur un corps ample.
La premiere consiste a assembler des revétements élémentaires : elle conduit a un
K-revétement d’une « chaine de P! », qui est connexe si on identifie convenablement
certaines fibres des revétements élémentaires. L’espace-base de cet assemblage est une
courbe singuliere. Une seconde étape est nécessaire pour déformer ce revétement en
un revétement d’une courbe lisse. La déformation de la base s’appuie sur les résultats
de Deligne-Mumford [DelMu69]; la déformation du revétement, ensuite, utilise un
travail de Harbater-Stevenson [HarSt99].

Cette technique de construction de revétements par recollement s’est révélée fé-
conde, pour de nombreux problemes d’existence de revétements. Elle a notamment
permis des avancées significatives en caractéristique p > 0 ou elle sert de palliatif en
labsence du théoreme d’existence de Riemann (cf. section 4). C’est ainsi une tech-
nique de base dans la preuve de la conjecture d’Abhyankar, par Raynaud et Harbater.
Un exposé de ce volume, de Q. Liu [Li01], est consacré a ce type de techniques; nous
y renvoyons.

Plus récemment, une nouvelle approche du théoréeme d’Harbater a été proposée par
Colliot-Thélene [Co00], puis Kollar [Ko00]. Nous y revenons dans la sous-section 3.5.

3.4.2. Construction de familles de revétements via les méthodes de recollement

L’idée de départ est d’utiliser le théoréeme d’Harbater sur le corps k((x)) des sé-
ries formelles & coefficients dans un corps k (arbitraire). Un revétement galoisien
f: X — P! défini sur k((z)) de groupe G donné (comme fourni par le théoréme d’Har-
bater) peut étre vu comme une famille de G-revétements paramétrée par une variété
H : on prend pour H une variété dont le corps des fonctions k(H) est un sous-corps
de type fini de k((x)) sur lequel f est défini. De plus, comme k(H) C k((x)), la variété
H est définie sur k. (Voir [DeDes97] pour plus de détails sur cet argument).

8.4.3. Quelques résultats. — Comme dans l'approche modulaire, toute la question
est de trouver des points rationnels sur H. Et on voit 1la une différence entre les
deux approches. La variété H de ce paragraphe est obtenue de fagon abstraite et
il semble difficile d’étudier les points rationnels sur Q ou sur des corps de nombres
spécifiques. Par contre, H a par construction des points k((z))-rationnels. Les espaces
de Hurwitz sont plus concrets ; il est parfois possible d’y trouver des points rationnels,
éventuellement sur le corps Q. Mais on ne dispose pas de résultat général d’existence,
méme sur les corps k((x)).
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D’apres un résultat de Pop [P096], si le corps k est ample on peut déduire que H pos-
séde des points k-rationnels (I’énoncé précis est que les corps amples sont existentielle-
ment clos dans k((x)) (et réciproquement)). On obtient ainsi, comme conséquence de
cette sous-section, le probléme inverse de Galois (forme réguliére) sur les corps amples.
Les variantes (version forte et (BB)) procedent des mémes principes; elles sont dues,
pour le cas général des corps amples, & Pop [Po96] (pour (GAL/INV/REG/4)) et &
Moret-Bailly (pour (BB)).

Pour le cas particulier des corps PAC de caractéristique 0, on peut aussi obtenir
les trois formes du probleme inverse, i.e., le théoréeme 2.1, par ’approche modulaire.
C’est ce que font Fried et Volklein dans [FrVo92] (voir aussi [De99¢| pour (BB) dans
ce contexte). B. Deschamps [Des95] a aussi montré, via ’approche modulaire, qu’étant
donné un groupe fini G, il existe une variété irréductible H (en fait une infinité) définie
sur Q et telle que

— H(Q) # @ entraine que G est groupe de Galois (régulierement) sur Q(T') (et
idem pour tout corps k D Q & la place de Q), et

- H(Q,) # @ pour tout premier p (y compris p = 00).

Dans la preuve de Deschamps, H est un espace de Hurwitz. On sait aussi dé-
montrer ce résultat par la seconde approche [DeDes97], comme conséquence de
(GAL/INV/REG) sur Q((x)); on peut méme alors demander que H soit une courbe
(mais elle est moins explicite que 'espace H de Deschamps). J-L. Colliot-Théléne
[Co00] a également noté que ’énoncé (GAL/INV/REG) pour un groupe G donné sur
le corps Q((x)) entraine 'existence de corps de nombres ki, ..., k, de degrés [k; : Q)
relativement premiers dans leur ensemble et tels que G est groupe de Galois sur k;(T")
régulierement, i = 1,...,n.

3.5. Autour du programme de Noether

8.5.1. Variétés rationnellement conneres. — On peut aussi voir le revétement de
Noether, et plus généralement les extensions génériques, comme des familles de G-
extensions (ou de G-torseurs). Nous gardons les notations introduites dans la section
1.4. Par revétement de Noether, nous entendrons un des deux revétements suivants,
que nous noterons Vg — Ug dans les deux cas :

e AY — AY/G avec G C Sy
e GLy; — GL4/G avec G C GLy

ol G est un groupe fixé d’ordre d.

La propriété verselle de ce revétement en fait un outil appréciable. Etant donné
un corps K, les points K-rationnels [resp. les points K (T')-rationnels] correspondent
aux G-extensions d’algébres de K [resp. de K(T')]. Pour retrouver le contexte des G-
revétements, on peut par exemple fixer une G-extension E/K de corps et s’intéresser
aux points K (T')-rationnels sur Ug, autrement dit aux courbes K-rationnelles tracées
sur Ug et passant, d’une part par un point u; € Ug(K) correspondant & la G-extension
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E/K et d’autre part par un point u, € Ug(K) correspondant & la G-extension d’al-
gebre triviale (d copies de K). Une telle courbe K-rationnelle C' correspond alors a
un G-revétement connexe de P! défini sur K et se spécialisant en I'extension E/K en
un point ¢; € P}(K) et en I'extension triviale en un autre t, € P1(K) (ces deux spé-
cialisations assurant que l'algebre F /K (T') associée a la courbe C est respectivement
un corps et une extension réguliere de K). L’existence de telles courbes C est liée a
la propriété de connezité rationnelle de Ug sur K, qui demande que deux K-points
sur Ug puissent toujours étre liés par une courbe K-rationnelle(*0) [C099]. Or, la va-
riété Ug étant unirationnelle, cette propriété est vraie sur K ; Ug est rationnellement
conneze sur K.

3.5.2. L’approche de Colliot-Théléne et Kolldir. — En appliquant a la variété de Noe-
ther Ug = GL4/G des techniques de déformation dans les variétés rationnellement
connezes dues & Kollar-Miyaoka-Mori'"), Colliot-Thélene [Co00] a obtenu une nou-
velle preuve du théoreme d’Harbater. De plus sa méthode a permis de démontrer
(BB) sur les corps amples de caractéristique 0. Dans un article ultérieur [Ko00],
Kollar obtient méme, comme produit de la méthode, I'existence pour tout groupe fini
G, d’'un Q-revétement galoisien de groupe G (pour ce point Colliot-Thélene invoque
le théoreme d’existence de Riemann).

Comme dans le §3.4, on peut distinguer dans la méthode les deux étapes d’as-
semblage et de déformation. Ainsi [Co00] part d'un K-revétement galoisien de P! de
groupe G donné, qui est vu comme comme une K-courbe rationnelle tracée sur la
variété de Noether Ug. On peut s’arranger pour que cette courbe passe par un point
K-rationnel u de Ug (correspondant par exemple & la G-extension de K donnée dans
(BB)). L’ensemble (ou ’assemblage) des conjugués de cette courbe sous Gg fournit,
apres éclatement du point commun u, une K-courbe paramétrée par un « K-arbre
singulier » de P's. La seconde étape utilise les techniques de Kollar : par déforma-
tion de cet arbre, on obtient sur Ug une K-courbe rationnelle irréductible et lisse,
c’est-a-dire, un K-G-revétement d’un seul PL.

8.5.8. Connerité rationnelle sur les corps amples. — En termes de la variété de Noe-
ther Ug et pour G groupe fini fixé, la propriété (BB) est satisfaite si par tout K-point
donné u; de Ug, on peut faire passer une K-courbe rationnelle sur laquelle le revé-
tement de Noether induise un revétement par une K-courbe absolument irréductible.
Pour un corps ample K, on peut se demander si on peut améliorer (BB) en montrant
qu’il existe une K-courbe rationnelle passant par uj et le point ug € Ug(K) corres-
pondant & la G-extension d’algebre triviale (d copies de K). La réponse est négative

(10)De facon précise, la définition demande que les deux points puissent étre liés par une chaine de
courbes rationnelles. Mais on peut montrer que sur un corps ample (ce & quoi nous nous bornerons
ici), une seule courbe suffit [Mo01].
(11) Ces auteurs travaillent initialement sur un corps de base algébriquement clos. La généralisation
aux corps amples est due a Kollar.
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en général. En s’appuyant sur le contre-exemple de Wang au théoreme de Grunwald,
Colliot-Thélene [Co00] a donné un contre-exemple : il prend K = Q2, G le groupe cy-
clique Cy et u; correspondant & la Cs-extension non ramifiée de Q512 ; en particulier,
Ug n’est pas K-rationnellement connexe.

Il y a néanmoins des énoncés positifs. Ainsi, si le corps K est PAC, la propriété de
connexité rationnelle est vraie sur K. En fait, toute G-extension d’algebres E/K d’un
corps PAC K de groupe donné G est spécialisation de tout G-revétement de P! défini
sur K [De99c]. Depuis un travail récent de P. Gille [Gi01], complété par Moret-Bailly
[Mo01], on dispose aussi du résultat suivant : si G est un groupe fini et p un nombre
premier ne divisant pas |G|, alors la variété Ug est rationnellement connexe sur Q) ;
autrement dit, si p ne divise pas |G|, deux G-extensions d’algebres de Q,, de groupe G
sont spécialisations d’un Q,-revétement de P*. Dans [C099], Colliot-Thélene demande
si une Q-variété Q-rationnellement connexe est Q,-rationnellement connexe pour tout
p sauf un nombre fini. D’apres le résultat de Gille, c’est le cas pour la variété Ug.

3.5.4. Compléments sur le probléme de Beckmann-Black. — Dans ce qui précede, le
corps de base est un corps ample. Il existe aussi de nombreux résultats relatifs au pro-
bleme (BB) sur le corps Q, comme ceux énoncés dans le théoreme 2.2. Les méthodes
sont différentes et diverses. Dans [Be94], S. Beckmann propose des constructions ex-
plicites pour le cas des groupes abéliens et du groupe symétrique Sy. Pour un groupe
abélien GG, ’énoncé découle en fait de la propriété relativement classique suivante
[De99b] : tout G-revétement de P! (ou d’une base plus générale) défini sur un corps
K (arbitraire) peut étre « tordu » en un autre K-modele") ayant pour fibre une G-
extension d’algebres arbitraire donnée a ’avance. Pour le groupe alterné A,, I’énoncé
(BB) se déduit des réalisations régulieres explicites de A; données par J-F. Mestre
[Me90]. Les résultats d’E. Black sur les groupes diédraux D,, nécessitent également
une approche assez fine [B198] [Bl99a]. Dans un premier temps, elle se place sur un
corps contenant suffisamment de racines de I'unité; elle peut alors utiliser la théorie
de Kummer et les travaux de Saltman pour traiter la partie cyclique C,, du groupe
diédral. La précision de ces résultats est suffisante pour passer de C,, & D,, (un pro-
bléme type probleme de plongement) et pour redescendre ensuite sur le corps initial
(sans les racines de 1'unité). Dans le cas oin = 2™ (m > 0) et K = Q, il y a cependant
des difficultés techniques liées au contre-exemple de Wang.

3.6. Action de Belyi-Thara et groupe de Grothendieck-Teichmiiller

Dans notre présentation, le point de départ était de reposer les questions historiques
(de théorie des nombres) sur Gg = Gal(Q/Q) (probleme inverse sur Q, conjecture

(12)Rappelons que le méme exemple avait été utilisé par Saltman pour montrer que Ug n’est pas
une variété rationnelle si G = C§g.

(13)Par K-modele, nous entendons un G-revétement de P! défini sur K et isomorphe sur K au
G-revétement initial.
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de Shafarevich) sous un angle géométrique, en ajoutant une indéterminée 7. Cela a
permis de nombreuses avancées, mais la méconnaissance de Gg, ici dans son action
sur les revétements de P!, demeure le probléme majeur en général. Méme si dans
certains cas (rigidité, etc.), les contraintes de la géométrie et de la théorie des groupes
ont permis de contourner la difficulté en trivialisant la face arithmétique du probleme,
on peut penser qu'une étude plus systématique de Gg s’impose. Il s’agit évidemment
d’une question fondamentale, a la croisée de multiples travaux. Par la théorie du corps
de classes global, on accede a I’abélianisé de Gg. Il y a aussi de nombreux travaux sur
les représentations ¢-adiques de Gg, notamment celles qui proviennent de I’action de
Gg sur la cohomologie (-adique des extensions & Q des Q-variétés algébriques. On peut
d’ailleurs replacer les travaux de Shih évoqués en section 2.1 dans ce courant. Dans les
années 70, A. Grothendieck place le probléme sur un terrain résolument géométrique
en proposant de parvenir & Gg via son action sur les revétements de P!\ {0, 1,00} et
plus généralement sur les espaces de modules de courbes avec r points marqués.

Plus précisément, notons 7 le groupe fondamental de la Q-variété P*\ {0, 1,00}. On
parle ici de la version algébrique du groupe fondamental qui classifie les Q-revétements
algébriques de P! ramifiés au-dessus de 0, 1, co (au plus) ; il résulte du théoréme d’exis-
tence de Riemann que 7 est le complété profini du groupe fondamental topologique,
c’est-a-dire du groupe libre F'(2) & 2 générateurs. L’action de Gg induit un homomor-
phisme

Gg — Aut(7y)

Un fait majeur est que ce morphisme est injectif. Cela résulte du théoreme de Belyi
([Bel79], [Se89]), selon lequel toute Q-courbe algébrique peut étre présentée comme
revétement de P! ramifié seulement en 0, 1 et co. L’étape suivante est de mieux cerner
I'image de ce morphisme. Cette action de Gg a été 'objet de nombreux travaux,
notamment de G. Anderson, P. Deligne, Y. Ihara et A. Grothendieck (nous renvoyons
a [Th90] pour un exposé de survol et des références). Ainsi, les « dessins d’enfants »
sont des représentations des revétements de P\ {0, 1,00} destinés & mieux visualiser
cette action. Un résultat significatif a été de montrer que I'image du morphisme ci-

dessus est contenue dans un certain sous-groupe de 7 x F@\)/ décrit par des formules
explicites. Ce groupe, qui a été découvert par Drinfel’d dans un autre contexte, est
noté GT et appelé groupe de Grothendieck-Teichmiiller.

Plus généralement, pour r > 3, considérons la Q-variété des r-uplets a coordon-
nées distinctes dans P! et notons X, son quotient par 'action de PGLy. On a ainsi
X3 =~ Spec(Q) et Xy ~ P!\ {0,1,00}. Le groupe fondamental topologique de X, est
un groupe classique, le mapping class group M, ,, lequel est un quotient du groupe
des tresses d’Artin B,.. L’action de Gg sur les revétements de X, induit un homomor-
phisme

Go — Aut(M,.,)
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Il existe d’autre part des fleches X,;1; — X, définies sur Q qui induisent des
homomorphismes M, ;11 — M, . On obtient en fait une action sur la tour de ces
groupes fondamentaux

Gg — Aut 1

On sait relier le groupe de droite au groupe de Grothendieck-Teichmiiller de fagon
précise : moyennant quelques conditions techniques supplémentaires, on obtient exac-
tement GT [LoSc94]. 11 est évidemment naturel de demander quelle place occupe le
groupe Gg a l'intérieur de GT.

Pour une introduction plus détaillée & cette branche du domaine, nous renvoyons
a [Th90] et [Lo01].

4. Caractéristique p > 0

L’inséparabilité éventuelle des extensions, la possibilité de ramification sauvage,
I’existence d’extensions cycliques non-kummeriennes, etc., sont autant de phénomenes
spécifiques a la caractéristique p > 0 qui rendent ce cas plus difficile en général. Un fait
fondamental résume la difficulté : on ne connailt pas d’analogue du théoreme d’exis-
tence de Riemann en caractéristique p > 0. Donc, méme sur des corps algébriquement
clos, les questions considérées posent a priori des problemes. Les techniques de recol-
lement (section 3.4), qui permettent de construire des revétements et qui sont valides
en toute caractéristique, pallient cependant & ce manque et ont permis de réaliser des
progres importants. En fait, une forme faible du théoreme d’existence de Riemann, in-
diquant que, sous certaines conditions, le 1 en caractéristique p > 0, a pour quotient
un quotient assez gros du m; en caractéristique 0, a été établie par F. Pop [Po94].

4.1. Probléeme inverse en caractéristique p > 0. — Le théoréme 2.1 sur le
probléme inverse et ses variantes sur les corps amples est démontré en toute carac-
téristique (cf. §3.4). On obtient en particulier les énoncés (GAL/INV/REG) [Har84]
et (GAL/INV/REG/+) [Har95], [P0o93] sur un corps algébriquement clos. Le second
signifie simplement que le groupe GF(T) est un groupe pro-libre (via le théoréme de
Tsen). L’énoncé (GAL/INV/REG) appliqué & un certain corps PAC construit comme
ultraproduit de corps finis (une construction due initialement & J. Ax) permet de
montrer qu’étant donné un groupe fini G, (GAL/INV/REG) est vrai pour G sur tout
corps fini Fy sauf éventuellement un nombre fini; ce résultat est initialement da a
Fried et Volklein [FrVo92], mais pour la variante un peu plus faible « sur tout corps
fini premier F,, sauf éventuellement un nombre fini », le cas général a été établi ensuite
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par Pop [P096]. Pour le corps premier K = F,, de nombreuses réalisations explicites
de groupes classiques ont été obtenues par Abhyankar. Quant & ’énoncé (BB), comme
les précédents, il a été établi sur tout corps ample (de caractéristique arbitraire); ce
résultat est dit & Moret-Bailly [Mo00]. Le (b) du théoréme 2.2, également relatif a
I’énoncé (BB), est lui aussi valable en toute caractéristique (sauf pour le groupe Aq
avec d > 5).

4.2. Groupes fondamentaux et conjecture d’Abhyankar. — On se place ici
sur un corps de base k algébriquement clos de caractéristique p > 0.

4.2.1. Le cas affine. — En I'absence du théoréme d’existence de Riemann, le groupe
fondamental (algébrique) 1 (X) de X = P\ {t1,...,t.} (r > 0), qui classifie les reve-
tements de P! non ramifiés au-dessus de X, est encore mal connu. On sait cependant
grace au théoréme de spécialisation de Grothendieck [Gr71-SGA1] que le wf/ (premier
a p) [resp le w} (modéré)], qui classifie les revétements de groupe d’ordre premier a
p [resp. les revétements modérément ramifiés (en x1,...,z,)], est isomorphe a la p’-
partie du 71 en caractéristique 0 (i.e., du groupe pro-libre & r — 1 générateurs) [resp.
est isomorphe & un quotient du m; en caractéristique 0]. Le cas général est plus com-
plexe : par exemple, on sait que la structure de m; dépend de l’ensemble {ti,... ¢}
et pas seulement de r comme en caractéristique 0.

A défaut de pouvoir décrire m; exactement, on connait I’ensemble de ses quotients
finis (noté m4) ; on sait donc quels groupes sont groupes d’automorphismes d’un re-
vétement, non-ramifié au-dessus de P!\ {t1,...,t,}. La réponse est donnée par la

Conjecture d’Abhyankar — Un groupe G est quotient du w1 si et seulement si chaque
quotient de G d’ordre premier a p est quotient du m en caractéristique 0.

qui a été démontrée en 1992. Raynaud [Ra94] a d’abord traité le cas de la droite affine
(X avec r = 1); Harbater [Har94] a déduit ensuite le cas général, encore grace a des
méthodes de recollement.

La condition de ’énoncé équivaut a demander que le quotient de G par le sous-
groupe engendré par ses p-Sylow soit quotient du m; en caractéristique 0. Il y a a
priori plus de revétements en caractéristique p qu’en caractéristique 0 : par exemple,
au contraire de la caractéristique 0, les p-groupes, et plus généralement les quasi-
p groupes (i.e., les groupes qui sont engendrés par leurs p-sous-groupes de Sylow)
sont groupes de Galois de revétements non ramifiés de la droite affine; penser au
revétement d’Artin-Schreier.

4.2.2. Le cas projectif. — La conjecture d’Abhyankar est établie plus généralement
avec P! remplacé par une courbe projective X de genre ¢g. Pour ¢ > 0, on peut
également regarder le cas r = 0, d.e., le cas ol X = X est une courbe projective.
Le cas projectif est assez différent du cas affine. Ainsi, pour une courbe projective,
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le m; est déterminé par ’ensemble w4 de ses quotients finis(%) . Tétude du 74 est
donc aussi difficile que celle du 7;. La considération des revétements de groupe un p-
groupe fournit une autre différence. En fait, la p-partie du 7, d’une courbe projective
X de genre g est connue, grace un résultat de Shafarevich ; elle dépend essentiellement
de p, de g et de l'invariant de Hasse-Witt v+ de X (ie., la F,-dimension du sous-
groupe de p-torsion de la jacobienne Jx de X). Ainsi, pour qu'un p-groupe soit dans
74, il doit étre de rang < . Il y a donc moins de revétements en caractéristique
p > 0 qu’en caractéristique 0 (contrairement au cas affine r > 0) : le groupe (Z/pZ)?
est groupe d’automorphismes d’un revétement non ramifié d’une courbe elliptique en
caractéristique 0 mais pas en caractéristique p (car v < g = 1). La condition de
la conjecture d’Abhyankar pour qu’un groupe soit dans w4 n’est donc pas suffisante
pour une courbe projective (on sait par Grothendieck qu’elle demeure nécessaire). Le
cas « projectif » a beaucoup été étudié par K. Stevenson ([St96], [St98]). Elle a par
exemple montré que tout groupe fini engendré par d éléments est quotient du 7 de
presque toute courbe projective X de genre g > d. Nous renvoyons & ses travaux.

4.2.8. Autres généralisations. — Un autre sujet de recherches dans cette direction est
de chercher a généraliser la conjecture d’Abhyankar & des variétés de dimension supé-
rieure. Des travaux d’Harbater vont dans ce sens. Il a récemment montré avec M. van
der Put que la condition du cas des courbes ne s’étend pas telle quelle [HarvdP00].

4.3. Réduction et relevement des revétements. — La situation générale est la
suivante. On se donne un anneau de valuation discréte (complet) R de corps résiduel
k de caractéristique p. Un revétement f : X — P! sur R étant donné, on peut
s'intéresser au revétement f : X — P! sur k obtenu par réduction; on dit qu'il y a
bonne réduction si X est irréductible et réduit. Inversement, un k-revétement f étant
donné, on dit qu’il se reléve sur R s’il existe un R-revétement f qui se réduit en f.
Réduction et relevement des revétements, qui font le lien entre la caractéristique
0 et la caractéristique > 0, sont des questions beaucoup étudiées. La recherche du
groupe fondamental des courbes en caractéristique p > 0 est une premiere motivation :
la caractéristique O sert de modele et de point de départ. On peut aussi avoir des
motivations arithmétiques, l'idée générale étant que « Galois respecte les singularités »
des revétements, notamment en réduction. Ainsi, il y a un lien entre la bonne ou
mauvaise réduction de f et la ramification de p dans le corps des modules de f.
Pour ces questions, il y a un premier cas que ’on maitrise assez bien, en gros grace
au théoreme de spécialisation de Grothendieck : le cas des revétements de groupe
d’ordre premier a p et plus généralement des revétement modérément ramifiés. Les
k-revétements modérément ramifiés se relevent en caractéristique 0. Un résultat de

(14) Cela résulte du théoreme de spécialisation de Grothendieck (cas projectif) qui entraine que le
71 d’une courbe projective, quotient du w1 en caractéristique 0, est un groupe pro-fini de type fini,
combiné au fait qu’un tel groupe est déterminé par ses quotients finis [FrJa86 ; Prop. 15.4].
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Fulton [Fu69], qui est un ingrédient-clé du théoreéme de spécialisation, précise la ques-
tion de la réduction : si les points de branchement d’un R-revétement f modérément
ramifié demeurent distincts en réduction, alors il y a bonne réduction. Un résultat de
Beckmann [Be89], également conséquence du théoréme de Grothendieck, indique que
si p est un bon premier, i.e., si p ne divise pas 'ordre du groupe du revétement et si
les points de branchement demeurent distincts en réduction, alors p n’est pas ramifié
dans le corps des modules de f.

On en connait beaucoup moins sur le cas des revétements de groupe d’ordre di-
visible par p, qui est plus complexe, mais aussi potentiellement plus instructif. Ainsi
dans la preuve de la conjecture d’Abhyankar, les revétements qu’il s’agit de construire
s’obtiennent a partir de revétements en caractéristique 0 dans une situation ou il y
a mauvaise réduction. Un outil important est la théorie de la réduction semi-stable :
le travail consiste alors & étudier la mauvaise réduction des modeles semi-stables (qui
existent en général). En utilisant la méme démarche, Raynaud [Ra99] a obtenu, pour
des revétements galoisiens de P! \ {0,1,00} de groupe d’ordre divisible par p, une
borne pour l'indice de ramification de p dans son corps des modules, sous ’hypothese
de mauvaise réduction. A contrario cela fournit un critere de bonne réduction. En sui-
vant 'approche de Raynaud, I. Bouw et S. Wewers [BoWe00] poursuivent ce travail
en envisageant le cas de 4 points de branchement. M. Emsalem et S. Flon développent
le résultat de Beckmann dans les situations potentielles de mauvaise réduction ou p
est un « mauvais » premier ; ils obtiennent des formules reliant les indices de ramifica-
tion de p a d’autres invariants. Les questions de relevement font également ’objet de
nombreux travaux dans le cas non modéré. Une conjecture attribuée a F. Oort prédit
que tout G-revétement cyclique en caractéristique p se reléve en caractéristique 0. Il
y a plusieurs approches : voir les travaux de Green-Matignon, Saidi, Henrio, Bertin-
Mézard. Actuellement, on ne sait traiter que le cas d’un groupe d’ordre divisible par
p? au plus. La encore, les techniques de déformation des revétements, ou de facon
équivalente, des représentations de 7y, se révelent utiles.

Pour plus de détails et plus de références sur cette partie, voir [EmO01].
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