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EXTENSIONS DE DELIGNE
POUR LES CROISEMENTS NORMAUX

par

Joél Briangon

Résumé — Etant donné une connexion holomorphe intégrable sur le complémentaire
d’un diviseur & croisements normaux, nous en construisons, suivant P. Deligne, un
prolongement méromorphe régulier.

Abstract(Deligne extension for normal crossings). — Given an integrable holomorphic
connection on the complement of a divisor with normal crossings, we construct, fol-
lowing P. Deligne, a regular meromorphic extension.

Introduction

Dans [M], suivant P. Deligne [D], B. Malgrange nous explique comment construire
une connexion méromorphe réguliere sur une variété analytique complexe X, pro-
longeant une connexion holomorphe (intégrable) donnée sur le complémentaire d'une
hypersurface Y de X ; cela permet de montrer «’essentielle surjectivité » du foncteur
de restriction de la catégorie des connexions méromorphes régulieres a poles le long
de Y vers la catégorie des connexions holomorphes sur X — Y.

Pour obtenir ce résultat, B. Malgrange utilise le théoreme global de résolution des
singularités (de H. Hironaka), apres avoir exhibé un tel prolongement lorsque Y est
un diviseur a croisements normaux. Dans ce cours, nous proposons de reprendre et
d’expliciter cette derniere construction du « prolongement de Deligne ».

1. Rappels sur les connexions holomorphes

U désigne une variété analytique complexe connexe de dimension n (dans les para-
graphes suivants, U sera X —Y), Oy son faisceau structural, 2, le faisceau-des formes
différentielles holomorphes de degré j, d la différentielle de De Rham ; dans les cours

Classification mathématique par sujef2000). — 32S, 14B.
Mots clefs — Connexions méromorphes réguliéres.
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150 J. BRIANCON

du CIMPA d’aotit et septembre 1990, il a été démontré 1’équivalence entre les caté-
gories suivantes (nous rappelons seulement la description des objets, les morphismes
étant naturels) :

1.1. les fibrés vectoriels holomorphes munis d’une connexion intégrable

Un objet de cette catégorie est donc un couple (F,V) formé d’un fibré vectoriel
holomorphe F' de rang fini, identifié au faisceau de &y-Modules localement libre de
ses sections holomorphes, et d’une connexion intégrable V sur F.

Un morphisme est un morphisme de fibrés qui commute aux connexions. Rappelons
qu’une connexion sur F' est un morphisme C-linéaire :

V:F —Qf ®¢, F
vérifiant, pour tout h € Oy et tout f € F :
V(hf)=dh® f+ hV(f)
L’application V se prolonge naturellement et de maniere unique :
Vi ®e, F— QT @4, F
satisfaisant, pour tout w € Q{] et feF:
Vi f)=dv® f+ (=1)7w A V(f)
La connexion est dite intégrable si V' o V = 0; si tel est le cas,
Q ©eoy, F,V7)

est un complexe, le complexe de De Rham associé a la connexion.

Le faisceau V' = Ker(V) s’appelle le faisceau-des sections horizontales de la
connexion. Le théoréme fondamental suivant s’obtient a partir du théoreme de Cau-
chy pour les systemes différentiels holomorphes a une seule variable, avec parametres
(voir par exemple [GM] p.134-139) :

Théoreme 1 — Si (F,V) est une connexion intégrable de rang m, le faisceau V =
Ker(V) de ses sections horizontales est un systéme local de rang m.

Rappelons qu’un « systeme local » est, par définition, un « faisceau localement
constant d’espaces vectoriels »; pour un exposé détaillé sur les systemes locaux, voir
[MN] p. 50-62.

Calcul local. — Soit € = (eq, ..., en) une base (locale) de F' sur Oy ; posons : V(e;) =
wi; ®ep+ -+ wmj ®en; la matrice de formes de degré un, Q = (w; ;) s’appelle la
forme de la connexion dans la base €. Pour un élément f = y1e1+- - -+ ymen, de F, son
image par V est : V(f) = z1e1 + - - + zmen, ol le vecteur colonne Z des composantes
s’obtient a partir du vecteur colonne Y des composantes de f par la formule :

Z=dY + QY
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EXTENSIONS DE DELIGNE POUR LES CROISEMENTS NORMAUX 151

La connexion est intégrable (on dit aussi « plate ») si et seulement si sa forme dans
une base ¢ vérifie :

dQ2=QANQ
Les sections horizontales s’obtiennent comme solutions du systéme différentiel :
dy = -QY
Changement de base. — Soit €' = (ef,...,e},) une autre base de F et S = (s, ;) la

matrice de passage (holomorphe inversible) de la base € vers la base €’ :
€ = s1e1 4+ Smjem
la forme €2’ de la connexion dans la nouvelle base est :

=515+ 571Qs

1.2. Les systemes locaux. — Un objet de cette catégorie est un systéme local V'
sur U d’espaces vectoriels complexes de dimension finie ;

Corollaire 1. — Le foncteur qui a une connexion intégrable associe ses sections hori-
zontales est une équivalence entre la catégorie des connexions intégrables sur U et la
catégorie des systéemes locauz sur U.

Un foncteur quasi-inverse peut étre construit de la fagon suivante : & V' on associe
F = 0y ®c V muni de la connexion satisfaisant :V(h ® v) = dh ® v pour tout h de
Oy et v dans V.

1.3. Les modules différentiels dont le support singulier est vide

Il s’agit donc des 2y -Modules dont la variété caractéristique est la section nulle
du fibré cotangent & U. Le théoréme suivant est démontré dans [GM] (théoréme 4
p.137) :

Théoréme 2 — Le foncteur qui a un Py -Module cohérent M sur U associe la
connexion (M,V) définie dans tout systéme de coordonnées locales (x1,...,2,) et
toute section locale f de M par :

V(f) =d$1®d;;l1f+-'-+d:cn®£f
est une équivalence entre la catégorie des Dy -Modules cohérents sur U ayant un
support singulier vide et la catégorie des connexions intégrables sur U.

Un foncteur quasi-inverse se construit ainsi : si (F, V) est une connexion intégrable,
(z1,...,2y) un systeme de coordonnées locales, f une section locale de F', on pose :

V(f)=der1 @ fi+ -+ de, ® f

puis, pour i =1,...,n: J

d.l?i

f=1i
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152 J. BRIANCON

1.4. Les représentations complexes finies du groupe fondamental

Dans [MN] (pp.55-57) est décrite la fagon dont on peut associer & un systeéme
local V' sur U son groupe de monodromie. Rappelons tres brievement la maniere de
procéder : tout d’abord, si v : [0,1] — U est un chemin de U, v*V est un faisceau
constant sur [0, 1]; on en déduit une fleche naturelle de V(o) vers V(1) faisant com-
muter les isomorphismes entre les sections globales de v*V sur [0, 1], et ses fibres en
{0} et {1}; cet isomorphisme ne dépend que de la classe d’homotopie de ~. Si on fixe
un point a de U on obtient ainsi un homomorphisme de 11y (U, a) dans GL(V,) (c’est
en fait un anti-homomorphisme lorsqu’on compose les lacets dans le sens habituel).
On a ([MN] proposition 1.2.5. p.57) :

Théoréme 3 — Le foncteur qui a un un systéme local sur U associe la monodromie
de sa fibre en un point a de U est une équivalence entre la catégorie des systémes
locaux sur U et la catégorie des représentations complexes finies de 111 (U, a)

Exemple — On prend U = C2—Y ol1 Y est le croisement normal défini par z122 = 0;
soit V le sous espace vectoriel de Oy engendré par les déterminations de la fonction :

9 = Vx1log(z1/x2) exp(1/z2)
on note :
h = iz exp(1/as)

a) V est isomorphe au sous espace de &7 engendré par :

o) == (0)

b) Le groupe fondamental de U est Z2, de base les classes des lacets « faisant un
tour » autour de {x; = 0} et {z2 = 0} respectivement. Les monodromies correspon-
dantes sont données dans la base (u,v) par les matrices :

—1 —2im 1 2w
A == A =
! ( 0 -1 ) “ ? (0 1 )

¢) F = 0y ®cV est isomorphe & 07, et la matrice de la connexion correspondante
dans la base canonique est :

avec :

d) Enfin, le 2y -Module associé est :
i
DE (21 + M) + D3 (=1 + My)

SEMINAIRES & CONGRES 8



EXTENSIONS DE DELIGNE POUR LES CROISEMENTS NORMAUX 153

avec I la matrice identité, M; et My les matrices transposées des coefficients de
dxy et dxo dans . On remarque que Q = d(—1/z3) + Q' ou ' est la forme de
la connexion réguliere(t) % (sur C?) correspondant au systeme local engendré par
les déterminations de /@7 log(z1/z2) et d(—1/x2) correspond au systéme irrégulier(*)
Cexp(l/z2); la connexion décrite, de forme €, est donc la connexion « élémentaire » :

£/ o
(voir le cours de C.Sabbah).

Bien stir les deux connexions définies par €2 et Q' sont isomorphes sur U, I'isomor-
phisme étant donné par la multiplication par exp(—1/xz2).

Faisons remarquer pour finir, que, par multiplication par exp(exp(l/zs)), nous
aurions obtenu une connexion toujours isomorphe aux précédentes sur U, mais non
égale A la restriction d’une connexion méromorphe™ sur C2.

2. Connexions méromorphes

X désigne une variété analytique complexe connexe de dimension n, de faisceau
structural Ox, Y une hypersurface de X, U = X — Y ; Ox[xY] est le faisceau-des
fonctions méromorphes a pole le long de Y'; la fibre de ce faisceau en un point a de
Y est Ox 4[1/¢] si ¢ désigne une équation locale de Y au voisinage de a. On montre
facilement la cohérence de ce faisceau d’anneaux a partir de celle de Ox.

On définit également QJX[*Y] = Ox[*Y] Qpy QJX le faisceau-des formes différen-
tielles méromorphes de degré j a pole le long de Y.

2.1. Définitions

Definition 1. — On appelle fibré méromorphe sur X a pole le long de Y un faisceau
cohérent F de Ox [xY] -Modules.
On dit que F est effectif s’il existe un faisceau G’ cohérent de &x-Modules tel que :

F = ﬁX[*Y] Qo G

Une connexion méromorphe est un couple (F, V) formé dun fibré méromorphe F et
d’une connexion
V:F— Qﬁ( [*Y] Qo x[*Y] F
Un prolongement méromorphe d’une connexion (F,V) sur U = X — Y est une
connexion méromorphe (F,V) munie d’un isomorphisme de sa restriction & X — Y
sur (F, V) :
(U (Fa V) ‘X—Yg) (Fv V)

(Dbien siir j’anticipe... voir ci-dessous!
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154 J. BRIANCON

Attention : la définition de « fibré méromorphe » donnée ci-dessus n’est pas tres
satisfaisante en ce sens que le faisceau n’est pas supposé localement libre. Il est bien
entendu que dans la définition ci-dessus, on demande a V d’étre C-linéaire et de satis-
faire a l'identité analogue a celle d’une connexion holomorphe pour la multiplication
par une fonction méromorphe : pour tout h € Ox[*Y] et tout f € F :

V(hf) =dh® f + bV (f)

On définit de la méme maniere les connections méromorphes intégrables. Pour ce
qui concerne leffectivité d’un module F, autrement dit I’existence d’un réseau, nous
renvoyons évidemment le lecteur au cours de B.Malgrange a cette méme école de
Séville! Localement, il n’y a pas de probleme d’effectivité ; on obtient par exemple :

Lemme 1 — Un Ox[+Y] -Module cohérent de support inclus dans Y est nul.

On laisse en exercice la preuve de ce lemme (voir aussi [C] p.44) et une premiére
application : si deux connections méromorphes (F', V) et (F, V') sont égales sur X —Y,
elles sont égales.

Comme cela a été fait pour les connexions holomorphes intégrables, on peut as-
socier, & une connexion méromorphe intégrable, un Zx-Module : voir le paragraphe
1.3 et la construction du foncteur quasi-inverse qui suit 1’énoncé du théoreme. On
peut alors démontrer ’équivalence de catégories suivante, équivalence déja donnée
par C.Sabbah dans son cours :

Proposition 1 — (F,V) est une connexion méromorphe intégrable si et seulement si
les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) M = F est un Px-Module holonome égal & son localisé (M = Ox[xY]®@g, M)
(ii) La restriction de M = F a X —Y est localement libre.

Dans le sens direct, c’est une conséquence d’un théoreme de M. Kashiwara utilisant
lexistence de la b-fonction (voir le cours de Ph.Maisonobe dans cette école) : Si
M est un Px-Module cohérent, holonome sur X —Y, alors son localisé M[xY] =
Ox[*Y] ®p, M est holonome (sur X).

Réciproquement, si M est un Zx-Module vérifiant les conditions (i) et (ii), on
peut considérer localement une bonne filtration, et exprimer le fait que la variété
caractéristique de M est contenue dans la réunion de Y et de la section nulle du fibré
cotangent a X... encore une fois les détails sont laissés en exercice.

2.2. Image inverse d’une connexion méromorphe. — Soit : v : Z — X une
application holomorphe coupant proprement Y, c’est-a-dire telle que u=*(Y) soit en-
core un diviseur (autrement dit, u(Z) n’est pas contenu dans Y'); alors, si (F, V) est
une connexion méromorphe sur X, on définit u*F = O Qu-1(6x) u™'F puis u*V de
la fagon suivante :

SEMINAIRES & CONGRES 8



EXTENSIONS DE DELIGNE POUR LES CROISEMENTS NORMAUX 155

soient 1 = u1(2),...,&, = uy(z) I'expression de u dans des coordonnées locales
sur X et, pour une section locale f de F, V(f) = dx1 ® f1 + - +dz, ® f, ; on pose :
(W*V)(u*f) =dus @ u*f1 + -+ - + dup, @ u* fr.

Il faut bien str vérifier que cette définition est compatible aux changements de
coordonnées locales et définit une connexion méromorphe (u*F,u*V) sur Z & pole le
long de u=1(Y), intégrable si la premiere I'est (exercices). Le systéme local correspon-
dant sur Z —u~1(Y) est 'image réciproque du systéme local sur X — Y induit par la
connexion de départ.

Il s’agit d’un cas particulier de 'image inverse d’'un Z-Module : voir la proposition
précédente, et, encore une fois, le cours de Ph. Maisonobe.

2.3. Connexion réguliere en dimension 1. — Pour ce qui concerne les
connexions méromorphes en dimension 1 nous renvoyons le lecteur, par exemple,
a [S].

Soient K = C{t}[1/t], W un K-espace vectoriel de dimension finie m muni d’une
connexion V (automatiquement intégrable puisque nous sommes en dimension 1);
rappelons le résultat classique suivant :

Théoréme 4 — Pour une connexion méromorphe (W,V) de rang m sur K =
C{t}[1/t] les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une base de W dans laquelle la matrice de V admet un péle simple,

(i1) il existe une base de W dans laquelle la matrice de V est Rdt/t avec R €
End(C™),

(i) les sections horizontales de V dans tout secteur strict de sommet [origine sont
a croissance modérée.

Definition 2. — Une connexion méromorphe possédant les propriétés équivalentes du
théoreme est dite réguliere.

Remarque — L’implication (i)=-(iii) est le théoreme de Fuchs; les sections horizon-
tales étant alors a croissance modérée (sur tout secteur) et de « détermination finie »,
elles sont « de classe de Nilsson » :

> ok (t)t"(log t)*

ol aq i sont dans C{t}, « parcourt une partie finie de C, et k parcourt les entiers de
0am—1.

Exercice — Montrer que la notion de régularité est stable par image réciproque par
un germe u : C,0 — C,0 (non identique & 0) : (W, V) est réguliére si et seulement si
(w*W,u*V) Dest.
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156 J. BRIANCON

Exemple — Y = (i _11//32) est une matrice fondamentale de solutions du systéme

différentiel Y/ = MY avec :
0 1
M =
(1ot 1)

correspondant & la connexion dont la forme, dans une base de K2, est : Q = —Mdt. Les
solutions sont méromorphes, donc a croissance modérée, et la connexion est réguliere ;
on vérifie que le changement de bases donné par la matrice :

5= (o)

amene une forme ayant un poéle simple :

Q' =85"1dS+ 857108 = R%

r=(47)

2.4. Connexions méromorphes réguliéres

avec

Definition 3. — Une connexion méromorphe (F, V) sur X & pole le long de Y est dite
réguliere si, pour toute application analytique u d’un disque de C dans X coupant
proprement Y, son image inverse (u*F,u*V) par u est réguliere.

Nous allons décrire maintenant quelques opérations sur les connexions régulieres ;
nous laissons les démonstrations des propriétés aux lecteurs ; les connexions sont tou-
jours supposées intégrables.

Image inverse. — L’image inverse d’une connexion réguliere par un morphisme cou-
pant proprement Y est réguliere.

Suite ezacte. — Etant donné une suite exacte de connexions méromorphes :
0— (F,V) — (G,V) — (H,V) — 0
alors (G, V) est réguliere si et seulement si (F, V) et (H, V) le sont.

Produit tensoriel. — On construit le produit tensoriel de deux connexions méro-
morphes (F,V) et (G, V) en posant :

H=F®py.v) G
et en définissant la connexion sur H vérifiant pour tout f € F et g € G :
V(fog)=V(f)eg+faV(g).

Si les deux connexions sont réguliéres, leur produit tensoriel I’est aussi.
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Morphismes. — Etant donné deux connexions méromorphes (F, V) et (G, V), on met
sur :

H= %Omﬁx [*Y] (f7 é)

la connexion définie par :

V(o(f) = (V(©)(f) +o(V(]))

pour tout v € H et f € F. On vérifie que (H,V) est une connexion méromorphe
(intégrable), dont les sections horizontales globales sont exactement les morphismes
entre les deux connexions :

Hom(F,V), (G, V).

On vérifie que si les deux connexions de départ sont régulieres, la connexion ainsi
construite est réguliere.

Dual. — En prenant pour (G, V) la connexion triviale (0x[*Y], d), on obtient comme
cas particulier du précédent la connexion duale :

F* = %omﬁx [*Y] (F, ﬁx[*Y])
Le systeme local correspondant sur X — Y est :
%Omcx (V, Cx)

le dual du systeme local V' formé par les sections horizontales de la restriction de
(F,V)a X -Y.

3. Connexions méromorphes a poéle logarithmique le long d’un diviseur a
croisements normaux

3.1. Calculs en coordonnées locales. — Dans ce paragraphe nous supposons que
X est un polydisque de centre 'origine dans C” et Y I’hypersurface de X d’équation :

T1---xp =0

Y est donc I'union des p « hyperplans » de X, Y; = {z; = 0} pour j = 1,...,p. On
pose : Yj’ =Y; — Upx; Y ; ce sont les composantes connexes de la partie lisse de Y.
On a: Ox[+xY] = Ox| ]. Soit :

I
V: Ox[xY]" — QY [*Y] @ Ox[+Y]™

une connexion méromorphe; elle est donnée dans la base canonique € = (eq, ..., en)

par: V(ej) = w1 j®e1+- - +wn ; ey ; samatrice de formes de degré un, Q = (w; ;),

s’écrit :

O =Mdr, + -+ Mdx,
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1
T1-x

ot M* = (Mlk]) est une matrice & coefficients dans Ox| ]. La condition d’inté-

grabilité dQ) = Q A Q s’écrit : pour tout couple (k,?) :
dM*  dM*
dxy dzy,

_ [Mk,Me]

Definition 4. — On dit que Q est & pole logarithmique si :

«pour k=1,...,p, M¥ = N¥/z;, avec N* holomorphe,

« pour k=p+1,...,n, M* est holomorphe.

La matrice holomorphe Ry = N*(xy,...,0,...,1,), restriction de N* & Y}, s’ap-
pelle le résidu de Q le long de Yy (cela pour k =1,...,p).

Proposition 2 — Lorsque z varie dans Y}, le résidu Ry(z) de Q le long de Y}, reste
dans une méme classe de conjugaison de End(C™).

Idée de la preuve : pour fixer les idées regardons le résidu Ry sur Y7 ; notons,
pour k = 2,...,n, Sy = M*(0,29,...,7,) la restriction de M* & Y/ ; les conditions
d’intégrabilité portant sur ces matrices et les dérivées par rapport aux xj pour k =

2,...,n montrent que le systéme matriciel suivant est lui méme intégrable sur Y7 :

dT
—=-T
dxk Sk

Nous pouvons donc lui appliquer le théoreme 1 pour en déduire I'existence d’une
matrice T'(z), définie au voisinage d’un point z, de Y7, satisfaisant les équations ci-
dessus, et T'(z,) = Id.

Il ne reste plus qu’a vérifier que : T(2)Ry1(2)T(2)~! = R1(2,) au voisinage de z,;
cela se fait en utilisant le fait que T'(z) est solution du systéme matriciel et les condi-

tions d’intégrabilité portant sur la matrice Ry qui fournissent, pour k =2,....n :
dRy
— =—[Ry,S
don [R1, Sk]

Cela termine la preuve de la proposition.
Remarquons, en particulier, que les valeurs propres du résidu Ry, de Q) le long de Y}
sont constantes sur Y; pour k =1,...,p.

Effet d’un changement de coordonnées adaptées a Y. — Lorsque y1,...,y, est un
autre systeme de coordonnées adaptées a Y, pour k =1,...,pon a: yr = upxy avec
uy, fonction holomorphe inversible ; on constate alors que la condition de pole logarith-
mique est inchangée, et que les résidus Ry, se transforment comme un endomorphisme
du fibré trivial sur Yy par changement de coordonnées.

Effet d’un changement de base holomorphe. — Soit S une matrice holomorphe inver-
sible ; la forme de la connexion devient apres ce changement de base :

Q' =8"1ds+S7'as
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De nouveau on constate que la condition de pole logarithmique est respectée et que
le résidu sur Yj, devient :

R, =Y 'R.Y
si ’on note ¥ la restriction de S au-dessus de Y} ; ce résidu se transforme donc comme
un endomorphisme du fibré trivial O3 sur Y) par changement de base.

3.2. Définition et énoncé du théoréme. — Les vérifications faites ci-dessus
donnent un sens aux définitions suivantes :

Definition 5. — Soient X une variété et Y un diviseur de X a croisements normaux.
On appelle connexion méromorphe a pole logarithmique le long de Y la donnée d’un
fibré holomorphe G sur X et d’une connexion méromorphe V intégrable sur

F= ﬁx[*Y] Koy G

dont la forme dans tout systeme de coordonnées locales adaptées a Y et dans toute
base locale de G est a pole logarithmique.

Il faut noter que la définition dépend de G, et pas seulement de la connexion
méromorphe. Et bien sir, c’est une connexion réguliere.

Le résidu de la connexion est défini comme un endomorphisme de la restriction du
fibré holomorphe G & la partie lisse Y/ de Y ; d’aprés ce que nous venons de voir, les
valeurs propres du résidu sont constantes sur chaque composante connexe de Y.

Choisissons une section 7 de la projection C — C/Z.

Théoréme 5 — Soient X une variété et Y un diviseur de X a croisements normauz ;
soit (F, V) une connexion holomorphe sur X =Y . Il existe une connexion méromorphe
a pole logarithmique le long de Y prolongeant (F, V) telle que les valeurs propres du
résidu sur la partie lisse de' Y soient dans limage de 7.

Soient (G, V) et (G', V) deuz prolongements ayant les propriétés précédentes ; tout
isomorphisme de leur restriction a X —Y se prolonge de maniére unique en un iso-
morphisme de (G, V) sur (G', V).

3.3. Existence et unicité locales. — Comme au début du paragraphe, nous
supposons que X est un polydisque de centre 'origine de C™ et Y I’hypersurface
d’équation : x1 --- 2, = 0. Fixons un point ¢ de X =Y ; X —Y est homéomorphe a
(C*)P x (C)"P et son groupe fondamental II1(X — Y, a) est isomorphe & ZP, avec
pour base les classes des lacets faisant un tour autour de chaque « hyperplan » de Y ;
une représentation de rang m de ce groupe est équivalente a la donnée de p matrices
Cy,...,Cp de GL(m,C) commutant deux & deux.

Lemme 2 — Etant données p matrices C1,...,Cp de G€(m,C) commutant deux d
deuz, il existe p matrices Ry,..., R, uniques commutant deuxr & deuz et telles que
pourk=1,...,p:

(i) exp(—2imRy) = Cj,

(7i) les valeurs propres de Ry sont dans l’image de T.
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La preuve du lemme est laissée en exercice.

Soit (F, V) une connexion holomorphe sur X — Y dont la monodromie est donnée
par les matrices C1,...,C); prenons G = 0% et la connexion donnée par sa forme

dans la base canonique :
Q=R1@+---+RP%

T Tp
ou Ry,...,R, sont les matrices fournies par le lemme. Une matrice fondamentale
de solutions du systeme correspondant, dY = —QY, est le produit des matrices
exp(—RyLog(xy), et la monodromie du systéme local sur X — Y est exactement la
représentation de départ. Donc, par les théoréemes rappelés dans la premiere section,

la connexion construite (G, V) prolonge (F, V) et satisfait aux exigences du théoreme.

Lemme 3 — Soient (G,V) et (G', V') deux connexions méromorphes a pdle logarith-
mique le long de Y, les valeurs propres des résidus étant dans l'image de T, et u un
morphisme des connexions induites sur X — Y ; il existe un unique morphisme de
(G, V) dans (G', V') prolongeant u

Démonstration. — G et G’ sont libres sur Ox ; u est une section horizontale sur X —Y
de la connexion :

%Omﬁx[*y] (é, @)
donc s’exprime, dans des bases de G et G’ sur X par une matrice S a coefficients
holomorphes sur X — Y. Soient © et Q' les formes des connexions dans ces bases
respectives de G et G'; on a (en écrivant que u commute & V) :

dsS=80-Q'S
Il nous faut prouver que S est holomorphe sur X et, par le théoreme des singularités
inexistantes (ou de Hartogs), il suffit de le faire au voisinage de tout point de la partie

lisse de Y, un point z, de Y{ par exemple. Nous avons alors, dans des coordonnées
adaptées :

d
Q=N 4 M2de, + -+ MMz,
T
d ! ’
Q :N’1ﬂ+M2daz2+---+M”dazn
ol
avec des matrices N1, N, MQ,M@7 ... holomorphes. dS = SQ — Q'S implique :
xlﬁ =SN!' - N'"'§
dl’l

D’ou, en choisissant des normes sur les matrices :
ds
|- ||—|| < C||S
- |22 < i

sur X — Y, au voisinage du point considéré z, de Y{ (C étant une constante). Par
les mémes calculs qu’en dimension 1 pour la preuve du théoréme de Fuchs (exercice :
intégrer sur les rayons), on prouve que S est & croissance modérée, donc méromorphe.
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Pour prouver qu’en réalité S est holomorphe, on va prendre les développements en
séries de Laurent et on va identifier le premier terme non nul dans 1’égalité ; notons
les premiers termes de N! et N'! :

R1:N1(0,$2,...,£L’n)7 R/1:N/1(0,.’E2,...,£L'n)

ce sont justement les résidus des connexions sur Y7 ;

S = Zij{, avec : S, #0

j=r
On trouve :
rS,. = S.Ry — R} S,
soit encore :
(Ry +rD)S, = S.R;

Dans cette formule, si m et m’ sont les rangs des fibrés G et G’, I est la matrice
identité de rang m’, la matrice R; est carrée de rang m, la matrice R} est carrée
de rang m/, enfin la matrice S, a m’ lignes et m colonnes. On peut alors conclure
«r =0 » grace au résultat de ’exercice suivant :

Exercice — Soient A € End(C™), B € End(C™) et C € Hom(C™, C™) non nulle
vérifiant AC = C'B; alors A et B ont une valeur propre commune.

L’unicité du prolongement de u (c’est-a-dire de S) est évidente. Lorsqu’on part
d’un isomorphisme u, le prolongement est un isomorphisme.

3.4. Existence et unicité globales

Ezistence. — D’apres ce qui précede, on peut recouvrir Y par des ouverts U; (iso-
morphes & des polydisques), et construire sur chacun une connexion méromorphe &
pole logarithmique le long de Y, (G, V;), & monodromie donnée, donc, par les théo-
rémes 2 et 3, prolongeant la restriction de (F,V) & U; — Y ; nous disposons donc en
plus d’un isomorphisme ; entre ces deux connections au-dessus de cet ouvert U; — Y.
Par le lemme 4, (quitte & recouvrir U; NU; lui-méme par des polydisques) on construit
un unique isomorphisme ¢; ; de (G;, V;) sur (G}, V;) au-dessus de U;NU; prolongeant
@5 0w

Encore par unicité, la condition de cocycle est satisfaite (¢r; o0 ¢j 5 0 ¢;; = Id
au-dessus de 'intersection de trois ouverts) ; par conséquent, les connexions (G;, V;)
sur Uj, et la connexion (F,V) sur X —Y se recollent au moyen des ¢; ; et ¢; en la
connexion (G, V) cherchée.
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Unicité. — Enfin, si (G, V) et (G, V') sont deux connexions méromorphes & pole
logarithmique le long de Y (satisfaisant & la condition demandée concernant les valeurs
propres des résidus) et u un morphisme entre les deux au-dessus de X — Y, il est clair
que ’existence et I'unicité du prolongement local de u (lemme 4) entraine 'existence
et I'unicité du prolongement global.

Corollaire 2. — Si Y est un diviseur a croisements normaux de la variété X, le fonc-
teur de restriction induit une équivalence de la catégorie des connexions intégrables a
pole logarithmique le long de Y et satisfaisant a la condition sur les valeurs propres
des résidus, vers la catégorie des connexions holomorphes intégrables sur X —Y .

Probléme — On prend X = C2,Y = f~1(0) avec :
flay) =2 +y° —ay

A une matrice R € End(C™) on associe la connexion méromorphe ( &2, V) dont la
forme dans la base canonique est :

o-rY

f

Toute connexion holomorphe intégrable sur X — Y est elle isomorphe a la restriction
d’une telle connexion (pour une certaine valeur de R)?

On peut généraliser la question en prenant f = f; --- fs produit de polynomes ir-
réductibles, Y = f~1(0) n’ayant encore que des points doubles ordinaires ; on prendra

alors :
dfl dfs
Q=Ri— + - +R;—/
fl fs
avec, Ry,...,Rs; dans End(C™).
Quelle est la condition d’intégrabilité de €27 Chercher des conditions nécessaires
ou suffisantes sur le groupe fondamental de X — Y (ou mieux, sur f), pour pouvoir

représenter ainsi toutes les connexions holomorphes sur X — Y.

4. Enoncé de la correspondance de Riemann-Hilbert

Nous terminons ce cours en donnant 1’énoncé du théoréeme de correspondance de
Riemann-Hilbert ; pour la preuve, se reporter & B. Malgrange ([M] pp. 161 a 165).

Théoréme 6 — Soient X une variété analytique compleze, Y une hypersurface de X.
Le foncteur de restriction :

(F,V)— (F,V) |x-y

est une équivalence de la catégorie des connexions méromorphes intégrables et régu-
lieres a poles le long de Y, vers la catégorie des connexions holomorphes intégrables
sur X =Y.
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La preuve de «1’essentielle surjectivité » utilise donc le théoreme de résolution des
singularités d’Hironaka ; soit 7 : X’ — X un morphisme propre tel que Y’ = 7=1(Y)
soit un diviseur & croisements normaux de X’ et 7 induise un isomorphisme de X' —Y"’
sur X —Y.

Etant donné une connexion holomorphe sur X — Y, on prend «en haut » son
prolongement de Deligne et on en prend l'image directe par ; la difficulté est de
montrer que cette image directe est bien une connexion réguliere.

En ce qui concerne le prolongement d’un morphisme défini sur X — Y entre deux
connexions régulieres, la preuve est directe et n’utilise pas la désingularisation.

Signalons que Z.Mebkhout donne une preuve du théoréme utilisant seulement la
résolution des courbes planes (voir le cours de Z.Mebkhout a cette méme école de
Séville).

Corollaire 3. — Soit X wun polydisque de C™ centré a lorigine, et (F,V) une
connexion méromorphe intégrable et réguliere a pdles le long de I'hypersurface Y
définie par x1---x, = 0. Alors (F,V) est isomorphe a une connexion & péles
logarithmiques (O}, V) dont la forme dans la base canonique est :

d d
o™ gt
X Tp

ot Ry, ..., R, sont des matrices de End(C™).

Cela généralise donc le théoréeme 4 a la dimension quelconque.

On obtient plus généralement que si (F, V) est une connexion méromorphe inté-
grable et réguliere & poles le long de I’hypersurface Y d’une variété X, alors F est
effectif (admet un réseau) :

« si Y est & croisements normaux, on a :
F=0x[xY]®p, G

oil G est un fibré holomorphe (en particulier F est localement libre).
. dans le cas général, on sait seulement 'existence du réseau G (&x-cohérent) par
la désingularisation et le théoréme de Grauert.
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