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FONCTIONS ET INTEGRALES ELLIPTIQUES

Ahmed Lesfari

Abstract. This paper presents the basic ideas and properties of elliptic functions and elliptic
integrals as an expository essay. It explores some of their numerous consequences and includes

applications to some problems such as the simple pendulum and the Euler rigid body motion.

1 Fonctions elliptiques

Les fonctions elliptiques interviennent dans des domaines trés divers des mathé-
matiques [2, 3, 6, 10, 11]. Le but ici est de montrer quelques résultats fondamentaux
[1, 4, 12] sur ces fonctions et de les appliquer dans les sections suivantes a des situa-
tions concrétes. Soient wi et ws deux nombres complexes, R-linéairement indépen-
dants (c’est-a-dire tels que wy n’est pas nulle et que le quotient % ne soit pas réel
ou ce qui revient au méme que la partie imaginaire Im% du rapport g—; n’est pas

nulle). On considére le réseau
A =7Zw & Zwy = {w =mw +nwy: m,n € Z},
¢’est un sous-groupe discret de C et il forme un ensemble de parallélogrammes.

Définition 1. On appelle parallélogramme fondamental engendré par wi et wa tout
parallélogramme 11 de sommets d’affizes zg, zo + aw1, 2o + qws, 20 + awi + Pws avec
20 €C, 0< o, < 1. Autrement dit, il est défini par le compact

H:{z0+aw1+ﬁw2 120 € C, Oé,ﬂE[O,l]}.
Le quotient de C par la relation d’équivalence déterminée par A :
21,290 €C, 21 ~zomod. A <= 2z — 29 € A,

est un tore noté C/A. Celui-ci est homéomorphe & S x S!, visualisable par le recol-
lement deux a deux des cotés d’un carré ou parallélogramme.
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28 A. Lesfari

Définition 2. On dit qu’une fonction f de C dans C est doublement périodique de
période wy et wa, si et seulemnt si,

f+w)=f(z), [flz+w)=f(2)
Autrement dit, si et seulement si,
fz4+w)=f(z), YweA.

On dit aussi que [ est A-périodique.

Remarque 3. Les éléments wy et wy ne sont pas uniques. Plus précisément, st wq
et wo sont deux périodes de f, alors —wy et —wso sont également deux périodes de f
et toute période de f s’écrit sous la forme

w=mwi +nwy, m,neE.

En effet, pour les entiers positifs c’est évident. Pour les entiers négatifs, on a pour
k=1,2:
[z —wr) = f((z —wk) +wi) = f(2).

Définition 4. On dit qu’une fonction f de C dans C est elliptique st et seulemnt si
elle est méromorphe et doublement périodique.

Proposition 5. Il n’existe pas de fonction elliptique f non constante qui soit holo-
morphe sur C. Autrement dit, toute fonction elliptique f n’ayant pas de pdles est une
constante.

Démonstration. Si f n’a pas de poles, alors elle est bornée dans le parallélogramme
fondamental IT car celui-ci est compact. Or la fonction f est doublement périodique,
donc elle est bornée sur C car tout point de C se raméne a un point de II en lui
appliquant une translation du réseau. Par conséquent, f est constante en vertu du
théoréeme de Liouville.

Remarque 6. On déduit de la proposition précédente qu’une fonction elliptique non
constante posséde au moins un pdle dans le parallélogramme fondamental.

Proposition 7. Toute fonction elliptique non constante a un nombre fini de péles
et un nombre fini de zéros dans un parallélogramme fondamental.

Démonstration. Rappelons qu'un point a € € C C est un point d’accumulation
sl existe une suite (zy,)nen d’éléments de 2\ {a} telle que : lim,, . 2, = a. Soit
P(f) = f~1({co}) 'ensemble des poles de la fonction f : 2 — C = C U {oo}. Comme
f est méromorphe, alors ’ensemble P(f) n’admet pas de point d’accumulation. Donc
f a un nombre fini de podles car sinon P(f) doit contenir le point limite (point
d’accumulation) et cela est impossible car le point d’accumulation des poles est une
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Fonctions et intégrales elliptiques 29

singularité essentielle. Soit maintenant Z(f) = {b € Q : f(b) = 0}, ensemble des
zéros de f. Comme f n’est pas constante, l’ensemble Z(f) n’admet pas de point
d’accumulation. Dés lors, pour tout point b € Z(f), il existe un unique entier positif
N tels que : f(z) = (z — b)Ng(z) ol g est une fonction holomorphe sur € avec
g(b) # 0. En fait I’ensemble Z(f) est au plus dénombrable.

Remarque 8. Comme remarque, notons que le nombre de zéros et de poles d’une
fonction elliptique non constante est dénombrable. En effet, l’ensemble des paral-
lélogrammes fondamentals forme un recouvrement dénombrable de C et le résultat
découle de la proposition précédente.

Proposition 9. Soit f une fonction elliptique et désignons par by, ..., by, les pdles de
f (chaque péle étant compté avec multiplicité), alors

i Rés(f, bk) =0.

k=1

Démonstration. Soit v = 1 Uy2 Uy3 U~y la frontiére du parallélogramme fonda-
mental II relativement au réseau A, avec

7 [20, 20 + w1],
Y2 = [20+4 w1, 20 + w1 + wal,
v3 = [20 + w1 + w2, 20 + wal,
Y4 = [20+ w2, 20].

Supposons tout d’abord que f n’a pas de poles sur la frontiere v. D’apres le théoréme
des résidus, on a

m ’ 1
DoRe(f) = g [y f(2)dz,

_ 217”( ] (z)dz—i—[m f(z)dz—i—[yg f(z)dz+L4f(z)dz>.

En vertu de la périodicité de f et des sens opposés de 'intégrale de f sur 1 et 7o,
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30 A. Lesfari

on a

| e = | f(2)dz,
3 [z0+w14w2,z0+w2]

= / flu4 wo)du, u=z—ws,
[20+w1,20]

- [,
[z0+w1,20]

- [ s,
[20,20+w1]

= — | f(»)d=.

7

ijwz—éﬂmm

et par conséquent » - Rés(f, by) = 0. Passons maintenat au cas ou il y’a des poles
sur la frontiére v du parallélogramme fondamental I1. Alors dans ce cas, on considére
un autre parallélogramme proche de II contenant tous les poles se trouvant dans II et
de telle facon que sa frontiére ne contienne plus de poles. On peut toujours, d’aprés
la proposition 7, obtenir ce parallélogramme (et donc sa frontiére) par translation
du sommet d’affixe zg de II. Le reste consiste & utiliser un raisonnement similaire au
précédent.

De méme, on a

Remarque 10. Notons que d’aprés la remarque 8 et la proposition précédente, il
n’existe pas de fonction elliptique de premier ordre, i.e., une fonction elliptique ne
peut pas avoir un pole simple dans un parallélogramme fondamental. Elle doit avoir
au moins deux poles simples ou au moins un pole non simple dans un parallélogramme
fondamental. En effet, avec les notations de la proposition précédente, si m = 1 alors
cela signifie que la fonction f a un péle simple dans le parallélogramme fondamental,
ce qui contredit le résultat de la proposition.

Remarque 11. L’ensemble des fonctions elliptiques par rapport o A est un sous
corps du corps des fonctions méromorphes (la somme, le produit et le quotient de
deuz fonctions elliptiques de mémes périodes est une fonction elliptique). En dérivant
lexpression

fz4+w)=f(2), YweA,

on obtient

f(n)(z +w) = f(n)(z), Yw € A,

ce qui montre que la dérivée n¥me gype fonction elliptique est aussi une fonction
elliptique.
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Fonctions et intégrales elliptiques 31

Proposition 12. Soit f une fonction elliptique non constante. Désignons par a1, ..., q
les zéros de f de multiplicité ny, ..., n; respectivement et par by, ..., by, les poles de f
de multiplicité p1, ..., pm respectivement. Alors

l m
S =Y n
k=1 k=1

Autrement dit, le nombre de zéros d’une fonction elliptique non constante est égal au
nombre de ses poles dans le parallélogramme fondamental.

Démonstration. D’aprés le principe de 'argument, on a

1 /
Nombre de zéros def — Nombre de poles def = / ') dz,

2mi Jy f(2)
m !

= ) Rés (f,bk>,
k=1

= 0,

en vertu de la proposition 9 car d’aprés la proposition précédente % est une

fonction elliptique et a les mémes périodes que f(z). Par conséquent, 22:1 ng =
> k1 Pk-

Proposition 13. Soit f une fonction elliptique. Désignons par ay, ...,a; les zéros de
f de multiplicité nq, ..., n; respectivement et par by, ..., by, les poles de f de multiplicité
D1, ..., Pm TESpectivement. Alors

l m
Z nEay — Zpkbk = période.
k=1 k=1

Démonstration. Rappelons que si une fonction ¢(z) est holomorphe dans un do-
maine D C C et continue sur D, alors

1o PE, JE
271 #(2) f(2) dz = anSO(akz) Zpkcp(bk).
! k=1 k=1

On pose dans la suite ¢(z) = z et on utilise les mémes notations et arguments de la
preuve de la proposition 12. Donc

l . 1 f'(2)
g — E b, = d
2 Nkag k:1pk k i [y z f(Z) zZ,

LN LS
- 27rijz_;/7j f(z)d'

>k 3k ok >k ok 3k ok ok 5k ok ok ok ok ok ok 3k ok ok >k ok %k ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok kok ok ok sk ok ok skook kok skok skok skokoskok ok kok kok skok sk ok kokk kok ok

Surveys in Mathematics and its Applications 3 (2008), 27 — 65
http ://www.utgjiu.ro/math/sma



http://www.utgjiu.ro/math/sma/v03/v03.html
http://www.utgjiu.ro/math/sma

32 A. Lesfari

f/(Z) JU(C) = Zfl(z) z — f/(C) =Z T Ww
“/1zf<z)dz+/v3§f(odg B /71 f(z)d /ngf(c)dg C=2z+ws,

[ -0t .

f(2)
_ Bt f1(2) 8
- 2/20 7o)
f(z0 +w1)
f(z0)

= 2min'wy, n' €Z.

= —Wy In

De méme, on trouve

f'(z) f'Q .
sz(z)dz—&—/MCf(C)dC—anwg, n € Z.

Par conséquent

l m
E Ngak — E pebe = nwi +n'wa,
k=1 k=1

W,

= période.

Proposition 14. Soient f et g deux fonctions elliptiques ayant mémes périodes.
Alors, il existe une relation algébrique de la forme

P (f(z),9(2)) =0,
ot P est un polyndéme o deux indéterminées et a coefficients constants.

Démonstration. Soient ag, 1 < k < m, les points du parallélogramme fondamental
en lesquels f et (ou) g ont des pdles d’ordre maximum pg, 1 < k < m. Soit Q(Z, W)
un polynome sans terme constant, de degré n par rapport a Z et W. L’idée de la
preuve est la suivante : On construit le polynome @ de telle fagon que les hypothéses
de la proposition 5 concernant la fonction

soient satisfaites. La fonction F'(z) se réduit donc a une constante C et il suffit de
choisir P = @ — C. En effet, la fonction F(z) est elliptique avec les mémes périodes
que les fonctions f(z), g(z) et ne peut admettre de poles qu’aux points ag. Les
développements des fonctions f et g en séries de Laurent au voisinage de aj ne
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contiennent que des termes en =ar)
des poles qu’aux points a et son développement en série de Laurent au voisinage de

ag ne contient que des termes en avec j < p ot n est le degré du polynome

avec j < pg. La fonction F'(z) ne peut avoir

z—ag)!
Qetp=mp +..+pnestla sorr(lmekzies ordres maximaux des fonctions f, g aux
points ap. On choisit les coefficients du polynéme ) de maniére & ce que les parties
principales de son développement en série de Laurent au voisinage de aj soient nulles.
Autrement dit, de sorte que le développement en question ne contient pas des termes
en =7 avec j < p. Donc I'élimination des poles de la fonction F(z) fournira un
systéme homogeéne de np équations linéaires par rapport aux coefficients du polynéme
Q. Ce dernier étant de degré n et comme il est supposé sans terme constant, on aura
donc w coefficients. En prenant w > np, on en déduit que le nombre des
coefficients (inconnues) est supérieur a celui des équations. Par conséquent, le systéme
en question admet au moins une solution non triviale (i.e., non nulle). Finalement
d’aprés la proposition 5, la fonction F'(z) = Q[f(2), g(2)], est une constante C et il

suffit de choisir P = @ — C.

Corollaire 15. Toute fonction elliptique f(z) satisfait a une équation différentielle
de la forme

P(f(2),f'(z)) =0,

o P est un polynéme a deux indéterminées et a coefficients constants.

Démonstration. D’apres la remarque 11, la dérivée f'(z) de la fonction elliptique
f(2) est aussi une fonction elliptique et il suffit de poser g(z) = f’(2) dans la propo-
sition précédente.

2 Fonctions de Weierstrass

Dans cette section on étudiera tout d’abord la fonction p de Weierstrass [5];
c’est une fonction elliptique d’ordre 2 qui a un pole double & 'origine en tout point
du parallélogramme fondamental. Ensuite on introduit les deux autres fonctions de
Weierstrass : 1a fonction ( et la fonction o. Contrairement & la fonction p, la fonction
¢ est une fonction méromorphe avec un pole simple dans le parallélogramme fonda-
mental tandis que la fonction ¢ est une fonction holomorphe partout. Les fonctions
de Weierstrass interviennent souvent lors de la résolution de problémes théoriques.

2.1 Fonction p de Weierstrass
La fonction p de Weierstrass est définie par
1 1 1
_1 - 1
=5+ X (o) )
weA\{0}
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34 A. Lesfari

ou A = Zwy + Zwy = {w = mwi + nwe, (Mm,n) € ZQ} , est le réseau engendré par

deux nombres complexes wq et wo différents de 0 tels que : Im <g—3> > 0.

Proposition 16. La série (1) converge normalement sur tout compact ne rencon-
trant pas le réseau A, i.e., sur tout compact de C\A.

Démonstration. On montre que la série converge normalement sur tout disque
compact {z : | z |< r}. Notons que tout disque fermé ne contient qu'un nombre
fini d’éléments de A et que la nature de la série ne change évidemment pas si on
enléve ces éléments. Pour | w | suffisamment grand, on choisit | w |> 2r pour tous les
w sauf un nombre fini; ceux qui sont dans le disque. (Notons que | zw; + yws | est
une norme sur R?. Comme elle est équivalente a v/22 + 42, on peut donc trouver un
¢ >0 tel que : | mwy + nws |[> evm? 4+ n2, Vm,n.) On a

L S N N i 1
(z—w)? W W1z
Orlzl<r 2= [ <35 1= 5[ 2 3, donc
1 1 10r

(z-w)? W[ |wf’

et il suffit de prouver que la série
3 1
w3’
weA\{0}
converge. Pour celd, considérons le parallélogramme
Ap = {zw1 + ywo  sup{|z|, |y[} = k},

ou n est un entier. Sur le parallélogramme A; de cotés 2w; et 2wy dont le centre est
0, il y a 8 points de A. Soit d la plus courte distance du point z = 0 aux points de
A1. Pour chacun de ces 8 points, la distance & 0 est > d, d’ou % < d% et

W =
Z 1 < 8
3 = 3"
wEAl\{O} | w | d

Sur le parallélogramme Ag (image de A; dans ’homothétie de centre 0, de rapport
2),il y a 8 x 2 =16 points de A. Soit 2d la plus courte distance du point z = 0 aux
points de As. Pour chacun de ces 8 points, la distance a 0 est > 2d, d’ou

3 1 _8x2_ 8
w3 = 23a3  22d3°
weA2\{0}
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En général sur le parallélogramme Ay (image de Ay dans 'homothétie de centre 0,
de rapport k), il y a 8k points de A et pour chacun de ces points, la distance a 0 est

> kd. Dés lors,
Z 1 < 8k 8
|w|® ~ k3d3 k23
weA\{0}

Ainsi la série

>
| w3 |’
weA\{0}

est majorée par la série convergente
o0
8 Z 1
43 k2’
k=1
et par conséquent elle converge aussi en vertu du critére de comparaison.

Proposition 17. ©(z) est une fonction elliptique de périodes wy et wy. Elle est paire
et admet des poles doubles auz points w € A, dont le résidu est nul. En outre, p'(z)
est une fonction doublement périodique et elle est impaire.

Démonstration. Notons tout d’abord que la fonction p(z) est paire :

o=t X (i map) o

weA\{0}

car il suffit de remplacer w par —w. La dérivée de la fonction p(z) est

@'<>=—f—2 > 1 =—2ZZ_

weA\{O} wEA

La fonction g'(z) est doublement périodique de périodes wy et wy. En effet, on a

(2 +wi) = -2 Z = ¢'(2), (2)

3
weA w wl))
car w — wp est aussi une période. De facon analogue, on montre que
O (z+wa) = ¢'(2), (3)

et donc
Pz+w)=¢'(2), YweA.

En outre la fonction ¢'(2) est impaire :
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Montrons maintenant que p(z) est une fonction elliptique de périodes wy et we. En
intégrant les relations (2) et (3), on obtient

p(z +wi) — p(2) = (1,

p(z +w2) — p(2) = Cy,

ot C1 et O sont des constantes. Posons z = —% et z = —% (rappelons que

ces points ne sont pas des poles de p(z)) dans la premiére et seconde équation
respectivement :
(3)-0(-4)-c
£ 92 © 2 — U,

(3)-o(9) -

Or on a vu ci-dessus que la fonction p(z) est paire, donc C; = Cy = 0 et par
conséquent

p(z +w1) = p(2),
p(z +w2) = p(2),

, la fonction p(z) est doublement périodique de périodes w; et wy. D’apres la
proposition 16, la série (1) de fonctions méromorphes converge normalement sur tout
compact de C\A et par conséquent sa somme p(z) est une fonction méromorphe sur
C. On en déduit que p(z) est une fonction elliptique de périodes wy et we. Notons
enfin qu’au voisinage de z = w, on a

1
p(z) = Goop + fonction holomorphe,

ce qui signifie que les points w € A sont des poles doubles dont le résidu est nul.

Proposition 18. Le développement de o(z) en série de Laurent au voisinage du
point 0 est donné par

1 0o
7 + Z 2]’6 +1 G2k+22’2k
k=1

ot
1
Ge=Gr(M)= > — k>4
weA\{0}

et G, = 0 pour k impaire.
Démonstration. Au voisinage de z =0, on a

1

p(z) = 2

+ f(2),
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Fonctions et intégrales elliptiques 37

ou f(z) est une fonction holomorphe. On a
1 1
f(Z)— Z ((Z_w)z_wg)7
weA\{0}

avec f(0) = 0. Comme p(z) est une fonction paire, alors au voisinage de z = 0 le
développement de f(z) en série de Laurent a la forme

f(z)= GQZ2 + a4z4 + ...+ a2kz2k + ...,

avec

_ 90 _ 1
as = 9 =3 Z J,

wEA{0}
@)
97 (0) 1
e TRk AD Dy 2
wEA{0}
9 (0) 1
ax = Tpr = @D Y

weA\{0}

Donc au voisinage de z = 0, p(z) admet un développement en série de Laurent :

1 (o)
o(z) = =+ > 2k + 1)Gap22,
k=1
avec 1
GkEGk(A): Z ) k24.
weA\{0} w

Remarque 19. Donnons une autre preuve similaire a la précédente. Rappelons que :

1 o
k
1—z:E 28,z |< 1,

k=0
et
1 1 , = k—1 - k
(1_2)2: T :Zkz :Z(k+1)z, |z| < 1.
k=1 k=0

Donc pour |z| < w, on a

o
B S P :Zk"i_lzk'
G_w? w0 W2 (1_2)2 k2
(_G) k=1
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38 A. Lesfari

Des lors

1 k+1
(= :7 Z Z k2 2.

weA\{0} k=1

En tenant compte du fait que la fonction ©(z) est paire et que cette double série est
absolument convergente, on obtient

Lo 1 4 1
p(z) = ;z+3 Z E+5Z Z E—i—...
weA\{0} weA\{0}

Définition 20. Les deuz nombres complexes go et g3 définis par les séries (dites
d’Fisenstein) :

po= 600y L
g3:1402$,

s’appellent invariants (de Weierstrass) de la fonction p(z).

Proposition 21. La fonction p(z) est solution dans A de l’équation différentielle :

(¢'(2))? = 4(p(2))’ = g20(2) — g3, (4)
ot go et g3 sont les invariants de la fonction o(z).

Démonstration. En utilisant les notations go et g3 introduites dans la définition
20, on récrit la fonction p(z) sous la forme
I 92 9, 934
p(z) =

7"‘% +2782+

Les conditions de dérivation terme & terme de cette série étant satisfaites, on obtient

—2 g3
/ - Ja g9 3
p(2) = +10 +7z+

En élevant p/(z) au carré et p(z) au cube, on obtient

4 g2 g3
(6/())? = 5 (1 o T ) :

1 392 393

3 A 6

z 1+ =204 ).
(p(2))” = 26 < 20 ° 28 >
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Dés lors,

2
(9'(2))? — 4(p(2))® + g2p(2) = —g3 + g—ézz + %z“ + ..

La fonction

2
(6/(2))? = 4(p(2)) + gapl=) + g5 = 5227+ BBzt 4
est holomorphe au voisinage de z = 0 et elle est nulle en ce point. Or cette fonction
est doublement périodique, donc elle est holomorphe au voisinage de tout point du
parallélogramme fondamentale et par conséquent elle est holomorphe dans tout C.
Comme elle n’a pas de poles, elle est bornée dans le parallélogramme fondamentale
(un compact) et donc bornée dans C. D’apreés le théoréme de Liouville, cette fonction
est constante et puisqu’elle est nulle en 0, elle est donc identiquement nulle.

Proposition 22. La fonction ¢/(z) sannule au point a € C tel que : —a = a mod.

. . / . . - .
A, e 2a € A, a ¢ A Autrement dit, modulo A, ¢'(2) a trois zéros simples : 5, “2,

w1tw _ w _ w! _ w1+tw -
“5=2. En outre, en posant €1 = (71), e2 = (72), e3 = (%), on obtient
e1 # e # €3,
et
e1+ex+ey =0,
eiez + eze3 +eze; = —%2,
€1e9€3 = ‘%3

Démonstration. En tenant compte du fait que la fonction @'(2) est impaire et
qu’elle est doublement périodique, on obtient

(7)) = (%)

(Y )

- ()
@27

ou k=1,2 et donc g (%’“) = 0. De méme, on a

/ W1+WQ _ _W1—|—L<J2
© B & B) )

w1 +w
= —p <—122 + w1 +w2>,

(w1t we
- % 2 ’
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40 A. Lesfari

witwo

> ) = 0. D’apreés la proposition 21, on a

(©'(2))* = 4p(2))’ ~ g2p(2) — gs,
= 4p(2) —e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3).

Montrons que : e1 # ez # e3. En effet, on a vu que la fonction p(2) —e;, (7 = 1,2,3),
est elliptique, posséde un pole double et un zéro double. Dés lors, les relations :

p(%) —e1 = 0 et ©'(%) = 0 signifient que la fonction p(z) — e1 a un zéro double

en - ce qui implique que : e; # ez et e; # e car sinon la fonction p(z) aurait
plus d'un zéro double, ce qui contredit la multiplicité. Pour les points %? et % il
suffit de faire un raisonnement similaire au précédent. Par conséquent, e; # es # es.
Les autres relations entre les coefficients de I’équation (4) et ses racines, découlent

immeédiatemment des propriétés des racines des équations algébriques.

et donc o (

Remarque 23. En posant w = p(z), l'équation (4) s’écrit

dw > 3
T = 4w’ — gaw — g3.

Or z — 0 lorsque w — oo, donc

w d
z:/ w . (5)
o \/4w3 — gow — g3

Autremant dit, la fonction w = p(z) s’obtient par inversion de lintégrale (5) (dite
intégrale elliptique sous forme de Weierstrass). Réciproquement, si le polynéme 4w>—
gow—gs n'a pas de zéros multiples (i.e., son discriminant est non nul : g5—27g3 # 0),
alors linversion de lintégale (5) conduit & la fonction p(z) de Weierstrass.

Proposition 24. L’application
C/A —CP?, 2+ [1,p(2),¢/(2)],2 #0,
0+—[0,0,1],

est un isomorphisme entre le tore complexe C/A et la courbe elliptique € d’équation
affine :
y? = 42® — gow — g3. (6)

Démonstration. 1l suffit de poser x = p(2), y = ©'(2) et d’utiliser I’équation
différentielle (4).

Proposition 25. Soient u,v ¢ A et wutv ¢ A, alors la fonction o(z) vérifie la loi
d’addition )
1 /¢ (u)— ¢ (v
mw+mw+pW+w—((><) ,
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ainsi que la formule de duplication

o2 = 1 (2O _2(c).

' (2)
Géométriqguement, si Pi et Py sont deux points distincts de la courbe elliptique &
d’équation affine (6), alors € a trois points d’intersection avec la droite sécante L =
Py Py qui passe par Py et Py. Dans le cas ou Py = Ps, alors L est la tangente a la
courbe au point Py = Py. Les coordonnées du 3¢"€ point d’intersection s’expriment
comme fonctions rationnelles des deux autres.

Démonstration. Considérons la courbe elliptique £ d’équation affine
y* =42® — gy — gs.
Soient P; et P, deux points distincts de £, ayant pour coordonnées (1 = p(u),y; =
@' (u) et (z2 = p(v),y2 = p'(v)) respectivement. Soit y = ax + b 'équation de la
droite sécante L = P; P> qui passe par P, et P». Cette droite coupe la courbe £ de
telle facon que :
y? =42 — gox — g3 = (ax +b)?,
ou ce qui revient au méme
o(x) = 42 — gox — g3 — (ax + b)2 = 0.

Considérons maintenant la fonction elliptique

f(z) = ¢/(2) —ap(z) —b.

Comme ©'(z) a un pole d’ordre 3 a I'origine, il en est donc de méme pour f(z). Cette
fonction a donc trois zéros dont deux sont connus : z = u, z = v et un troisiéme que
nous noterons provisoirement z = t. D’aprés la proposition 12, la somme des poles
est égale & celui des zéros, d’ou

0+04+0=u+v+t, (mod.A),

et donc t = —u — v. Dés lors,
0 = f(u)=¢'(u) —ap(u) = b,
0 = f(v)=¢(v) —ap(v) b, (7)
0 = fl-u—v)=—p'(u+v)—ap(ut+v)—b,

en tenant compte du fait que p(z) est paire et ©'(z) est impaire. On déduit immé-
diatement des deux premiéres équations que :

©'(u) = ¢'(v)

p(u) — p(v)’
, — P - @' (we()
p(u) — p(v '
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42 A. Lesfari

En remplagant ces expressions dans la troisiéme équation du systéme (7), on obtient
la relation

o' (u) — o'(v)
p(u) — p(v)

o (u+v) = p'(v)p(u) — p'(w)p(v) (8)

Par ailleurs, on a

e(p(2) = 49°(2) — g2p(2) — g3 — (ap(2) + b)?,
49°(2) — —a*p*(2) — (g2 + 2ab)p(2) — g3 — b,

et puisque
e(p(u) = @(p(v)) = ¢(p(u+v)) =0,
alors )
p(w) + o) + plu+v) = .

En remplacant a par sa valeur obtenue précédemment, on obtient

'(u) — o (v 2
ot ot +otu = (S0

(9)
Rappelons que la courbe £ a deux points d’intersection P; de coordonnées (z; =
o(u), 11 = ¢'(u)) et Py de coordonnées (z3 = p(v),y2 = ¢/(v)) avec la droite sécante
L = PP, passant par P; et P». On sait qu’il existe un troisiéme point unique
Py € €N L de coordonnées (x3 = p(w),ys = @' (w)). D’aprés le systéme (7), les
coordonnées (3, ys) s’expriment en fonction de (z1,y1) et (z2,y2) comme suit

- Ly —ue ?
xr3 = (:1:1+a:2)+4<x1_x2> 7
_ 1 _ 2 T —
v = ax3+b:<y1y2> [—(x1+m)+<y1y2>]+wy12.
Tl — X2 4 \x1 — x9 T1 — To

Dans la formule (9), divisons le numérateur et le dénominateur par u — v,
| [£-¢ @17
- | —uv
p(u) +p(v) +plutv) =2 | o= |
u—v
En faisant tendre u et v vers z, on obtient

o2 = 1 (B o,

©'(2)
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et les coordonnées (r3,ys) du troisiéme point P3 € £ N L deviennent

1 /1222 — g\ °
- _9 i Eited S22
x3 x1'+’4 < 2y1 )
1 (1223 — go
Y3 = —y1+ 1 <2y1 (1 — x3).

Remarque 26. Notons que nous avons choist a et b de telle fagcon que :

0 = f(u) =g (u) —ap(u) b,
0 = f(v)=¢'(v) —ap()—d.

1l faut donc que
plw) 1N v
det ( @(’U) 1 > = p(u) @( ) # 0.

Evidemment si p(u) — p(v) = 0, alors il suffit de déplacer u et v légérement de fagon
a avoir p(u) — p(v) # 0. Le systéme (7) s’écrit

¢ (u) pu) 1 1
o' (v) p(v) 1 a | =0,
—@'(u+v) plut+v) 1 b

et comme le déterminant ci-dessus est # 0, alors on obtient la condition

o' (u) p(u) 1
det o' (v) p(v) 1 | =0,
—p'(u+v) plu+ov) 1

i.e., la relation (8) obtenue précédemment.

Soit £x 'ensemble des fonctions elliptiques. Cet ensemble est un espace vecto-
riel (et méme un corps). On note C(X) I’ensemble des fonctions rationnelles d’une
variable.

Proposition 27. On a £y = C(p, ¢'), i.e., toute fonction elliptique pour A est une
fonction rationnelle de p(z) et ©'(2). Plus précisement, lapplication

C(X) x C(X) — &n, (9,h) — f(2) = g(p(2)) + ¢/ (2)h(p(2)),
est un isomorphisme entre espaces vectoriels.

Démonstration. Soit f € Ex. On peut évidemment écrire f comme une somme
d’une fonction paire et d’une fonction impaire :
f@)+f(=2) | f(z) = f(=2)

flo) = PR L B
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La fonction '(z) étant impaire, on réecrit la fonction f sous la forme :

_f@+f(=2) g ()~ f(=2)
f(Z) - 92 + p (Z) 2@/(2) .
Comme les fonctions W et ©'(2) (%{Sz)) sont paires, il suffit donc de

démontrer que le sous-corps des fonctions elliptiques paires par rapport a A est
engendré par p(z). Soit donc f une fonction elliptique paire telle que : f # 0, f # oo
aux points du parallélogramme des périodes. (i.e., f n’a ni pole, ni zéro sur le réseau).
Si z est un point tel que : f(z) = 0, alors comme f est paire, f(—z) = 0 et on aura
un ordre pair. Dés lors, on peut toujours choisir des points : 21, ..., 2k, —21, ..., — 2k
qui sont des zéros de f et des points p1, ..., pg, —p1, ..., —Pr qui sont des poles de f.
Considérons la fonction
op(2) — plz)
g(z) = [[ =250
Ho@ = ol))
La fonction p(z) étant paire, alors les zéros (resp. poles) de g(z) sont z = z; (resp.
pj) et z = —z; (resp. —p;). La fonction elliptique g(z) a les mémes poles et les mémes
zéros que f(z). Dés lors, la fonction % n’a pas de poles et n’a pas de zéros et d’aprés
le théoréme de Liouville elle est constante. Par conséquent,

f(z) = Cg(z), (C = constante),
k
o] p(z) ~ p(z)
i 9(2) = ()
= fonction rationnelle de p(z).
Notons que si f a un pole ou un zéro dans le parallélogramme des périodes, alors pour
se débarasser du pole ou du zéro, il suffit de multiplier f(2) par (p(z))’. Autrement

dit, la fonction f(2)(p(z))? est paire, sans poles, ni zéros en (0, 0) et c’est une fonction
rationnelle de p(z).

Remarque 28. Posons E/J{ = {f € Er : fpaire}. Dans la preuve précédente, on
a montré que : EX = C(p), i.e., le sous-corps des fonctions elliptiques paires par
rapport a A est engendré par p(z).

Remarque 29. D’aprés la proposition 27, pour caractériser le corps des fonctions
elliptiques on forme l'anneau quotient C[X,Y| par l'idéal principal correspondant a
l’équation
Y2 =4X3 — g X — gs.
Plus précisement, on a
g/\ = (C(KJ, K)/) = C[Xv Y]/ (Y2 - 4X3 —|—_§72X +g3) 3

ot p = X et ¢ est identifiée a l’image de' Y dans le quotient.
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2.2 Fonction ( de Weierstrass

La fonction ¢ de Weierstrass (a ne pas confondre avec la fonction ¢ de Riemann)

est définie par
1 # 1
=1 [ (o015 (10)

Notons que la dérivée de cette fonction est

¢'(2) = —p(2). (11)

En remplacant p(z) par (1) et aprés intégration on obtient

<(z):%+ <1+1+ZQ>. (12)

zZ—Ww w w

Proposition 30. a) La fonction ((z) est impaire.
b) C(z) n’est pas une fonction elliptique.
¢) La fonction ((z) n’est pas périodique et on a

C(z4wr)—C(z)=m, (k=1,2) (13)

ol Ty, sont des constantes.
d) Les nombres wy et 1 sont liés par la relation de Legendre :

TiWy — Tow] = 2mt.
Démonstration. a) En utilisant (11) et la parité de p(z), on obtient
(€(2) +¢(=2)) = ('(2) = (=),

= —p(2) +p(2),
= 0.

D’ou
((2) +¢(=2) =C,

ou C' est une constante. En remplacant ((z) par son expression (10), on obtient

[ - 2)e=c

et
. z 1
0= llil(l) - <p(z) - 22> dz=C.
Par conséquent ((z) = —((—z2), i.e., la fonction ((z) est impaire.

b) En effet, ((2) a des poles simples en w et d’aprés la remarque 10, il n’existe pas
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de fonction elliptique de premier ordre.
c) D’apres (11) et la fait que p(z) est doublement périodique, on a

Cz+wr) = C(2) = —p(z+wr) + p(2),
et par conséquent ((z + wy) — ((2) = 7, (k = 1,2) ou 71 sont des constantes.
d) Comme dans la preuve de la proposition 9, soit v = 1 U y2 U3 U~y la frontiére
du parallélogramme fondamental II relativement au réseau A, avec vy = [z0,20 +
wi],72 = [20 + w1, 20 + w1 +wal, 73 = [20 + w1 + w2, 20 + wo] et 4 = [20 + wa, 20]-
Supposons que 'unique pole z = 0 de ((z) soit a l'intérieur de ce parallélogramme,
sinon on peut toujours en vertu de la proposition 7 choisir un autre parallélogramme
proche du précédent de facon & ce que le péle en question soit & son intérieur. Le
résidu de ((z) au point z = 0 étant égal & 1, on déduit du théoréme des résidus que :

4
> | ¢(z)dz = 2mi. (14)
j=1"7

Notons que

[ @iz = [ ((2)dz,
Y2 [z0+w1,20+w1 +wa]

= / C(u4wi)du, u=z-—uw,
[2z0,20tw2]

= / C(z+wr)dz,
[20,20+w2]
et

[ @iz = [ ((2)dz,
3 [z04w1+w2,z0+wa2]

= / C(w+wo)du, v=2z—uws,
[z0+w1,20]

= —/ C(z 4+ wo)dz.
[20,20+w1]

En remplacant ces expressions dans eqrefe2.14, on obtient

[ @ -ceredt [ (Gew) - () = 2mi
[z0,20+w1]

(70,20 +w2]
et d’apres (13),
(—19)dz +/ T1dz = 2mi,
[20,20+w1] [20,20+w2]

1.e., T|wy — Tow] = 271.
7
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2.3 Fonction o0 de Weierstrass
La fonction o de Weierstrass est définie par
o(z) = zefoz(g(z)_%)dz, (15)

et sa dérivée logarithmique est

(Ino(z)) = = ((2). (16)
En remplacant ((z) par son expression (12), on obtient
_ _ ) ez ts(3)
o(z) ==z H (1 w) est2(2), (17)
wEA\{0}

Proposition 31. a) o(z) est une fonction impaire.
b) La fonction o(z) vérifie la relation

o(z+wy) = —eT’“(Z"'%k).a(z), (k=1,2),
ol Ty, sont des constantes.

Démonstration. a) D’aprés (17), on a

o(-2) = —= ][] <1+i)675+%(5)2,

w
weA\{0}

- 7 H (1 - Z) G%Jr%(%)i n=—w,
weA\{0} "

= —o(z2).
Une autre preuve consiste a utiliser 'autre définition (15) de o(z). On a
o(—z) = —,zefoﬁ(C(’u)—%)du7

— el G0t =—u

= —ze foz(_C(”)Jr%)d”, (Cest impaire)
— el C@=3)dv,

= —o(2).
b) On a

UI(Z + wk)

o(z + wi) = ((2+wy), dapres(16)
= ((2) + 1%, dapres(13)
o'(2)

o(z)
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En intégrant, on obtient
Ino(z 4+ wg) =Ino(z) + 1742Ck, Cj = constante

d’oul
o(z +wi) = €10 o (2).

7(3) = e ()

Pour z = — &

2k, ona

Or o(z) est impaire, donc

eck = —eﬂ—k%’
et par conséquent o(z + wy) = —eT"(ZerTk).U(z), (k=1,2).

Proposition 32. Soit f une fonction elliptique d’ordre n. Désignons par aq, ..., an
(resp. b, ...,by,) les zéros (resp. poles) de f dans le parallélogramme des périodes. Ici
tous les zéros et les poles sont comptés avec leurs ordres de multiplicités. Alors

f(2) Caz—l—Za] Zb M

[[j=10(z=bj)’
ou C' est une constante.
Démonstration. D’apreés la proposition 13, on a
n n
g aj — E bj = période = w.
j=1 j=1
D’ou

Za] Zb‘ =—w-—aj.

j=1
Considérons la fonction

9(z) =o(z+w—a1)

D’apres la proposition 31 (point b)), on a
o(z+wg) = —eT’“(”%k).a(z), (k=1,2),
et comme o(z) est une fonction impaire, alors
g(z+wg) = e (Xjm1 bj—artw=X0 5 a)) o(z+a1 + w)—] ,
[[j=10(z— b))
= 9(2).

La fonction £ ( ) n’a pas de poles dans le parallélogramme des périodes. Puisque cette
fonction est doublement périodique, alors elle est bornée sur C et par conséquent,
elle est constante en vertu du théoréeme de Liouville.
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3 Intégrales elliptiques et fonctions de Jacobi

Dans cette section, on va étudier les fonctions de Jacobi. Ce sont des fonctions
elliptiques du second ordre qui ont deux poles simples dans le parallélogramme des
périodes. Ces fonctions interviennent souvent lors de la résolution de problémes pra-
tiques.

On appelle en général intégrale elliptique [1] une intégrale de la forme

/R (s, P(s)> ds,

ou R est une fonction rationnelle & deux variables et P(s) un polynome de degré 3 ou
4 avec des racines simples. En général, cette intégrale ne s’exprime pas au moyen de
fonctions élémentaires c’est-a-dire celles que 'on obtient en appliquant & la variable s
les opérations algébriques (addition, soustration, multiplication, division) en nombre
fini, ainsi que les fonctions logarithmiques, trigonométriques et leurs inverses. Nous
verrons que les fonctions inverses de ces intégrales elliptiques sont des fonctions
elliptiques. On montre qu’a l'aide de transformations élémentaires, une intégrale
elliptique se raméne & 'une des formes canoniques (de Legendre) :

ds

/ V(1 —s2)(1— k232)’
1— k2s2
1-s2

/ (1+1s2)/(1—s2)(1 - k2s2)’

ou k et [ sont des constantes. La premiére de ces intégrales est dite intégrale elliptique
de premiére espéce, la seconde intégrale elliptique de seconde espéce et la troisiéme
intégrale elliptique de troisiéme espéce. On peut écrire ces intégrales sous une forme
un peu différente, en posant s = sin ¢, et les intégrales précédentes s’écrivent

dep
/ 1— k2sin® ¢
/\/ 1 — k2 sin? pdo,
dep
/ (1+Isin2)y/1 — k2sinZ
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50 A. Lesfari

En général, on adopte les notations suivantes :

sin¢ ds B /90 dy
0 V(1 —2)(1 — k2s2) 0 V1—k2sin?p’

Be) = [ = [T R sin? g
(ko) = 2 4= sin® pdp,
0 - S 0
ds

H(k,l,¢) =

F(kv()o) =

dp

sin ¢ ©
/0 (1+152)/(1 — s2)(1 — k2s2) a /0 (1+1sin2p)y/1— k2sin® ¢

On rencontre souvent des intégrales ou la borne supérieure est ¢ = % Dans ce cas,
on écrit

/1 ds _/g dy

0 V(1 —82)(1—k2s2) 0 1—k2sin?¢p
1 1 242 5

E(k) = / k;d.;:/Q \/1— k2 sin? pdyp,
0 I—s 0

et ces intégrales sont dites intégrales elliptiques complétes respectivement de premiére
et de seconde espéce. On montre que

F(k) = r;<1+(;)2+(5)2k4+(5’£)2k6+...),
4 6
B = 5 (1-GP - GaPy — Gaes )

Considérons des intégrales elliptiques de la forme

0<k<1

8 ds
= [ J=

et voyons avec un peu plus de détail les propriétés de cette intégrale de premieére
espéce tout en sachant que les propriétés des autres intégrales s’obtiennent de facon
similaire. Nous avons vu ci-dessus que le changement de variable s = sin ¢, ramene

cette intégrale a la forme
t= / : do
0 1—k2sin® ¢

Nous envisagerons tout d’abord le cas ou k # 0 et k # 1. La fonction t(¢) définie par
cette intégrale est strictement croissante et dérivable. Elle posséde donc un inverse,
qu’on appelle amplitude de t et qui se note

¢ = amt = am(t; k).
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Fonctions et intégrales elliptiques 51

Notons que si k = 0, alors

S ds .
t= ———— = arcsin s,
0 1—s2

d’ott s = sint. Pour k # 0, on note par analogie la fonction inverse de 'intégrale en
question par
s = snt = sn(t; k),

que I'on nomme fonction elliptique de Jacobi (Lire s, n, t en détachant les lettres).
Le nombre k est appelé module de la fonction. Lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur le
module k, on écrit tout simplement snt au lieu de sn(t; k).

La fonction ¢ = amt est une fonction impaire strictement croissante de t. Elle

satisfait a
Jam

ot
Comme s = sin ¢, on peut donc écrire s = snt = sin(amt).
La deuxiéme et troiseme fonction elliptique de Jacobi sont définies respectivement
par

am(0) =0, (0) =1.

cnt = cn(t; k) = cos amt,

et

dnt = dn(t; k) = V1 — k?sn?t.

Pour cnt, lire ¢, n, t en détachant les lettres. De méme, pour dnt, lire d, n, t en
détachant les lettres. La aussi lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur le module &, on écrit
tout simplement cnt (resp. dnt) au lieu de cn(t; k) (resp. dn(t; k)).

Proposition 33. On a
sn’t + cn’t = 1,
dn’t + k?sn’t = 1.
Démonstration. En effet, on a

cnt = cosamt,
= V1 —sin?amt,
= 1 —sn2t.

De méme, on a
dnt = +/1— k?sn?t,
= /1-k2(1 —cn?t),
= /1 — k2sn?t.
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52 A. Lesfari

Remarque 34. Les périodes de la fonction snt sont 4K et 21K avec

! ds
K = / = F(k),
0 V-0 - )
et )
K=" - - = = F(K)
0 VE-DA-B) b Ja-ma—wmm
ou k' =1 —k2 et s = ————. De méme, les périodes de cnt sont 4K et 2K +2i K’

Vi
et celles de dnt sont 2K et 41K’

Proposition 35. On a
sn(0) =0, cn(0) =1, dn(0) = 1.
La fonction snt est impaire tandis que les fonctions cnt et dnt sont paires :
sn(—t) = —snt, cn(—t) =cnt, dn(—t)=dnt.

Démonstration. En effet, les trois premiéres relations sont évidentes. En ce qui
concerne les autres, par définition si

8 ds
= | =

alors s = snt. Dés lors,

. -F ds
0 V-0 k%)
autrement dit, sn(—t) = —s = —snt. Des relations sn?t+cn’t = 1 et dn’t+k%sn’t =

1, on déduit aisément que

cn(—t) = /1 —sn2(—t) = /1 — sn?t = cnt,

et

dn(—t) = /1 — k?sn?(—t) = v/1 — k?sn?t = dnt.

Proposition 36. Les dérivées des trois fonctions elliptiques de Jacobi sont données
par

d

—snt = cnt.dnt,
dt

d

—cnt = —snt.dnt,
dt

d 2
—dnt = —k“snt.cnt.
dt
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Démonstration. En effet, par définition si

s ds
= | =

alors s = snt et on a

d
5t = V/(1 = sn2t)(1 — k”2sn2t) = cnt.dnt.

Comme sn?t + cn?t = 1, alors

d d
snt%snt + cnt—cnt = 0,

dt

d
sntcntdnt + cnt%cnt =0,

d
sntdnt + ﬁcnt =0.

De méme, de la relation dn?t 4 k?sn’t = 1, on déduit que

dnt%dnt + kQSnt%snt =0,

d
@dnt + k?*sntent = 0.

Proposition 37. Les fonctions elliptiques de Jacobi vérifient les équations différen-
tielles :

2
(jtsnt) = (1 — snzt) (1 — k25n2t) ,

2
(icnt) = (1 — cn2t) (k'2 + kzcnzt) ,

2
<jtdnt> = (1 - dn2t) (dn2t - k'g) ,cnt.

ou k' =1 — k2.

Démonstration. En effet, la premiére équation a été obtenue dans la preuve de la
proposition précédente. Concernant les deux autres équations, on a

2
<5tcnt) = sn’t.dn’t, (proposition 36)
(1 — cn2t) (1 — k:2sn2t) , (proposition 33)
(1 — cnzt) (1 — k2 (1 — cn2t)) , (proposition 33)
= (1—-cn?) (K? + k%cn®t) ,

(
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2

(dnt) = k'sn%t.cn®t, (proposition 36)

= k2 (1 — dn2t) (1 - sn2t) ,  (proposition 33)

= (1 - dn2t) (k2 — (1 - dn2t)) ,  (proposition 33)
= (1—dn%) (dn’t — k).

Corollaire 38. Les fonctions elliptiques de Jacobi : snt, cnt et dnt s’obtiennent par
wmverston respectivement des intégrales :

;= dw
\/1—w2 1—k2w2)’
¢ - /
\/1_w2 k;’2—|—k:2w2)
t J—

/ \/1—w2 w2 k2)
ou k' =1 —k2.

Démonstration. En posant w = sn dans la premiére équation différentielle (pro-
position 37), on obtient

o = VA - )

et il suffit de noter que :

w(0) = sn(0) =0, (proposition 35)
W)y = sw(0),

= ¢n(0).dn(0), (proposition 36)

= 1, (proposition 35).
De méme, en posant w = cn dans la seconde équation différentielle (proposition
précédente), on obtient

d
G = VAR R),

et il suffit de noter que :

w(0) = cn(0) =1, (proposition 35)

dw ,
= (0 = en(0),

= —sn(0).dn(0), (proposition 3.3)
= 0, (proposition 35).
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Et enfin, en posant w = dn dans la troisiéme équation différentielle (proposition
précédente), on obtient

d
T = VI et w2,
et il suffit de noter que :
w(0) = dn(0) =1, (proposition 35)
dw
—(0) = dn/(0
Moy = a0,
= —k?sn(0).cn(0), (proposition 3.3)
0 (proposition 35).
Examinons enfin le cas ou k =0 et k = 1.

Proposition 39. a) Quand k=0, on a
am(t;0) = ¢, sn(t;0) =sint, cn(t;0) =cost, dn(t;0)=1.
b) Lorsque k=1, on a
1 1
—_— t;l) = ———.
cosht’ en(t; 1) cosh? t

Démonstration. En effet, les deux premiéres relations s’obtiennent directement en
utilisant la définition de ces intégrales tandis que les autres découlent des relations
sn’t + cn’t = 1 et dn’t + k?sn?t = 1 (proposition 33).

b) En effet, pour k =1 on a

5 d 1.1

sn(t;1) = tanht, cn(t;1) =

et alors s = snt = tanht. Pour les autres relations, on a

1
cn(t;1) = /1 —sn2(t;1) = V1 — tanh?t =

cosht’

et
1

cosh?t’
Proposition 40. Les fonctions snt, cnt, dnt satisfont respectivement aux formules
d’addition suivantes :

dn(t;1) =1 —sn?(;1) = 1 — tanh®t =

sntentdnr + snrentdnt

sn(t+7) = 1 — k2sn?tsn?t ’
__ cnient — sntsnTdntdnr
en(t+7) = 1 — k2sn?tsn?t ’
dntdnr — k%sntsnrentent
dn(t+7) =

1 — k2sn?tsn?t
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Démonstration. Considérons I’équation d’Euler [13] :

oit P(&) = (1 —&3)(1 — k%¢%),0 < k < 1. L'intégrale de cette équation peut s’écrire
sous la forme
t+71=0C, (18)

ou C1 est une constante et

t:/osﬁ%’ T:/OT i()

avec s = snt et r = sn7. Considérons maintenant le systéme différentiel

% — /Pl (19)
% = P(r).
On a
zi; = s(2k2s2—1—k2),
Zz = r(2k2r2—1—k2),
et
d*s d*r

sz2 — s@ = 2k%sr (52 — r2) ,

2 ds\? 2 dr\? 2 2 2.2 2
il S Bl e = (r —3)(1—1{:51“).

Notons que

Bogosk) _ ofsoem
)
(r%—l—s%) (r%—s%) r2 (%)2—32 (%)2

donc

ds dr 1222 _
rg — s k2s%r 1

En intégrant, on obtient

d ds dr d 2 2 9
len(r—s) :iln(k s°r —1),

d d. d
ECE—f)_ wiw (0 )
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d’ou
i Co (1 — k2827’2) ,

ou Cy est liée a C] par une relation de la forme : Cy = f(C) avec f une fonction a
déterminer. En tenant compte de (19), on obtient

r/P(s) +sy/P(r)=Cs (1 - k‘2827’2) . (20)

v
—
»
~—
\

V(1= 2) (1 - k2s?),
= /(1 —sn2t) (1 — k2sn?t),
= cntdnt, (proposition 33),

P(s) = cnrdnr,
donc I'équation (20) devient
sntcnrdnr + snrentdnt = Co(1 — k*sn’tsn’7).

Rappelons que Cy = f(C1) = f(t + 7) (d’aprés (18)). Dés lors pour 7 = 0, on a
f(t) = snt. Donc
sntcnTdnrt + snrcntdnt
1 — k2sn2tsn?t
Pour les deux autres formules, il suffit d’utiliser un raisonnement similaire au précé-
dent.

=sn(t+ 7).

Remarque 41. En un certain sens, les fonctions elliptiques de Jacobi snt et cnt
généralisent les fonctions trigonométriques sinus et cosinus.

4 Applications

4.1 Le pendule simple

Le pendule simple [2] est constitué par un point matériel suspendu a l’extrémité
d’un fil (ou une tige théoriquement sans masse) astreint & se mouvoir sans frottement
sur un cercle vertical. On désigne par [ la longueur du fil (i.e., le rayon du cercle), g
I’accélération de la pesanteur et x I’angle instantané du fil avec la verticale. L’équation
du mouvement est

d2
£+%Smx:0. (21)
Posons 0 = ‘Zl—f, I'équation (21) s’écrit

0do + %sin zdz = 0.
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En intégrant, on obtient
O e
— =>coszw
2 1 ’

ou C est une constante. Pour déterminer cette derniére, notons que lorsque ¢t = 0,
x = xo (angle initial), alors § = 0 (la vitesse est nulle), d’ou

C = —%cosmo.

Par conséquent

I (dx\® 1
— (=) = —6%=cosz — cos . 22
29 (dt) 29 ’ 22)
Nous allons étudier plusieurs cas :

a) Considérons le cas d’un mouvement oscillatoire, i.e., le cas ou la masse passe de
x = z¢ (le plus grand angle atteint par le pendule; il y correspond une vitesse § = 0)
4z = 0 (vitesse maximale). Comme cosz = 1—2sin? £, alors I'équation (22) devient

I [dz\? . 9X0 . o9& (23)
— [ — ] =sin® — —sin* —.
4g \ dt 2 2
Posons
. x . To .
sin — = sin — sin
5 5 P,
d’ou .
§cos§dx:sin%cos<pd<p,
1ls'Q:Ed s'xols'Qd
— —sin“ —dx = sin —4/1 — sin
5 5 B pap,
1 l—sinQ@sin2 dx:sin@ 1 — sin? od
5 5 ® B pap,
et donc

Par substitution dans (23), on obtient

d902 9 2 i 2
u :7(1—k: smg@),

ou
. Zo
k = sin —.,

2
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est le module et % 'angle modulaire. Notons que pour # =0 on a ¢ = 0 et dés lors

%)
P l/ __de
9Jo \/1—k2sin?¢p

D’aprés la section 3, on a donc

p = :I:amﬁt,
9

sing = isinamlt:isnﬁt,

et par conséquent

. T .20 g
L = +sin sny /2t
i1 sin —sny /5
b) Considérons le cas d’un mouvement circulaire. On écrit I’équation (22) sous la
forme
| (do\?
% (C;) = 1—2sin25—cosxo,
= (1 —cosxp) <1 — k? sin? g) ,
ou
K = 2
1—cosxp’

avec k positif et 0 < k < 1. En tenant compte de la condition initiale z(0) = 0, on

obtient
21 ® d
dt =+ / d , = L
g(1 —coszo) Jo /1 —k2sin®¢p 2
Donc
1—
¢ = fam 79( cos xo)t,
21
et
1—

21

c¢) Considérons enfin le cas d’'un mouvement asymptotique. C’est le cas ou xzg = 7
et ’équation (22) s’écrit

2
[l [dx 9T
— | — | =cosx+1=2cos”—.
2g \ dt 2
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B \/> 0 cos2
= iflntan (x + E) )
g T 4

g
T = 4 arctan ei\ﬁt — .

D’ou

et

On vérifie que x — +7 quand ¢ — oo.

Remarque 42. Pour des petites oscillations, on peut approcher sinx par x et l’équa-
tion (21) se rameéne a une équation linéaire,

&z g
Sl dr =0
a T

dont la solution générale est immédiate :

= ('] cos \/gt + Co 1 sin \/Et,
l g l

ou C; = z(0) et Cy = dt 2(0). Pour des petites oscillations la période du pendule

(le temps nécessité pour une oscillation compléte ; un aller-retour) est 271'\/5 Par
contre, dans le cas des oscillations qui ne sont pas nécessairement petites, la période
vaut d’aprés ce qui précéde 4\/> fo ——dr ___ gpec k = sin R

1—k2sin? z

4.2 Equations d’Euler

Les équations d’Euler (On parle aussi de mouvement d’Euler-Poinsot du solide)
du mouvement de rotation d’un solide autour d’un point fixe, pris comme origine
du repére lié au solide, lorsqu’aucune force extérieure n’est appliquée au systéme,
peuvent s’écrire sous la forme |7, 8, 9] :

I — (A3 — Ao) mams,
M2 = (A1 — A3) mims, (24)
dd% = ()\2 — )\1) mimsg.

ou (my,mg, m3) est le moment angulaire du solide et A\; = Ii_l, Iy, I et I3 étant les
moments d’inertie. Ces équations admettent deux intégrales premiéres quadratiques :

1 2 2 2
o, = 3 (Alml + Aamj + )\3m3) )
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et

1
H2:§(m%+m%+m§).

Nous supposerons que Aj, A2, A3 sont tous différents de zero(c’est-a-dire que le solide
n’est pas réduit & un point et n’est pas non plus concentré sur une droite). Dans
ces conditions, H; = 0 entraine m; = mgo = mg = 0 et donc Hy = 0; le solide
est au repos. Nous écartons ce cas trivial et supposons dorénavant que Hy; # 0 et
Hy # 0. Lorsque A\; = Ay = A3, les équations (24) montrent évidemment que my, ma
et mg sont des constantes. Supposons par exemple que A\; = Ao, les équations (24)
s’écrivent alors

% = (A3 — A1) mams,
% = (A1 — Az) mims,
™y = o

On déduit alors que m3 = constante = A et
% = A(A3— A1) mo,
% = Ay = Ag)ma

Notons que

d . . .
a(ml +img) = 1AM — A3)(m1 + ima),

on obtient mq + imy = C’eiA(/\l_ki")t, ou C est une constante et donc
m1 = Ccos A(A1 — A3)t, mao = Csin A(A; — A3)t

L’intégration des équations d’Euler est délicate dans le cas général oit A, Ay et A3
sont tous différents ; les solutions s’expriment & ’aide de fonctions elliptiques. Dans
la suite nous supposerons que A, A2 et A3 sont tous différents et nous écartons les
autres cas triviaux qui ne posent aucune difficulté pour la résolution des équations
en question. Pour fixer les idées nous supposerons dans la suite que : Ay > Ay > A3.
Géométriquement, les équations

Alm% + )\ng + )\3m§ =2H,, (25)

et
m? +mi 4+ m3 =2H, =12, (26)

représentent respectivement les équations de la surface d’un ellipsoide de demi-axes :
\/% (demi grand axe),\/%(demi axe moyen),\/%(demi petit axe), et d’une
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sphére de rayon r. Donc le mouvement du solide s’effectue sur l'intersection d’un

ellipsoide avec une sphére. Cette intersection a un sens car en comparant (25) a (26),
on voit que % <r?< %, ce qui signifie géométriquement que le rayon de la sphére
(26) est compris entre le plus petit et le plus grand des demi-axes de 'ellipsoide (25).
Pour étudier I'allure des courbes d’intersection de I’éllipsoide (25) avec la sphére (26),

fixons Hy > 0 et faisons varier le rayon r. Comme A1 > Ay > A3, les demi-axes de

I'ellipsoide seront % > % > % Si le rayon r de la sphére est inférieur au demi

petit axe % ou supérieur au demi grand axe %, alors l'intersection en question

est vide ( et aucum mouvement réel ne correspond a ces valeurs de H; et r). Lorsque

le rayon r est égal & %, alors I'intersection est composée de deux points. Lorsque le

rayon r augmente (2/\—? <r< %), on obtient deux courbes autour des extrémités

du demi petit axe. De méme si r = 2E1 on obtient les deux extrémités du demi
P Y

grand axe et si r est légérement inférieur & %, on obtient deux courbes fermées
au voisinage de ces extrémités. Enfin, si r = % alors l'intersection en question est
constituée de deux cercles.

Proposition 43. Les équations différentielles (24) d’Euler, s’intégrent au moyen de
fonctions elliptiques.

Démonstration. A partir des intégrales premiéres (25) et (26), on exprime m; et
mga en fonction de msa. On introduit ensuite ces expressions dans la seconde équation
du systéme (24) pour obtenir une équation différentielle en ms et dg? seulement. De
maniére plus détaillée, on tire aisément de (25) et (26) les relations suivantes

2H; — 1?23 — (A2 — A\3) m3
2 1 3 2 3 2
= 27
my )\1 — )\3 ) ( )
2 o _ o 2
m% _ r )\1 2H1 ()\1 )\2) m2. (28)
Al — A3

En substituant ces expressions dans la seconde équation du systéme (24), on obtient

dm
WQ = \/(2H1 — TQ)\g — ()\2 — )\3) m%) (T2)\1 — 2H1 — ()\1 — )\2) m%)
En intégrant cette équation, on obtient une fonction ¢(ms) sous forme d’une intégrale

elliptique. Pour réduire celle-ci a la forme standard, on peut supposer que 72 > %

(sinon, il suffit d’intervertir les indices 1 et 3 dans toutes les formules précédentes).
On réecrit ’équation précédente, sous la forme

dma A2 — A3 9 A1 — A2 2
= 1-— 7277’1/2 1-— 27777/2 .
\/(2H1 - T‘2)\3) (T2>\1 — 2H1)dt 2Hy —14)3 e\ — 2H,

En posant

T = t\/()\g—)\g)(T'Q/\l—2H1),

s = e 2T A3
- 2 2]:1'1—7'2)\37
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dS . s B ()\1 — )\2)(2H1 — 7“2/\3)5
ar \/(1 R (1 (A2 = A3)(r?A1 — 2Hy) 2>’

ce qui suggére de choisir comme module des fonctions elliptiques

(A1 — X2)(2H; — 72)\3)
(A2 — A3)(r2X\; — 2H,y)'

on obtient

k=

2H1

Les inégalités A1 > Ao > A3, 5 2H1 <r?< et r2 > 2H1 montrent qu’effectivement

0 < k2 < 1. On obtient donc

ds
— = /(1 — 52)(1 — k2s2).
& V= - 1)
Cette équation admet la solution (on convient de choisir l'origine des temps telle que

ma = 0 pour ¢t = 0.)

/ V(- 52 — k2s2)
La fonction inverse s(7) constitue I'une des fonctions elliptiques de Jacobi : s = snr,
qui détermine également mso en fonction du temps, i.e.,

2H1 — 7’2)\3 S
mo = —_— - SN7T.
2 Xo — A3

D’aprés les égalités (27) et (28), on sait que les fonctions m; et mg s’expriment
algébriquement & ’aide de my, donc

2H| — r2)\
my = )\1 A3 -V 1 —sn?r,
1—
et

2)\ —2H
ms = A L. \/1— k2sn2r.

IPVES
Compte tenu de la définition des deux autres fonctions elliptiques (voir section 3)
cnr = /1 — sn?t, dnr = /1 — k2sn27,

et du fait que 7 = t\/(A2 — A3)(r2A; — 2H;), on obtient finalement les formules
suivantes :

=B en (10— XA~ 2
my = [2=r g (t\/()\z ) (P — 2H1)> , (29)

A2—A3
s = \/ER=2 dn (t\/(AQ ) (P — 2H1)) .
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64 A. Lesfari

Autrement dit, U'intégration des équations d’Euler s’effectue au moyen de fonctions
elliptiques.

Remarque 44. Notons que pour A\; = 2, on a k> = 0. Dans ce cas, les fonctions
elliptiques snt, cnt,dnt se réduisent respectivement aux fonctions sint,cost,1. Dés
lors de (29), on tire aisément que

mi = \/725/[\11 A3 COS\/ )\1 )\3 7‘2/\1 — 2H1)

m2—1/M sm\/)\l 3)(r?A1 — 2H1 )t,
2

e

. , . . 2 _ _ 2
On retrouve les solutions établis précédemment avec A = 4/ % etC = %
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