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О ПОЗИТИВНЫХ И КРИТИЧЕСКИХ

ТЕОРИЯХ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ КОЛЕЦ

Ю. М. Важенин, В. Ю. Попов

Аннотация: Доказано совпадение позитивных теорий полиоднородного многооб-
разия колец, класса всех конечных колец из него и свободного в нем кольца счет-
ного ранга. Дано описание критических теорий классов всех конечных йордановых
и лиевых колец. Библиогр. 27.

Пусть K — некоторый класс алгебраических систем сигнатуры σ, P — по-
зитивный σ-язык, PK — позитивная теория класса K. Изучению теории PK
и ее подтеорий для различных классов K посвящен целый ряд работ. Так, в
[1] доказана разрешимость позитивной теории свободной полугруппы счетного
ранга. В работе [2] отмечена разрешимость элементарных теорий полугрупп,
свободных в конечно-базируемых многообразиях полугрупп, удовлетворяющих
перестановочному тождеству, откуда непосредственно вытекает разрешимость
позитивных теорий соответствующих многообразий. В обзоре Л. А. Бокутя [3]
поставлен вопрос о разрешимости позитивной теории свободных ассоциативных
(лиевых) алгебр (конечного ранга, бесконечного ранга, с единицей, без едини-
цы). Г. С. Маканин в [4] доказал разрешимость проблемы совместности систем
уравнений в свободной полугруппе, т. е. разрешимость ∃∧-теории этой полу-
группы. Для свободных ассоциативных (лиевых) колец проблема совместности
систем уравнений, как показал в [5] В. А. Романьков, неразрешима. В работах
[6–11] доказана неразрешимость проблемы совместности систем уравнений для
ряда других свободных колец. В указанном выше обзоре [3] поставлен вопрос о
разрешимости проблемы совместности систем уравнений в свободных ассоциа-
тивных (лиевых) алгебрах над алгебраически замкнутым полем.

Цель настоящей заметки — установить совпадение позитивных теорий не-
которых важных классов колец и на основании этих результатов получить но-
вую информацию о разрешимости теорий.

Пусть X — произвольное многообразие колец, заданное полиоднородными
тождествами [12]. Обозначим через X ∩ F класс всех конечных колец из мно-
гообразия X. Пусть FX — кольцо счетного ранга, свободное в многообразии X,
Nk — многообразие всех k-нильпотентных колец характеристики k, Fl — кольцо
ранга l, свободное в многообразии X∩Nk. В дальнейшем свободные образующие
колец мы будем обозначать элементами множества {e1, . . . , ep, . . . }.

Теорема 1. Позитивные теории кольца FX, многообразия X и класса X∩F
совпадают.

Пусть Y — произвольное многообразие полугрупп, групп, колец или алгебр
над полем, FY — полугруппа (группа, кольцо, алгебра) счетного ранга, свобод-
ная в многообразии Y, Y∩F — класс всех свободных полугрупп (групп, колец,
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алгебр) из многообразия Y. Обозначим через L множество предложений вида

∀~x(f1(~x) = g1(~x) ∧ · · · ∧ fm(~x) = gm(~x) → f0(~x) = g0(~x)).

Теорема 2. Позитивные теории и L-теории алгебраической системы FY
и класса Y ∩ F совпадают.

Из этой теоремы непосредственно вытекает, что разрешимость проблемы
равенства для классов свободных ассоциативных (лиевых) алгебр (групп) (см.
соответствующий вопрос в [3]) равносильна разрешимости соответствующего
фрагмента универсальной теории свободной счетно-порожденной ассоциатив-
ной (лиевой) алгебры (группы). Кроме того, в силу [13] из нее следует раз-
решимость проблемы равенства в классе всех свободных групп, а ввиду [14]
разрешимы позитивная теория и проблема равенства в классе полугрупп, сво-
бодных в произвольном многообразии полугрупп, заданном перестановочным
тождеством.

Из неразрешимости проблемы равенства в многообразии йордановых колец
[15] с учетом результата [11] вытекает, что критическими теориями (см. [16])
многообразия йордановых колец являются лишь теории типов ∀∃ и ∀¬∨. Сле-
дующая теорема устанавливает аналогичный факт для классов конечных йор-
дановых и лиевых колец и дает, в частности, отрицательный ответ на вопрос
из [3] о разрешимости проблемы равенства для класса конечных йордановых
колец.

Теорема 3. Теории типов ∀∃, ∀¬∨, и только они, являются критическими
теориями класса всех конечных йордановых колец и класса всех конечных колец
Ли.

Доказательство теоремы 1. Пусть D — фильтр Фреше над множеством
натуральных чисел N, т. е. множество всех коконечных подмножеств множе-
ства N (см. [17]). Обозначим через K1 
 ΠDFk фильтрованное произведе-
ние колец Fk по фильтру D. Элементы кольца K1 мы будем обозначать через
(a1, . . . , ap, . . . )D. Если для любых i и j, за исключением разве лишь конечно-
го числа, выполняется равенство ai = aj , то (a)D 
 (a1, . . . , ap, . . . )D. Пусть
K2 — подкольцо кольца K1, порожденное множеством элементов {(ei)D | ei ∈
{e1, . . . , ep, . . . }}. Произвольный элемент кольца K1 можно представить в виде
суммы одночленов u1 + · · · + us + v1 + · · · + vt, где для любых i ∈ {1, . . . , s} и
j ∈ {1, . . . , t} имеем ui ∈ K2, vj ∈ K1\K2. Рассмотрим отображение кольца K1

на кольцо K2, заданное следующим образом: u1 + · · · + us + v1 + · · · + vt →
u1 + · · · + us. Очевидно, что данное отображение — гомоморфизм. В силу
того, что многообразие X задано полиоднородными тождествами, кольцо K2

изоморфно кольцу FX. Легко понять, что для любого k кольцо Fk конечно.
Следовательно, кольцо FX является гомоморфным образом фильтрованного
произведения колец из класса X ∩ F. Нетрудно убедиться, что аналогичные
рассуждения справедливы и для многообразий алгебр над полем, если в каче-
стве X ∩ F взять класс всех конечномерных алгебр из X, а в качестве Nk —
многообразие всех k-нильпотентных алгебр над тем же полем.

Заметим, что произвольное предложение устойчиво относительно фильтро-
ванных произведений тогда и только тогда, когда оно эквивалентно хорновско-
му предложению [18]. Произвольное предложение устойчиво относительно го-
моморфизмов тогда и только тогда, когда оно эквивалентно позитивному или
тождественно ложному предложению [19]. Отсюда в силу изложенного выше
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непосредственно вытекает, что произвольное позитивное предложение, истин-
ное на классе X ∩ F, истинно и на FX. Произвольное позитивное предложение,
истинное на FX, истинно и на X, а значит, и на X ∩ F [20]. Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть Y — произвольное многообразие ко-
лец, Y ∩ F 
 {Fi | i ∈ N} ∪ {Fω} ∪ {Fτ} — класс всех относительно свободных
колец многообразия Y, где Fω — кольцо счетного ранга, Fτ — такое кольцо, что
|Fτ | > |Fω|, Fl — кольцо ранга l. Обозначим через K1 прямое произведение ΠFl

колец Fl, l ∈ N, а через K2 — подкольцо кольца K1, порожденное множеством
{(e1, . . . , e1︸ ︷︷ ︸

l

, el, . . . , el, . . . ) | l ∈ N}. Очевидно, что K2 — подпрямое произведение

множества колец Y ∩ F . Кроме того, как нетрудно убедиться, кольцо K2 изо-
морфно кольцу Fω. В [21] доказано, что произвольное предложение, устойчивое
относительно взятия подпрямых произведений, имеет вид

∀~x(ψ → ξ),

где ψ — позитивная, а ξ — атомарная формулы. Отсюда вытекает, в частности,
что произвольное позитивное предложение и предложение вида

ϕ 
 ∀~x (f1(~x) = g1(~x) ∧ · · · ∧ fm(~x) = gm(~x) → f0(~x) = g0(~x))

устойчивы относительно взятия подпрямых произведений. Следовательно, про-
извольное предложение вида ϕ, истинное на классе Y∩F , будет истинно и на Fω.
Заметим, что произвольное кольцо Fl является подкольцом кольца Fω. Отсюда
в силу [20, 22, 23] вытекает, что произвольное предложение вида ϕ, истинное на
Fω, истинно и на классе Y∩F . Заметим, кроме того, что проведенные рассуж-
дения сохраняют силу и в том случае, когда в качестве Y берется произвольное
многообразие полугрупп, групп или алгебр над полем. Теорема 2 доказана.

Прежде чем приступить к доказательству последней теоремы, напомним
необходимые определения из работ [10, 16]. Схемно-альтернативной иерархией
языков фиксированной сигнатуры γ называется упорядоченное по включению
семейство SA всевозможных множеств C1 . . . Cn¬r∧t∨s и ω¬r∧t∨s γ-формул
логики первого порядка, рассматриваемых в предваренной нормальной форме
и определяемых равенствами

C1 . . . Cn¬r∧t∨s =

{
Q1~x . . . Qv~y

d+1∨
i=1

c(i)+1∧
j=1

¬m(i,j)χij | (v < n∨(v = n∧Q1 = C1))

∧ sgn
∑

m(i, j) ≤ r ∧ sgn
∑

c(i) ≤ t ∧ sgn d ≤ s

}
,

ω¬r∧t∨s =
⋃
n∈ω

C1 . . . Cn¬r∧t∨s,

где C1, . . . , Cn, Q1, . . . , Qv ∈ {∀,∃}, Ci 6= Ci+1, Qj 6= Qj+1; r, t, s,m(i, j) ∈ {0, 1};
w1 = w, w0 — пустой символ; ~x = x1 . . . xp, . . . , ~y = y1 . . . yq; χij — атомарная
γ-формула; sgnu — знак числа u. Таким образом, язык C1 . . . Cn¬r∧t∨s состоит
из тех и только тех γ-формул ϕ, блочная схема кванторной приставки которых
является (возможно, пустым) подсловом слова C1 . . . Cn, а в бескванторной ча-
сти ϕ любая из связок ¬, ∧, ∨ может присутствовать лишь при условии r = 1,
t = 1, s = 1 соответственно. Например, язык ∀∃ составляют все γ-формулы ви-
да χ, ∀~xχ, ∃~xχ, ∀~x∃~yχ, где χ — атомарная γ-формула; язык ∀¬∨ состоит из всех
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γ-формул вида ψ, ∀~xψ, где ψ не содержит кванторов и конъюнкции. Иерархия
языков SA определяет иерархию SAK теорий данного класса алгебраических
систем сигнатуры γ, которая определяется равенством

SAK = 〈{LK | L ∈ SA};⊆〉,

где LK — L-теория класса K . Теория LK называется критической, если
она является минимальной в SAK неразрешимой теорией. Легко понять, ис-
пользуя устройство SA как частично упорядоченного множества, что описание
критических теорий класса K автоматически дает описание всех в рамках SA
разрешимых теорий K , поскольку теория LK ∈ SAK разрешима тогда и
только тогда, когда она не включает ни одной критической теории.

Доказательство теоремы 3. Для доказательства нам потребуется иной
вид конечно-определенного йорданова кольца, нежели приведенный в работе
[15]. Пусть A — ассоциативное кольцо, порожденное множеством {e1, e2} и за-
данное нижеследующей конечной системой определяющих соотношений. Пусть
a = e1e2e1, b = e1e

2
2e1, A = e1e

3
2e1, B = e1e

4
2e1, qi = e1e

5+i
2 e1, i ∈ {0, 1, 2, . . . ,m}.

Обозначим через M двухленточную машину Минского, вычисляющую частич-
ную характеристическую функцию некоторого фиксированного множества на-
туральных чисел P . Произвольной команде qiδ1δ2 → qjε1ε2 машины M в зави-
симости от конкретных значений δ1 и δ2 поставим в соответствие соотношение
согласно следующей таблице:

δ1 δ2 Соотношения

1 1 ABqiBA = ABaε1bε2qjb
ε2aε1BA

1 0 AbqibA = Aaε1b1+ε2qjb
1+ε2aε1A

0 1 BaqiaB = Ba1+ε1bε2qjb
ε2a1+ε1B

0 0 abqiba = a1+ε1b1+ε2qjb
1+ε2a1+ε1

К построенным соотношениям добавим еще соотношения ab+ba = 0, aB+Ba =
0, bA + Ab = 0, AB + BA = 0. Стандартными методами (см., например, [24])
можно убедиться, что в кольце A соотношение

ABa2n

q1a
2n

BA = ABaq0aBA

выполняется тогда и только тогда, когда n ∈ P . Если в качестве P взять
рекурсивно перечислимое нерекурсивное множество натуральных чисел, то в
кольце A в силу изложенного выше будет неразрешима проблема равенства
слов. Заметим, что все определяющие соотношения кольца A и соотношения

ABa2n

q1a
2n

BA = ABaq0aBA

можно представить в виде f(e1, e2) = 0, где f(e1, e2) — многочлен, симметрич-
ный относительно инволюции (см. [25, с. 39]). Следовательно, в силу теоремы
Кона (см. [25, с. 76, теорема 3]) элементы свободного ассоциативного кольца
ранга 2, соответствующие многочленам f(e1, e2), будут йордановыми многочле-
нами. На основании результатов [26] несложно убедиться в том, что йорда-
новы представления определяющих соотношений кольца A задают конечно-
определенное полуспециальное йорданово кольцо B с неразрешимой проблемой
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равенства. Пусть Bn — йорданово кольцо, заданное всеми определяющими со-
отношениями кольца B и, кроме того, соотношениями вида w = q0

n, где w —
слово, длина которого больше n и которое не представимо в кольце B в виде ли-
нейной комбинации слов, включающей слова, длина которых не превосходит n.
Тогда легко проверить, что кольцо B изоморфно подалгебре фильтрованного
произведения по фильтру Фреше колец Bn.

Пусть ψ — конъюнкция определяющих соотношений кольца B, ξ — равен-
ство

ABa2n

q1a
2n

BA = ABaq0aBA.

Рассмотрим предложение
ϕ 
 ∀e1e2(ψ → ξ)

и покажем, что это предложение истинно на классе конечных йордановых ко-
лец тогда и только тогда, когда оно истинно в многообразии всех йордановых
колец. Допустим, что предложение ϕ истинно в многообразии всех йордано-
вых колец. Тогда очевидно, что оно истинно в классе конечных йордановых
колец. Пусть теперь предложение ϕ истинно в классе конечных йордановых
колец. Тогда оно истинно и в множестве колец вида Bn. Отсюда в силу [18] вы-
текает, что ϕ истинно на фильтрованном произведении этих колец. Последнее
ввиду [22, 23] влечет истинность предложения ϕ на кольце B, что равносильно
истинности предложения ϕ в многообразии йордановых колец. Следовательно,
универсальная теория класса всех конечных йордановых колец неразрешима.

В работе [27] доказана неразрешимость универсальной теории класса конеч-
ных лиевых колец. Из теоремы 1 в силу результатов [6, 11, 15] следуют нераз-
решимость ∀∃-теории и разрешимость ∃∀ ∧ ∨-теории классов конечных лиевых
и йордановых колец. Поэтому для завершения доказательства теоремы нам
достаточно показать, что разрешимы теории типов ∃¬ ∧ ∨, ∃∀¬∧. Произволь-
ное предложение языка ∃¬ ∧ ∨ равносильно дизъюнкции предложений языка
∃¬∧. Произвольное предложение языка ∃¬∧ либо является предложением язы-
ка ∃∀ ∧ ∨, либо ложно на нулевом наборе, и произвольное предложение языка
∃∀¬∧ либо является предложением языка ∃∀∧∨, либо ложно на нулевом наборе.
Следовательно, теории типов ∃¬ ∧ ∨ и ∃∀¬∧ разрешимы. Теорема 3 доказана.

Из теоремы 1 и результатов работы [11] вытекает, что для любого над-
коммутативно-ассоциативного многообразия колец, заданного полиоднородны-
ми тождествами, теория типа ∀∃ будет критической теорией класса всех конеч-
ных колец из этого многообразия. Заметим, что не всякое над-коммутативно-
ассоциативное многообразие колец может быть задано полиоднородными тож-
дествами. Например, многообразие var{(xy)(zx)− ((xy)z)x+(xy)z−x(yz) = 0}
является над-коммутативно-ассоциативным многообразием колец. Однако оно
не может быть задано полиоднородными тождествами.

В заключение отметим открытый вопрос, связанный с полученными здесь
результатами и теоремой 1 из работы [11].

Вопрос. Верно ли, что для любого над-коммутативно-ассоциативного мно-
гообразия колец граница разрешимости класса всех конечных колец из этого
многообразия принадлежит множеству {{∀}, {∀∃, ∀¬∨}, {∀∃, ∃∀¬∨}}, причем
реализуются все три случая?
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