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О РАЗРЕШИМОСТИ ЭКВАЦИОНАЛЬНЫХ ТЕОРИЙ

ПОКРЫТИЙ МНОГООБРАЗИЙ ПОЛУГРУПП
В. Ю. Попов

Аннотация: Для произвольного собственного многообразия полугрупп X суще-
ствует многообразие полугрупп Y такое, что выполняются следующие три условия:
1) Y покрывает многообразие X, 2) если многообразие X — конечно базируемое, то
многообразие Y — тоже конечно базируемое, 3) эквациональная теория многообра-
зия X разрешима тогда и только тогда, когда разрешима эквациональная теория
многообразия Y.

Пусть X — произвольное многообразие полугрупп, заданное тождествами, за-
висящими от конечного числа переменных, все периодические группы которого ло-
кально конечны. Тогда выполняется одно из следующих двух условий: 1) все ниль-
полугруппы из многообразия X локально конечны, 2) многообразие X включает
подмногообразие Y с неразрешимой эквациональной теорией, имеющее бесконечное
множество покрывающих многообразий с неразрешимой эквациональной теорией.
Библиогр. 24.

А. И. Мальцев в работе [1] построил конечно-базируемое многообразие ква-
зигрупп с неразрешимой эквациональной теорией и поставил в сборнике [2]
вопрос о существовании конечно базируемых многообразий полугрупп, групп
и колец с неразрешимой эквациональной теорией. Положительный ответ на
этот вопрос для полугрупп получен в [3], а для групп — в [4] (см. также
[5]). Разрешимость эквациональной теории для произвольного конечно бази-
руемого многообразия ассоциативных колец анонсирована в [6]. В работах [7–
9] построены примеры конечно базируемых многообразий неассоциативных ко-
лец с неразрешимой эквациональной теорией. В [10] доказано, что существует
последовательность конечно базируемых многообразий неассоциативных колец
A1⊂B1⊂A2⊂B2⊂ . . . такая, что для всех i эквациональная теория Ai неразре-
шима, а эквациональная теория Bi разрешима. Пример бесконечной убыва-
ющей последовательности конечно базируемых многообразий неассоциативных
колец A1⊃B1⊃A2⊃B2⊃ . . . такой, что для всех i эквациональная теория Ai

неразрешима, а эквациональная теория Bi разрешима, приведен в [11]. Как
отмечено в работе [12], существует бесконечная возрастающая последователь-
ность конечно базируемых многообразий полугрупп A1⊂B1⊂A2⊂B2⊂ . . . та-
кая, что для всех i эквациональная теория многообразия Ai и класса Ai ∩ F
всех конечных полугрупп из многообразия Ai неразрешима, а эквациональная
теория многообразия Bi и класса Bi ∩ F всех конечных полугрупп из многооб-
разия Bi разрешима. Там же отмечено, что существует и бесконечная убываю-
щая последовательность многообразий, удовлетворяющая тем же условиям, т. е.
бесконечная последовательность конечно базируемых многообразий полугрупп
A1⊃B1⊃A2⊃B2⊃ . . . такая, что для всех i эквациональная теория многообразия
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Ai и класса Ai ∩ F всех конечных полугрупп из многообразия Ai неразрешима,
а эквациональная теория многообразия Bi и класса Bi∩F всех конечных полу-
групп из многообразия Bi разрешима. Известно, что всякий неединичный эле-
мент решетки подмногообразий многообразия всех полугрупп имеет покрытие
[13]. Поэтому естественно возникает вопрос о возможности уплотнения постро-
енных последовательностей многообразий. В частности, можно ли отношение
включения заменить отношением покрытия?

Теорема 1. Для произвольного собственного многообразия полугрупп X
существует многообразие полугрупп Y такое, что выполняются следующие три
условия:

1) Y покрывает многообразие X;
2) если многообразие X конечно базируемое, то многообразие Y тоже ко-

нечно базируемое;
3) эквациональная теория многообразия X разрешима тогда и только тогда,

когда разрешима эквациональная теория многообразия Y.
Прежде чем перейти непосредственно к доказательству теоремы 1, сформу-

лируем ряд определений и введем обозначения, которые мы будем использовать
в дальнейшем.

Зафиксируем некоторый бесконечный алфавит X = {x1, x2, x3, . . . }. Без
ограничения общности можно считать, что все тождества записаны в алфави-
те X. Тождество u = v называется уравновешенным, если каждая буква входит
в слова u и v одинаковое число раз [14].

Пусть X и Y — произвольные многообразия полугрупп. Если многообразие
Y покрывает многообразие X, то мы будем писать X < Y.

Обозначим через eq X множество {ui(~x) = vi(~x) | i ∈ N} всевозможных
нетривиальных тождеств, которым удовлетворяет многообразие X. Пусть U —
множество всевозможных слов в алфавите X таких, что u(~x) ∈ U тогда и толь-
ко тогда, когда найдется v(~x) такое, что u(~x) = v(~x) ∈ eq X. Обозначим через
V максимальное подмножество множества U такое, что u(~x) ∈ U тогда и толь-
ко тогда, когда найдется v(~x) такое, что u(~x) = v(~x) — тождество из базиса
многообразия X.

Заметим, что если тождество u(~x) = v(~x) принадлежит множеству eq X, то
по определению множества eq X тождество v(~x) = u(~x) также принадлежит мно-
жеству eq X. Кроме того, если тождество u(~x) = v(~x) принадлежит множеству
eq X и слово u(~x) является подсловом слова w(~x), то для некоторого слова w′(~x)
по определению множества eq X тождество w(~x) = w′(~x) также принадлежит
множеству eq X.

Обозначим через F свободную полугруппу счетного ранга, порожденную
множеством свободных образующих {e1, e2, . . . , en, . . . }. Будем говорить, что
слово u(~x) не превосходит слова v(~x), и писать u(~x) ≤ v(~x), если найдется такой
набор элементов s1, s2, . . . полугруппы F , что слово u(~s) — подслово слова v(~e),
где u(~s) — слово, полученное из слова u(~x) подстановкой x1 → s1, x2 → s2, . . . ,
а v(~e) — слово, полученное из слова v(~x) подстановкой x1 → e1, x2 → e2, . . . .
При этом если для любого i имеет место соотношение si ∈ {e1, e2, . . . , en, . . . },
то будем говорить, что слова u(~x) и v(~x) эквивалентны, и писать u(~x) =X v(~x).
Несложная проверка позволяет убедиться в том, что отношение ≤ рефлексивно,
антисимметрично и транзитивно на множествах U и V . Следовательно, ≤ —
отношение частичного порядка (см. [15, гл. 1, § 1]). Если слова u(~x) и v(~x)
равны как элементы свободной полугруппы, свободно порожденной множеством
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X, то будем говорить, что имеет место графическое равенство слов u(~x) и v(~x),
и писать u(~x) ≡ v(~x). Если для слов u(~x) и v(~x) справедливо соотношение
u(~x) ≤ v(~x) и не выполняется соотношение u(~x) =X v(~x), то будем говорить, что
слово u(~x) меньше слова v(~x), и писать u(~x) < v(~x). Заметим, что отношение
< так же, как и отношение ≤, рефлексивно, антисимметрично и транзитивно
на множествах U и V . Следовательно, отношение < — отношение частичного
порядка.

Очевидно, что если имеет место соотношение u(~x) < v(~x), то длина слова
u(~x) строго меньше длины слова v(~x). Отсюда вытекает, что для любого базиса
многообразия X множество V содержит по крайней мере один минимальный
элемент относительно отношения порядка <. Зафиксируем некоторый базис
многообразия X и обозначим какой-либо минимальный элемент наименьшей
длины через m(~x). Пусть n — число различных букв из алфавита X, входящих
в запись слова m(~x). Без ограничения общности можно считать, что в слово
m(~x) входят буквы x1, x2, . . . , xn, и только они, и, следовательно, вместо m(~x)
можно писать m(x1, x2, . . . , xn).

Рассмотрим множество всевозможных элементов множества eq X, имеющих
вид m(x1, x2, . . . , xn) = vi(~x) и входящих в базис многообразия X. Без ограни-
чения общности можно полагать, что это множество имеет вид

{m(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x),m(x1, x2, . . . , xn) = v2(~x), . . . ,

m(x1, x2, . . . , xn) = vr(~x), . . . }. (1)

Заметим, что в каждом из базисных тождеств многообразия X мы можем пе-
реобозначить переменные таким образом, что если ui(~x) = vi(~x) — базисное
тождество и

ui(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn), vi(~x)6=Xm(x1, x2, . . . , xn)

или
ui(~x)6=Xm(x1, x2, . . . , xn), vi(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn),

то ui(~x) ≡ m(x1, x2, . . . , xn) и соответственно vi(~x) ≡ m(x1, x2, . . . , xn). Кроме
того, заметим, что если в базисе многообразия X заменить множество тож-
деств (1) множеством

{m(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x), v1(~x) = v2(~x), . . . , v1(~x) = vr(~x), . . . },

то снова получим базис тождеств многообразия X.
Итак, зафиксируем базис многообразия X такой, что V содержит мини-

мальный элемент m(x1, x2, . . . , xn). При этом полагаем, что если v(~x) ∈ V и
v(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn), то либо v(~x) ≡ m(x1, x2, . . . , xn), либо для любого
слова u(~x) из соотношения u(~x) = v(~x) ∈ eq X следует соотношение u(~x) =X

m(x1, x2, . . . , xn). Кроме того, будем полагать, что

m(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x) (2)

— единственное тождество базиса, правая или левая часть которого графически
равна m(x1, x2, . . . , xn). Обозначим этот базис через V.

Пусть V′ — подмножество множества V такое, что
1) для любого тождества u(~x) = v(~x) если u(~x) = v(~x) ∈ V′, то

u(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn) или v(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn), (3)
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2) для любого тождества u(~x) = v(~x) если u(~x) = v(~x) ∈ V\V′, то

u(~x)6=Xm(x1, x2, . . . , xn) и v(~x)6=Xm(x1, x2, . . . , xn). (4)

Допустим, что существует тождество u(~x) = v(~x) такое, что u(~x) = v(~x) ∈
V′, и выполняется одно из соотношений (4). Без ограничения общности можно
считать, что имеет место соотношение v(~x)6=Xm(x1, x2, . . . , xn). Тогда, очевид-
но, систему тождеств V можно преобразовать таким образом, что множество
V′ будет одноэлементно. Если же для любого u(~x) = v(~x) ∈ V′ выполняются
оба соотношения (4), то очевидно, что для любого u(~x) = v(~x) ∈ V′ из условия
V\{u(~x) = v(~x)} ` u(~x) = v(~x) следует условие V′\{u(~x) = v(~x)} ` u(~x) = v(~x)
и, кроме того, множество V′ конечно. Поэтому в дальнейшем можно считать,
что для любого u(~x) = v(~x) ∈ V′ имеет место соотношение V′\{u(~x) = v(~x)} 6`
u(~x) = v(~x).

Пусть Vm 
 (V\{m(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x)}) ∪M , где

M 
 {fl(m(x1, x2, . . . , xn)) = fl(v1(~x)), xn+1m(x1, x2, . . . , xn) = xn+1v1(~x),

m(x1, x2, . . . , xn)xn+1 = v1(~x)xn+1 | l ∈ {1, 2, . . . , n}},

при этом считаем, что xn+1 — буква, не содержащаяся в слове v1(~x), а fl — отоб-
ражение, для которого fl(uv) = fl(u)fl(v) и для буквы xp+n+1, не содержащейся
в слове v1(~x),

fl(xp) =
{

xp, если p 6= l

xpxp+n+1, если p = l.

Многообразие, заданное системой тождеств Vm, мы будем обозначать через Xm.
Для доказательства теоремы нам потребуются следующие две леммы.

Лемма 1. Многообразие X — собственное подмногообразие многообра-
зия Xm.

Лемма 2. X < Xm.
Доказательство леммы 1. Непосредственно из определения многообра-

зия Xm вытекает, что X ⊆ Xm. Допустим, что X = Xm. Тогда в многообразии
Xm должны выполняться все тождества многообразия X, в частности, тожде-
ство (2). Из определения отношения < очевидным образом следует, что

m(x1, x2, . . . , xn) < fl(m(x1, x2, . . . , xn)), m(x1, x2, . . . , xn) < fl(v1(~x)),

m(x1, x2, . . . , xn) < xn+1m(x1, x2, . . . , xn), m(x1, x2, . . . , xn) < xn+1v1(~x),

m(x1, x2, . . . , xn) < m(x1, x2, . . . , xn)xn+1, m(x1, x2, . . . , xn) < v1(~x)xn+1

для любого l ∈ {1, 2, . . . , n}. Отсюда получаем, что ни одно из тождеств множе-
ства M не применимо к слову m(x1, x2, . . . , xn). С учетом того факта, что слово
m(x1, x2, . . . , xn) является минимальным элементом множества V , ни одно из
тождеств множества

(V\{m(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x)})\V′

не применимо к слову m(x1, x2, . . . , xn). Как замечено выше, множество V′ од-
ноэлементно или для любого u(~x) = v(~x) ∈ V′ выполняются оба соотношения (4)
и для любого u(~x) = v(~x) ∈ V′ имеет место соотношение

V′\{u(~x) = v(~x)} 6` u(~x) = v(~x).
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Следовательно, тождество (2) не выводимо из системы тождеств Vm. Поэтому
X 6= Xm. Лемма 1 доказана.

Доказательство леммы 2. Согласно лемме 1 многообразие X — соб-
ственное подмногообразие многообразия Xm. Следовательно, для доказатель-
ства справедливости соотношения X < Xm достаточно показать, что любое мно-
гообразие Y, для которого X ⊆ Y ⊆ Xm, совпадает с многообразием X или с
многообразием Xm. Допустим противное: X ⊂ Y ⊂ Xm. В этом случае найдется
тождество u0(~x) = v0(~x) такое, что u0(~x) = v0(~x) выполняется в многообразии
Y, а значит, и в многообразии X, но не выполняется в многообразии Xm, и, кро-
ме того, тождество (2) не выполняется в многообразии Y. Так как тождество
u0(~x) = v0(~x) выполняется в многообразии X, то найдется цепочка равенств

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x) (5)

такая, что каждое последующее слово в этой цепочке получено из предыдущего
применением к нему одного из тождеств из множества V. Предположим, что
цепочка (5) может быть получена без использования тождества (2). Тогда по
определению многообразия Xm тождество u0(~x) = v0(~x) должно выполняться
и в этом многообразии, что противоречит нашему предположению. Следова-
тельно, либо переход u0(~x) = w1(~x), либо переход wk(~x) = v0(~x) должен быть
осуществлен при помощи тождества (2), либо найдется такое i ∈ {1, 2, . . . , k−1},
что переход wi(~x) = wi+1(~x) осуществляется при помощи тождества (2).

Допустим, что ни одно из слов u0(~x), v0(~x), wi(~x), где i ∈ {1, 2, . . . , k}, не
эквивалентно слову m(x1, x2, . . . , xn). Тогда каждый из переходов

u0(~x) = w1(~x), wk(~x) = v0(~x), wi(~x) = wi+1(~x),

в которых мы использовали тождество (2), может быть осуществлен в много-
образии Xm при помощи одного из тождеств

fl(m(x1, x2, . . . , xn)) = fl(v1(~x)), xn+1m(x1, x2, . . . , xn) = xn+1v1(~x),

m(x1, x2, . . . , xn)xn+1 = v1(~x)xn+1,
(6)

где l ∈ {1, 2, . . . , n}. Отсюда вытекает, что тождество u0(~x) = v0(~x) выполняется
в многообразии Xm, что противоречит нашему первоначальному предположе-
нию. Поэтому в дальнейшем будем предполагать, что имеет место одно из
следующих соотношений:

u0(~x) ≡ m(x1, x2, . . . , xn), v0(~x) ≡ m(x1, x2, . . . , xn),

wi(~x) ≡ m(x1, x2, . . . , xn),

где i ∈ {1, 2, . . . , k}.
Предположим, что найдется натуральное число i ∈ {1, 2, . . . , k}, для которо-

го wi(~x) ≡ m(x1, x2, . . . , xn). Тогда либо wi−1(~x) ≡ v1(~x), либо wi+1(~x) ≡ v1(~x).
Если wi−1(~x) = wi(~x) или wi(~x) = wi+1(~x) — единственный переход в цепочке
равенств (5), осуществленный при помощи тождества (2), то, очевидно, либо
цепочка

wi(~x) = wi+1(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x) = u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi−1(~x),

либо цепочка

wi+1(~x) = wi+2(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x) = u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi(~x)
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является выводом тождества (2) в многообразии Y. Следовательно, в дальней-
шем можно предполагать, что как минимум два перехода в цепочке равенств (5)
осуществлены при помощи тождества (2). В этом случае цепочку (5) можно
представить в одном из следующих четырех видов:

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= v1(~x) = wi+3(~x) = wi+4(~x) = · · · = wj(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= v1(~x) = wj+3(~x) = wj+4(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x),

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= v1(~x) = wi+3(~x) = wi+4(~x) = · · · = wj(~x) = v1(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= wj+3(~x) = wj+4(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x),

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi(~x) = v1(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= wi+3(~x) = wi+4(~x) = · · · = wj(~x) = v1(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= wj+3(~x) = wj+4(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x),

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi(~x) = v1(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= wi+3(~x) = wi+4(~x) = · · · = wj(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= v1(~x) = wj+3(~x) = wj+4(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x),

где последовательности равенств

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi(~x), wj+3(~x) = wj+4(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x)

получены без использования тождества (2). Очевидно, что эти четыре цепочки
равносильны цепочкам

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= v1(~x) = wj+3(~x) = wj+4(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x),

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= wj+3(~x) = wj+4(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x),

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi(~x) = v1(~x) = m(x1, x2, . . . , xn)

= wj+3(~x) = wj+4(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x),

u0(~x) = w1(~x) = w2(~x) = . . .

= wi(~x) = v1(~x) = wj+3(~x) = wj+4(~x) = · · · = wk(~x) = v0(~x)

соответственно. Заметим, что при получении первой и третьей цепочек тож-
дество (2) используется лишь однажды, а во второй и четвертой вообще не
используется. Лемма 2 доказана.

Доказательство теоремы 1. Из определения многообразия Xm вытека-
ет, что если X — конечно базируемое многообразие, то Xm тоже конечно базиру-
емое многообразие. Поэтому с учетом леммы 2 для завершения доказательства
теоремы нам достаточно показать, что множество тождеств многообразия X
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рекурсивно тогда и только тогда, когда рекурсивно множество тождеств мно-
гообразия Xm.

Предположим, что v1(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn). Тогда по определению мно-
жества V′ для любого тождества u(~x) = v(~x) из этого множества имеют место
соотношения (3). В этом случае очевидно, что множество тождеств, выполня-
ющихся в многообразии X и не выполняющихся в многообразии Xm, совпадает
с множеством тождеств, выполняющихся в многообразии, заданном системой
тождеств V′, не выполняющихся в многообразии, заданном системой тождеств
V′\{m(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x)}, длины правой и левой частей которых равны
длине слова m(x1, x2, . . . , xn).

По определению множества тождеств V′ и по определению тождества (2)
многообразие, заданное системой тождеств V′, и многообразие, заданное си-
стемой тождеств V′\{m(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x)}, являются многообразиями, за-
данными уравновешенными тождествами. Отсюда вытекает, что их эквацио-
нальные теории разрешимы (см., например, [16, теорема 3.15]), т. е. множества
всех тождеств, выполняющихся в этих многообразиях, рекурсивны. Следова-
тельно, множество тождеств, выполняющихся в многообразии, заданном си-
стемой тождеств V′, и не выполняющихся в многообразии, заданном системой
тождеств V′\{m(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x)}, рекурсивно. Отсюда непосредственно
следует, что рекурсивно и множество тождеств, выполняющихся в многообра-
зии, заданном системой тождеств V′, и не выполняющихся в многообразии,
заданном системой тождеств V′\{m(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x)}, длины правой и
левой частей которых равны длине слова m(x1, x2, . . . , xn). Поскольку это мно-
жество совпадает с множеством тождеств, выполняющихся в многообразии X
и не выполняющихся в многообразии Xm, эквациональная теория многообра-
зия X разрешима тогда и только тогда, когда разрешима эквациональная тео-
рия многообразия Xm. Поэтому в дальнейшем мы будем предполагать, что
v1(~x)6=Xm(x1, x2, . . . , xn).

Покажем, что если тождество u(~x) = v(~x) выполняется в многообразии X и
не выполняется в многообразии Xm, то выполняется одно из соотношений (3).
В самом деле, пусть u(~x) = v(~x) — тождество, выполняющееся в многообразии
X и не выполняющееся в многообразии Xm. Так как u(~x) = v(~x) — тождество,
выполняющееся в многообразии X, найдется цепочка равенств

u(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wk(~x) = v(~x) (7)

такая, что каждое последующее слово в этой цепочке получено из предыдущего
применением к нему одного из тождеств из множества V. Предположим, что
для любого i ∈ {1, 2, . . . , k} соотношение

wi(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn) (8)

ложно. Тогда либо переход wi−1(~x) = wi(~x) осуществлен без использования
тождества (2), либо для получения равенства wi−1(~x) = wi(~x) вместо тожде-
ства (2) можно использовать одно из тождеств (6), где l ∈ {1, 2, . . . , n}. Сле-
довательно, либо для некоторого i ∈ {1, 2, . . . , k} выполняется соотношение
wi(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn), либо тождество u(~x) = v(~x) выполняется в мно-
гообразии Xm.

Предположим, что найдется натуральное число i ∈ {1, 2, . . . , k} такое, что
имеет место соотношение (8). Тогда в силу того, что m(x1, x2, . . . , xn) — мини-
мальный элемент множества V , должны выполняться следующие соотношения:

wi−1(~x) =X wi+1(~x) =X v1(~x).
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Следовательно, вместо цепочки равенств (7) можно рассматривать цепочку ра-
венств

u(~x) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wi−1(~x) = wi+2(~x)

= wi+3(~x) = · · · = wk(~x) = v(~x). (9)

Действуя таким образом, мы придем к случаю, когда для любого числа i из
множества {1, 2, . . . , k} соотношение (8) ложно. Итак, мы убедились в том, что
если тождество u(~x) = v(~x) выполняется в многообразии X и не выполняется в
многообразии Xm, то выполняется одно из соотношений (3).

Покажем теперь, что если тождество u(~x) = v(~x) выполняется в многооб-
разии X и выполняется одно из соотношений (3), то тождество u(~x) = v(~x) не
выполняется в многообразии Xm. Пусть для определенности имеет место соот-
ношение u(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn). Без ограничения общности можно считать,
что слова u(~x) и m(x1, x2, . . . , xn) графически равны. Следовательно, тождество
u(~x) = v(~x) имеет вид

m(x1, x2, . . . , xn) = v(~x). (10)
Предположим, что тождество (10) выполняется в многообразии Xm. Тогда най-
дется цепочка равенств

m(x1, x2, . . . , xn) = w1(~x) = w2(~x) = · · · = wk(~x) = v(~x) (11)

такая, что каждое последующее слово в этой цепочке получено из предыдущего
применением к нему одного из базисных тождеств многообразия Xm. Из опре-
деления многообразия Xm очевидным образом вытекает, что если s(~x) = t(~x) —
тождество из базиса многообразия Xm, то соотношения

s(~x) < m(x1, x2, . . . , xn), t(~x) < m(x1, x2, . . . , xn)

ложны. Следовательно, ни одно из тождеств многообразия Xm не применимо
к слову m(x1, x2, . . . , xn), т. е. предположение о том, что найдется цепочка
равенств (11), ложно.

Таким образом, мы убедились в том, что если тождество u(~x) = v(~x) вы-
полняется в многообразии X, то оно не выполняется в многообразии Xm тогда
и только тогда, когда выполняется одно из соотношений (3). Отсюда непосред-
ственно вытекает, что множество eq Xm всевозможных нетривиальных тождеств
многообразия Xm имеет вид

eq Xm = eqX\({u(~x) = v(~x) | u(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn)

∨ v(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn)} ∩ eq X).

Очевидно, что множество тождеств

{u(~x) = v(~x) | u(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn) ∨ v(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn)}

рекурсивно. Допустим, что множество тождеств eq X тоже рекурсивно. Тогда
очевидно, что и множество eq Xm рекурсивно. Допустим теперь, что множество
тождеств eq X не рекурсивно. Если множество

{u(~x) = v(~x) | u(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn)∨v(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn)}∩ eq X (12)

рекурсивно, то очевидно, что множество eq Xm не рекурсивно. Предположим,
что множество (12) не рекурсивно. Тогда не существует алгоритма, определя-
ющего по произвольному тождеству u(~x) = v(~x) такому, что

u(~x) =X m(x1, x2, . . . , xn), (13)
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выполняется оно в многообразии X или нет. Из приведенных выше рассужде-
ний вытекает, что тождество u(~x) = v(~x) выполняется в многообразии X тогда и
только тогда, когда в многообразии Xm выполняется тождество w(~x) = v(~x) для
некоторого слова w(~x) такого, что w(~x) =X v1(~x). Следовательно, если не су-
ществует алгоритма, определяющего по произвольному тождеству u(~x) = v(~x)
такому, что имеет место соотношение (13), выполняется оно в многообразии X
или нет, то не существует алгоритма, определяющего по произвольному тожде-
ству w(~x) = v(~x) такому, что w(~x) =X v1(~x), выполняется оно в многообразии
Xm или нет, т. е. множество eq Xm не рекурсивно.

Теорема 1 доказана.

Как отмечено в [17], используя рассуждения из работы [18], нетрудно пока-
зать, что произвольное многообразие групп имеет бесконечное число покрываю-
щих многообразий. Пример многообразия полугрупп, имеющего континуальное
множество покрывающих многообразий, построен в [13], а пример многообра-
зия групп, имеющего континуальное множество покрывающих многообразий, —
в работе [17]. В свете этих результатов представляет интерес следующая

Теорема 2. Пусть X — произвольное многообразие полугрупп, заданное
тождествами, зависящими от конечного числа переменных, все периодические
группы которого локально конечны. Тогда выполняется одно из следующих
двух условий:

1) все нильполугруппы из многообразия X локально конечны;
2) многообразие X включает подмногообразие Y с неразрешимой эквацио-

нальной теорией, имеющее бесконечное множество покрывающих многообразий
с неразрешимой эквациональной теорией.

Доказательство теоремы 2. Пусть X — произвольное многообразие по-
лугрупп, заданное тождествами, зависящими от конечного числа переменных.
Без ограничения общности можно считать, что многообразие X задано тожде-
ствами в алфавите X. В дальнейшем, если не оговорено противное, базис мно-
гообразия X будем считать фиксированным и обозначать через V. Пусть, как и
выше, eq X — множество всевозможных нетривиальных тождеств, которым удо-
влетворяет многообразие X. Рассмотрим следующую последовательность слов,
введенную в [19]:

Z1 
 x1, Zn+1 
 Znxn+1Zn

для любого натурального числа n. Допустим, что для некоторых натуральных
чисел i и j тождество ui(~x) = vi(~x) имеет вид Zj = vi(~x). Обозначим через r
число переменных, входящих в тождества, задающие многообразие X. Пусть
m — максимум из чисел r + 1 и j. Если m = j, то согласно [20] (см. также
работу [21] и теорему 3.7 в обзоре [16]) все нильполугруппы из многообразия X
локально конечны. Если m > j, то рассмотрим вместо тождества Zj = vi(~x)
тождество

Zjxj+1Zj = vi(~x)xj+1vi(~x),

полагая, что буква xj+1 не содержится в слове vi(~x). Поскольку по определению
слова Zj+1 имеет место равенство Zj+1 = Zjxj+1Zj , то, действуя таким обра-
зом, мы через m− j шагов убедимся в том, что многообразие X удовлетворяет
тождеству Zm = w(~x) для некоторого слова w(~x), и, следовательно, согласно
[20] все нильполугруппы из многообразия X локально конечны. Итак, в даль-
нейшем мы можем полагать, что для любых натуральных чисел i и j тождество
ui(~x) = vi(~x) не имеет вида Zj = vi(~x).
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Как нетрудно убедиться, из предположения о том, что для любых нату-
ральных чисел i и j тождество ui(~x) = vi(~x) из множества eq X не имеет вида
Zj = vi(~x), следует, что для любого слова u(~x) из множества U , а значит, и
из множества V u(~x) не является подсловом слова Zj ни для какого натураль-
ного числа j. Отсюда в силу результатов из [22, 23], вытекает, что U и V —
множества избегаемых слов [22].

В дальнейшем при доказательстве теоремы 2 мы используем некоторую
модификацию рассуждений из доказательства предложения 4 работы [20].

Следуя [24], слово w будем называть изотермом для тождества u = v,
если для любой подстановки ϕ из того, что ϕ(u) является подсловом в сло-
ве w, следует, что слова ϕ(u) и ϕ(v) графически равны. Для произвольного
натурального числа r рассмотрим подстановку γr, определенную следующим
образом. Пусть A — алфавит, состоящий из r2 букв aij , где 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ r.
Рассмотрим r2 × r-матрицу M , в которой каждая нечетная колонка равна

(1, 1, . . . , 1, 2, 2, . . . , 2, . . . , r, r, . . . , r),

а каждая четная колонка —

(1, 2, . . . , r, 1, 2, . . . , r, . . . , 1, 2, . . . , r).

Заменим каждое число i в j-й колонке матрицы M буквой aij . Полученную
матрицу обозначим через M ′. Строки матрицы M ′ можно рассматривать как
слова. Обозначим эти слова через w1, . . . , wr2 , где wl — слово, соответствую-
щее l-й строке матрицы M ′. Теперь определим подстановку γr по следующему
правилу: γr(aij) = w(r−1)j+i.

Пусть X — произвольное многообразие полугрупп, заданное системой тож-
деств V, причем тождества системы V зависят лишь от конечного числа пере-
менных n и слово Zn является изотермом для системы тождеств V, т. е. изотер-
мом для каждого тождества из системы V. Возьмем любое r > 6n и положим

r1 = r, rm+1 = 6rm + 1 для любого m ≥ 1.

Для каждого m ≥ 1 обозначим слово γrm
rm(a11) через wm. Для любого непу-

стого подмножества M множества натуральных чисел N обозначим через XM
подмногообразие многообразия X, заданное системой тождеств

VM 
 V ∪ {wn = wn
2 | n ∈ M}.

Согласно [20] для любого натурального n слово wn — изотерм для системы
тождеств V, для любого целого числа k такого, что k 6= 0, k +n ≥ 1, слово wk+n

является изотермом для тождества wn = wn
2, ни одно тождество wn = wn

2 не
вытекает из остальных тождеств системы VM.

Заметим, что если множество M не рекурсивно, то XM — многообразие
с неразрешимой эквациональной теорией. Кроме того, легко понять, что для
любого n ∈ M слово wn — минимальный элемент в множестве 〈VM, <〉, где

VM 
 {u(~x), v(~x) | u(~x) = v(~x) ∈ VM}.

Поэтому мы можем использовать wk в качестве m(x1, x2, . . . , xn) и применить
к многообразию XM рассуждения по схеме доказательства теоремы. Пусть n —
число различных букв из алфавита X, входящих в запись слова wk. Без ограни-
чения общности можно считать, что в слово wk(~x) входят буквы x1, x2, . . . , xn,
и только они, и, следовательно, вместо wk(~x) можно писать wk(x1, x2, . . . , xn).
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Пусть eq XM — множество всевозможных нетривиальных тождеств, кото-
рым удовлетворяет многообразие XM. Рассмотрим множество всевозможных
элементов множества eq XM, имеющих вид wk(x1, x2, . . . , xn) = vi(~x) и входя-
щих в базис многообразия X. Без ограничения общности можно полагать, что
это множество имеет следующий вид:

{wk(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x), wk(x1, x2, . . . , xn) = v2(~x), . . . ,

wk(x1, x2, . . . , xn) = vr(~x), . . . }. (14)

Заметим, что в каждом из тождеств, задающих многообразие XM, мы можем
переобозначить переменные таким образом, что если ui(~x) = vi(~x) — тождество
из базиса многообразия XM и выполняется одно из следующих соотношений:

ui(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn), vi(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn),

то слова wk(x1, x2, . . . , xn) и ui(~x), соответственно слова wk(x1, x2, . . . , xn) и
vi(~x), графически равны. Кроме того, заметим, что если в базисе многообразия
XM заменить множество тождеств (14) множеством

{wk(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x), v1(~x) = v2(~x), . . . , v1(~x) = vr(~x), . . . },

то снова получим базис тождеств многообразия XM.
Итак, зафиксируем базис многообразия XM такой, что V содержит ми-

нимальный элемент wk(x1, x2, . . . , xn), причем если выполняются соотношения
v(~x) ∈ V и v(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn), то слова v(~x) и wk(x1, x2, . . . , xn) графи-
чески равны и, кроме того,

wk(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x) (15)

— единственное тождество базиса, правая или левая часть которого графически
равна wk(x1, x2, . . . , xn). Обозначим этот базис через V.

Пусть Vwk 
 (V\{wk(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x)}) ∪M , где

M 
 {fl(wk(x1, x2, . . . , xn)) = fl(v1(~x)), xn+1wk(x1, x2, . . . , xn) = xn+1v1(~x),

wk(x1, x2, . . . , xn)xn+1 = v1(~x)xn+1 | l ∈ {1, 2, . . . , n}},

при этом полагаем, что xn+1 — буква, не содержащаяся в слове v1(~x). Много-
образие, заданное системой тождеств Vwk , будем обозначать через Xwk .

Очевидно, что для многообразия Xwk справедливы леммы 1 и 2. Поэтому
с учетом леммы 2 для завершения доказательства теоремы 2 нам достаточно
показать, что множество тождеств многообразия XM рекурсивно тогда и только
тогда, когда рекурсивно множество тождеств многообразия Xwk .

Покажем, что если тождество u(~x) = v(~x) выполняется в многообразии
XM и не выполняется в многообразии Xwk , то выполняется одно из следующих
соотношений:

u(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn), v(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn). (16)

В самом деле, пусть u(~x) = v(~x) — тождество, выполняющееся в многообразии
XM и не выполняющееся в многообразии Xwk . Так как u(~x) = v(~x) — тожде-
ство, выполняющееся в многообразии XM, найдется цепочка равенств (7) такая,
что каждое последующее слово в этой цепочке получено из предыдущего при-
менением к нему одного из тождеств из множества VM. Предположим, что для
любого i соотношение wi(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn) ложно. Тогда либо переход
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vi−1(~x) = vi(~x) осуществлен без использования тождества (15), либо для по-
лучения равенства vi−1(~x) = vi(~x) вместо тождества (15) можно использовать
одно из следующих тождеств:

fl(wk(x1, x2, . . . , xn)) = fl(v1(~x)), xn+1wk(x1, x2, . . . , xn) = xn+1v1(~x),

wk(x1, x2, . . . , xn)xn+1 = v1(~x)xn+1,

где l ∈ {1, 2, . . . , n}. Следовательно, либо тождество u(~x) = v(~x) выполняется в
многообразии Xwk , либо найдется натуральное число i ∈ {1, 2, . . . , p} такое, что

vi(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn). (17)

Тогда, поскольку wk(x1, x2, . . . , xn) — минимальный элемент множества VM,
имеют место следующие соотношения:

vi−1(~x) =X vi+1(~x) =X v1(~x).

Значит, вместо цепочки равенств (7) можно рассматривать цепочку равенств (9).
Действуя таким образом, мы придем к случаю, когда для любого числа i соот-
ношение (17) ложно. Итак, мы убедились в том, что если тождество u(~x) = v(~x)
выполняется в многообразии X и не выполняется в многообразии Xwk , то вы-
полняется одно из соотношений (16).

Покажем теперь, что если тождество u(~x) = v(~x) выполняется в многооб-
разии XM и выполняется одно из соотношений (16), то тождество u(~x) = v(~x)
не выполняется в многообразии Xwk . Пусть для определенности

u(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn). (18)

Без ограничения общности можно считать, что слова u(~x) и wk(x1, x2, . . . , xn)
графически равны. Следовательно, тождество u(~x) = v(~x) имеет вид

wk(x1, x2, . . . , xn) = v(~x). (19)

Предположим, что тождество (19) выполняется в многообразии Xwk . Тогда
найдется цепочка равенств

wk(x1, x2, . . . , xn) = v1(~x) = v2(~x) = · · · = vp(~x) = v(~x) (20)

такая, что каждое последующее слово в этой цепочке получено из предыдущего
применением к нему одного из базисных тождеств многообразия Xwk . Из опре-
деления многообразия Xwk очевидным образом вытекает, что если s(~x) = t(~x) —
тождество из базиса многообразия Xwk , то соотношения

s(~x) < wk(x1, x2, . . . , xn), t(~x) < wk(x1, x2, . . . , xn)

ложны. Следовательно, ни одно из тождеств многообразия Xwk не применимо
к слову wk(x1, x2, . . . , xn), т. е. предположение о том, что найдется цепочка
равенств (20), ложно.

Таким образом, мы убедились в том, что если тождество u(~x) = v(~x) вы-
полняется в многообразии X, то оно не выполняется в многообразии Xwk тогда и
только тогда, когда выполняется одно из соотношений (16). Отсюда непосред-
ственно вытекает, что множество eq Xwk всевозможных нетривиальных тож-
деств многообразия Xwk имеет вид

eq Xwk = eqXM\({u(~x) = v(~x) | u(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn)

∨ v(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn)} ∩ eq XM).
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Очевидно, что множество тождеств

{u(~x) = v(~x) | u(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn) ∨ v(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn)}

рекурсивно. Допустим, что множество тождеств eq XM тоже рекурсивно. Тогда
очевидно, что и множество eq Xwk рекурсивно. Допустим теперь, что множество
тождеств eq XM не рекурсивно. Если множество

{u(~x) = v(~x) | u(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn)

∨ v(~x) =X wk(x1, x2, . . . , xn)} ∩ eq XM (21)

рекурсивно, то очевидно, что множество eq Xwk не рекурсивно. Предположим,
что множество (21) не рекурсивно. Тогда не существует алгоритма, определяю-
щего по произвольному тождеству u(~x) = v(~x), удовлетворяющему (18), выпол-
няется оно в многообразии XM или нет. Из приведенных выше рассуждений вы-
текает, что тождество u(~x) = v(~x) выполняется в многообразии XM тогда и толь-
ко тогда, когда в многообразии Xwk выполняется тождество w(~x) = v(~x) для
некоторого слова w(~x) такого, что w(~x) =X v1(~x). Следовательно, если не су-
ществует алгоритма, определяющего по произвольному тождеству u(~x) = v(~x)
такому, что имеет место соотношение (18), выполняется оно в многообразии XM
или нет, то не существует алгоритма, определяющего по произвольному тожде-
ству w(~x) = v(~x) такому, что w(~x) =X v1(~x), выполняется оно в многообразии
Xwk или нет, т. е. множество eq Xwk не рекурсивно.

Итак, нам осталось показать, что для любых i и j многообразия Xwi и Xwj

различны. Заметим, что система тождеств{
wn = w2

n | n ∈ M
}

независима и для любого l

Xwj |= wl = w2
l , wl = w2

l ∈ {wn = w2
n | n ∈ M} ⇔ j 6= l.

Следовательно, Xwi 6= Xwj , поскольку

Xwj |= wi = wi
2, Xwi 6|= wi = wi

2.

Теорема 2 доказана.
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