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ЗАДАЧИ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА С ДВУМЯ

СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

М. С. Салахитдинов, А. К. Уринов

Аннотация: Найдены собственные значения и собственные функции двух нело-
кальных задач для уравнения смешанного типа с сингулярными коэффициентами
при младших членах.
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решение, задача Коши — Гурса, гипергеометрическая функция, оператор дробного
порядка.

Пусть � — конечная односвязная область, ограниченная при y > 0 линией
σ0 = {(x, y) : x2 + y2 = 1, x > 0} и отрезком OA = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1}, а
при y < 0 — характеристиками OC: x+ y = 0, BC: x− y = 1 уравнения

uxx + sign yuyy +
2α
x
ux +

2β
|y|uy + λu = 0, (1)

где α, β ∈ R, а λ — числовой параметр, причем 0 < 2α < 1, 0 < 2β < 1, α < β.
Введем обозначения:

�1 = � ∩ (y < 0), �2 = � ∩ (y > 0), OB = � ∩ (y = 0);

A1,
√
λ

0x [g(x)] ≡ g(x)−
x∫

0

g(t)
t

x

∂

∂t
J0[
√
λx(x − t)] dt;

F0x

[
a, b
c, xk

]
g(x) ≡ 1

� (c)

x∫
0

g(t)(xk − tk)c−1F

(
a, b, c;

xk − tk
xk

)
ktk−1 dt,

здесь a, b, c ∈ R, k ∈ N; � (z) — гамма-функция Эйлера, Jm(z) — функция Бессе-
ля первого рода порядка m,F (a, b, c; z) — гипергеометрическая функция Гаусса.

Отметим, чтоA1,
√
λ

0x и F0x — операторы, введенные в [1] и [2] соответственно.
Нахождению собственных значений и собственных функций краевых за-

дач для различных уравнений смешанного типа посвящено много исследова-
ний, среди которых следует отметить работы Е. И. Моисеева, С. М. Пономаре-
ва, Т. Ш. Кальменова и др. (см., например, [3–9]). В данной работе найдены
собственные значения и соответствующие им собственные функции двух нело-
кальных задач для уравнения (1) в области �. Ранее аналогичные задачи для
уравнения Лаврентьева — Бицадзе и для уравнения смешанного типа с одним
сингулярным коэффициентом изучены в [10, 11].
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Ниже под регулярным в области �1 решением уравнения (1) понимается
функция u(x, y), обладающая свойствами

u(x, y) ∈ C(�1) ∩C2(�1), (−y)2βuy ∈ C(�1 ∪OB),
u(x, 0) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), lim

y→0
(−y)2βuy ∈ C2(0, 1)

и удовлетворяющая уравнению (1) в области �1, причем здесь lim
y→0

(−y)2βuy мо-
жет иметь особенность порядка меньше 1− 2β при x→ 0 и x→ 1.

Если u(x, y) — регулярное в области �1 решение уравнения (1), то оно
представимо в виде [12]

u(x, y) = γ1

1∫
−1

τ(x − ty)(1− t2)β−1
(
1− y

x
t
)α

Q1(x, y, t) dt

− γ2(−y)1−2β

1∫
−1

ν(x − ty)(1− t2)−β
(
1− y

x
t
)α

Q2(x, y, t) dt, (2)

где γ1 = � (β + 1/2)/[
√
π� (β)], γ2 = � (1/2− β)/[2√π� (1− β)]; Q1 = 
2(α, 1 −

α, β;σ1, σ2), Q2 = 
2(α, 1 − α, 1 − β;σ1, σ2); σ1 = y2(t2 − 1)/[4x(x− ty)], σ2 =
−λy2(t2 − 1)/4; 
2(a, b, c;x, y) — гипергеометрическая функция Гумберта [13].

Далее под регулярным в области �2 решением уравнения (1) понимается
функция u(x, y), обладающая свойствами

u(x, y) ∈ C(�2) ∩ C1(�2 ∪ σ0) ∩ C2(�2), y2βuy ∈ C(�2 ∪OB)
и удовлетворяющая уравнению (1) в области �2, а под регулярным в области
� решением уравнения (1) подразумевается функция u(x, y), которая являет-
ся регулярным в областях �1 и �2 решением уравнения (1) и удовлетворяет
условиям

u(x,−0) = u(x,+0), 0 ≤ x ≤ 1; lim
y→−0

(−y)2βuy = lim
y→+0

y2βuy, 0 < x < 1.

Задача A0
λ. Найти значения параметра λ и соответствующие им нетри-

виальные регулярные в области � решения уравнения (1), удовлетворяющие
условиям

α0u(x, y) + β0
∂u(x, y)
∂n

= 0, (x, y) ∈ σ0, (3)

u(0, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, (4)

x1−α−βA1,
√
λ

0x

{
x
d

dx2 (x
2)

β−α
2 F0x

[ 1+α−β
2 , α−β

2
1− β, x2

]
(x2)α+β−1u(θ0)

}
+ γ0u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, (5)

где α0, β0, γ0 ∈ R, причем α2
0 + β2

0 
= 0, n — внешняя нормаль к σ0, θ0 — точ-
ка пересечения характеристики OC с характеристикой, выходящей из точки
(x, 0) ∈ OB, т. е. θ0 =

(
x
2 ,−x2

)
.

Прежде чем перейти к исследованию задачи A0
λ, рассмотрим задачу Ко-

ши — Гурса для уравнения (1) в области �1 и некоторые свойства, которые
следуют из представления решения этой задачи.
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Задача Коши — Гурса. Найти регулярное в области �1 решение урав-
нения (1), удовлетворяющее условиям

lim
y→0

(−y)2βuy = ν(x), 0 < x < 1; u(x,−x) = ϕ(2x), 0 ≤ x ≤ 1/2,

где ν(x) и ϕ(x)— заданные функции, причем ν(x) принадлежит C2(0, 1) и может
иметь особенность порядка меньше 1− 2β при x → 0 и x→ 1, ϕ(x) ∈ C1[0, 1] ∩
C(2,δ)(0, 1), δ > 0.

Пользуясь результатами работ [12, 14], нетрудно убедиться, что решение
этой задачи существует, единственно и представимо в виде

u(x, y) = χ̄22β−1

x+y∫
0

ν(t)
(
r20
)−β(t/x)α
2(α, 1− α, 1− β; r1, r2) dt

+

x+y∫
0

�0(t)H(x, y; t/2,−t/2) dt+
x−y∫
x+y

�0(t)R(x, y; t/2,−t/2) dt, (6)

Здесь �0(t) = ϕ′(t)+(α + β)t−1ϕ(t), χ̄ = � (β)/[� (1− β)� (2β)]; r20 = (x− t)2−y2,
r1 = −r20/(4xt), r2 = −λr20/4; H(x, y;x0, y0) и R(x, y;x0, y0) — функция Грина —
Адамара и Римана уравнения (1) соответственно [12],

H(x, y;x0, y0) = χ̄(x0/x)α(−y0)2β
(
4/R2

0
)β

×
∞∑
n=0

1
(1− β)nn!

(
−λR

2
0

4

)n
H2(β − n, β, α, 1− α, 2β;R1, R2),

R(x, y;x0, y0) = (x0/x)α(y0/y)β

×
∞∑
n=0

1
(n!)2

(
−λR

2
0

4

)n
F3(β, α, 1 − β, 1− α, 1 + n; 1/R1,−R2);

R2
0 = (x− x0)2 − (y − y0)2, R1 = 4yy0/R2

0, R2 = R2
0/(4xx0);


2(a, b, c;x, y) =
∞∑

m,k=0

(a)m(b)m
(c)m+km!k!

xmyk,

H2(a, b, c, d, e;x, y) =
∞∑

m,k=0

(a)m−k(b)m(c)k(d)k
(e)mm!k!

xmyk,

F3(a, b, c, d, e;x, y) =
∞∑

m,k=0

(a)m(b)k(c)m(d)k
(e)m+km!k!

xmyk,

(a)m = a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+m− 1) = � (a+m)/� (a).

Лемма 1. Если u(x, y) — регулярное в области �1 решение уравнения (1),
обладающее тем свойством, что u(x,−x) ∈ C1[0, 1/2] ∩ C(2,δ)(0, 1/2), δ > 0 и
u(x, 0) = τ(x), lim

y→0
(−y)2βuy = ν(x), то имеет место равенство

τ(x) = χ̄2β−α� (1− β)

× x1−α−βA1,
√
λ

0x

{
x
d

dx2 (x
2)

β−α
2 F0x

[ 1+α−β
2 , α−β

2
1− β, x2

]
(x2)α+β−1u(θ0)

}

+ χ̄22β−1

x∫
0

ν(t)(x − t)−2β
(
t

x

)α

2

(
α, 1 − α, 1− β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x− t)2

)
dt.
(7)
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Доказательство. Пусть u(x, y) — регулярное в области �1 решение урав-
нения (1) и lim

y→0
(−y)2βuy = ν(x), u(x,−x) = ϕ(2x) ∈ C1[0, 1/2] ∩ C(2,δ)(0, 1/2),

δ > 0. Тогда справедлива формула (6). Отсюда, пользуясь разложениями функ-
ций H2 и 
2 [12, 14]:


2(a, b, c;x, y) =
∞∑
k=0

yk

(c)kk!
F (a, b, c+ k;x),

H2(a, b, c, d, e;x, y) =
∞∑
m=0

(a)m(b)m
(e)mm!

xmF (c, d, 1− a−m;−y),

и введя обозначения �1(t) = d
dt [t

α+βϕ(t)], при y → 0 имеем

τ(x) = χ̄2β−1

x∫
0

ν(t)(x − t)−2β
(
t

x

)α

× 
2

(
α, 1− α, 1− β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x− t)2

)
dt+ χ̄2−αx−α−β

×
x∫

0

�1(t)(x − t)−βtβ
2

(
α, 1− α, 1− β; t− x

2t
,
λ

4
(t− x)

)
dt. (8)

Обозначая через �2(x) второй интеграл в правой части равенства (8) и
принимая во внимание формулу [14]


2(a, b, c;x, y) =
∞∑
m=0

(a)m(b)m
(c)mm!

xmJc+m−1(2i
√
y),

где Jm(z) = � (m+ 1)(z/2)−mJm(z) — функция Бесселя — Клиффорда, имеем

�2(x) =
x∫

0

�1(t)
∞∑
m=0

(α)m(1 − α)m
(1− β)mm!

(
−1
2

)m
tβ−m(x− t)m−βJm−β[

√
λx(x − t)] dt.

Отсюда, используя легко проверяемое тождество

(x− t)m−βJm−β[
√
λx(x − t)] = ∂

∂t

t∫
x

(s− t)m−βJ0[
√
λx(x − s)] ds,

после некоторых преобразований получим

�2(x) = xA1,
√
λ

0x [x−1�3(x)], (9)
где

�3(x) =
x∫

0

�1(t)tβ(x− t)−βF
(
α, 1 − α, 1− β; t− x

2t

)
dt.

Пользуясь известными свойствами гипергеометрическoй функции [13]:

F (a, 1− a, c; z) = (1− z)c−1F

(
c− a
2

,
c+ a− 1

2
, c; 4z(1− z)

)
,

F (a, b, c; z) = (1− z)−bF (c− a, b, c; z/(z − 1)),
и равенством �1(xz) = zα+β−1 d

dx [x
α+βϕ(zx)], имеем

�3(x) = 2β� (1− β)x2 d

dx2 (x
2)

β−α
2 F0x

[ 1+α−β
2 , α−β

2
1− β, x2

]
(x2)α+β−1ϕ(x). (10)

Принимая во внимание равенство ϕ(x) = u(θ0) и подставляя (10) в (9), а
(9) — в (8), получим равенство (7). Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Справедливо равенство
x∫

0

(x− t)−2βtβ−1Jp(
√
λt)
2

(
α, 1 − α, 1− β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x− t)2

)
dt

= l0x
−βJp(

√
λx), (11)

где l0 = 22β−1� (l1)� (l3 − l2)� (1 − 2β)/[� (1− l2)� (1 + l1 − l3)], 2l1 = α + β + p,
2l2 = α + β − p, 2l3 = 1 + 2β, p =

√
(α+ β)2 + q2, Re q2 > 0, причем у корня

берется та ветвь, которая соответствует арифметическому корню.
Доказательство. Пусть u(x, y) — регулярное в области �1 решение урав-

нения (1), удовлетворяющее условию u(x,−x) = 0, а τ(x) = u(x, 0), ν(x) =
lim
y→0

(−y)2βuy. Тогда согласно лемме 1 справедливо равенство

τ(x) = χ̄22β−1

x∫
0

ν(t)(x − t)−2β(t/x)α
2

(
α, 1 − α, 1− β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x− t)2

)
dt.

(12)
С другой стороны, разыскивая регулярное в области �1 решение уравнения

(1), удовлетворяющее условию u(x,−x) = 0, в виде u(x, y) = P (ρ)Q(θ), где
ρ =
√
x2 − y2, θ = −y2/ρ2, находим

u(x, y) = c0ρ
−α−β(−θ)−l1Jp(

√
λρ)F (l1, 1 + l1 − l3, 1 + l1 − l2, 1/θ),

откуда следует, что

τ(x) = lim
y→0

u(x, 0) = l4x
−α−βJp(

√
λx),

ν(x) = lim
y→0

(−y)2βuy = l4(1− 2β)k0x
β−α−1Jp(

√
λx).

(13)

Здесь c0 
= 0 — произвольное число,

l4 = c0� (1 + l1 − l2)� (1 − l3)/[� (1− l2)� (1 + l1 − l2)],
k0 = � (l3)� (1 − l2)� (1 + l1 − l3)/[� (l1)� (l3 − l2)� (2− l3)].

Подставляя (13) в (12) и принимая во внимание единственность решения
задачи Коши — Гурса, убеждаемся в справедливости равенства (11). Лемма 2
доказана.

Замечание. Из (11) при α = 0 следует известная формула 6.581(5) из [15,
с. 712].

Теперь переходим к исследованию задачи A0
λ.

Пусть u(x, y) — решение задачи A0
λ и τ(x) = u(x, 0), ν(x) = lim

y→0
(−y)2βuy.

Тогда согласно лемме 1 справедливо равенство (7). Принимая его во внима-
ние, из (5) получим функциональное соотношение между τ(x) и ν(x) на OB,
принесенное из области �1:

γ3τ(x) = χ̄22β−1

x∫
0

ν(t)(x − t)−2β
(
t

x

)α

× 
2

(
α, 1− α, 1− β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x− t)2

)
dt, (14)
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где γ3 = 1 + γ02β−α� (β)/� (2β).
Таким образом, задача A0

λ эквивалентно сведена к следующей эллиптиче-
ской задаче C0

λ: найти значения параметра λ и соответствующие им нетри-
виальные регулярные в области �2 решения уравнения (1), удовлетворяющие
условиям (3), (4), (14).

Решение этой задачи ищем в виде u(x, y) = P (r)Q(ϕ), где r =
√
x2 + y2,

ϕ = arctg
( y
x

)
, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π/2. Тогда задача C0

λ распадается на две:

r2P
′′
(r) + (1 + 2α+ 2β)rP ′(r) + (λr2 − μ2)P (r) = 0, 0 < r < 1, (15)

|P (0)| < +∞, α0P (r) + β0P
′(r) = 0 при r = 1; (16)

и
Q
′′
(ϕ) + (2β ctgϕ− 2α tgϕ)Q′(ϕ) + μ2Q(ϕ) = 0, 0 < ϕ < π/2, (17)

Q(π/2) = 0, (18)

γ3P (x)Q(0) = χ̄22β−1[Q′(ϕ)(sinϕ)2β ]|ϕ→0

x∫
0

(x − t)−2β(t/x)αP (t)t2β−1

× 
2

(
α, 1− α, 1 − β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x− t)2

)
dt, (19)

где μ — константа разделения.
Выполнив замену ψ = sin2 ϕ, приведем уравнение (17) к виду

ψ(1− ψ)Q′′
ψψ + [1/2 + β − (1 + α+ β)ψ]Q′ψ +

1
4
μ2Q = 0.

Пользуясь решениями этого гипергеометрического уравнения Гаусса [13],
находим общее решение уравнения (17):

Q(ϕ) = c1F (a0, b0, c0; sin2 ϕ)

+ c2(sin2 ϕ)1−c
0
F (a0 − c0 + 1, b0 − c0 + 1, 2− c0; sin2 ϕ), (20)

где c1, c2 — произвольные числа, 2a0 = α+ β +w, 2b0 = α+ β −w, 2c0 = 1+ 2β,
w =

√
(a+ β)2 + μ2.

Отсюда следует, что

Q(0) = c1, lim
ϕ→0

Q′(sinϕ)2β = (1− 2β)c2. (21)

Ограниченным при r = 0 решением уравнения (15) является функция

P (r) = r−α−βJw(
√
λr), где w =

√
(α+ β)2 + μ2, Reμ2 > 0, λ 
= 0.

Подставляя это решение в (19) и пользуясь равенствами (11) и (21), находим

c2 = c1γ3� (1− b0)� (1 + a0 − c0)� (c0)/[� (a0)� (c0 − b0)� (2− c0)]. (22)

Потребовав от функции (20) выполнения условия (18), с учетом (22) полу-
чим, что нетривиальные в �2 решения задачи (17)–(19) существуют лишь при
μn =

√
w2
n − (α+ β)2, где wn — решения уравнения

cos
[π
2
(α − β + w)

]
+ γ3 sin

[π
2
(α+ β + w)

]
= 0,
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удовлетворяющее условию w > α+ β, т. е.

wn =
{ −α− β − 2

π arcctg ζ + 2n при α+ β + 1
π arcctg ζ < 1,

−α− β − 2
π arcctg ζ + 2(n+ 1) при α+ β + 1

π arcctg ζ ≥ 1,
(23)

здесь ζ = (γ3 + sinβπ)/ cosβπ, n = 1, 2, . . . .
Следовательно, в силу (20), (22), (23) собственными функциями задачи

(17)–(19) являются функции

Qn(ϕ) = cn{F (an, bn, c0; sin2 ϕ)

+ γ3kn(sinϕ)1−2βF (1 + an − c0, 1 + bn − c0, 2− c0; sin2 ϕ)}, n = 1, 2, . . . ,

где cn 
= 0 — произвольные числа, 2an = α+ β + wn, 2bn = α+ β − wn,
kn = � (1− bn)� (1 + an − c0)� (c0)/[� (an)� (c0 − bn)� (2− c0)].

Подставляя в решение уравнения (15) w = wn и реализуя второе из условий
(16), имеем

[α0 − (α + β)β0]Jwn(
√
λ) + β0

√
λJ ′wn

(
√
λ) = 0, n = 1, 2, . . . . (24)

Если β0 = 0, то уравнения (24) принимают вид Jwn(
√
λ) = 0. В силу того,

что wn > 0, эти уравнения имеют только действительные корни [16].
Если же β0 
= 0 и выполнено условие (α0/β0) − α − β + w1 ≥ 0, то для

n = 2, 3, . . . выполняются условия (α0/β0)−α−β+wn > 0. Тогда согласно общей
теории бесселевых функций [16] уравнения (24) имеют только действительные
корни.

Следовательно, если β0 = 0 или β0 
= 0, (α0/β0)−α−β+w1 ≥ 0, то каждое из
уравнений (24) имеет счетное число действительных корней. Обозначая через
θ
(wk)
m m-й корень уравнения (24) при n = k, получим собственные значения
λn,m =

[
θ(wn)
m

]2 (n,m = 1, 2, . . . ) задачи A0
λ (C

0
λ).

Соответствующие найденным собственным значениям собственные функ-
ции в области �2 даются формулой

un,m(x, y) = cn,mr
−α−βJwn(

√
λn,mr){F (an, bn, c0; sin2 ϕ)

+ γ3kn(sinϕ)1−2βF (1 + an − c0, 1 + bn − c0, 2− c0; sin2 ϕ)},
где cn,m 
= 0 — произвольные числа, n,m = 1, 2, . . . .

Собственные функции задачи A0
λ в области �1 определяются как решения

уравнений

uxx − uyy + 2α
x
ux − 2β

y
uy + λn,mu = 0, n,m = 1, 2, . . . ,

удовлетворяющие начальным условиям

u(x, 0) = τn,m(x) = cn,mx
−α−βJwn(

√
λn,mx),

lim
y→0

(−y)2βuy(x, y) = νn,m(x) = cn,mkn(1 − 2β)xβ−α−1Jwn(
√
λn,mx),

и даются формулой (2).
Этим завершено исследование задачи A0

λ.
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Задача A1
λ. Найти значения параметра λ и соответствующие им нетри-

виальные регулярные в области � решения уравнения (1), удовлетворяющие
условиям (3), (4) и

xβ−αA1,
√
λ

0x x
d

dx2 (x
2)

1−α−β
2 F0x

[
α+β

2 , α+β−1
2

β, x2

]
(x2)

2α−1
2 u(θ0)

+ γ0 lim
y→0

(−y)2βuy(x, y) = 0, 0 < x < 1. (25)

Прежде чем перейти к исследованию задачи A1
λ, сначала рассмотрим зада-

чу Дарбу для уравнения (1) в области �1 и некоторые следствия, вытекающие
из представления решения этой задачи.

Задача Дарбу. Найти регулярное в области �1 решение уравнения (1),
удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = τ(x), 0 ≤ x ≤ 1, u(x,−x) = ϕ(2x), 0 ≤ x ≤ 1/2,

где τ(x), ϕ(x) — заданные функции, причем τ(0) = ϕ(0), τ(x) ∈ C[0, 1]∩C2(0, 1),
ϕ(x) ∈ C1[0, 1] ∩ C(2,δ)(0, 1), δ > 0.

Функция Римана — Адамара для этой задачи построена М. Б. Капилевичем
[12]. Пользуясь этой функцией, аналогично [12, 14, 17] нетрудно убедиться в том,
что решение задачи Дарбу существует, единственно и представимо в виде

u(x, y) = χ1(−y)1−2β

x+y∫
0

τ(t)
(
r20
)β−1(t/x)α
2(α, 1− α, β; r1, r2) dt

+

x+y∫
0

�0(t)H(x, y; t/2,−t/2)dt+
x−y∫
x+y

�0(t)R(x, y; t/2,−t/2) dt, (26)

где χ1 = (1− 2β)χ21−2β, χ = � (1− β)/[� (β)� (2 − 2β)],
H(x, y;x0, y0) = χ(x0/x)αR1−2β

1 (2/R0)2β

×
∞∑
n=0

1
(β)nn!

(
−λR

2
0

4

)n
H2(1− β − n, 1− β, α, 1− α, 2 − 2β;R1,R2),

r0, r1, r2, R0, R1, R2, �0,(t), R(x, y;x0, y0) те же функции, что и в задаче Коши —
Гурса.

Лемма 3. Если u(x, y) — регулярное в области �1 решение уравнения (1),
обладающее тем свойством, что u(x,−x) ∈ C1[0, 1/2] ∩ C(2,δ)(0, 1/2), δ > 0 и
u(x, 0) = τ(x), lim

y→0
(−y)2βuy = ν(x), то имеет место равенство

ν(x) = χ1x
−α

⎧⎨
⎩ d

dx

x∫
0

τ(t)tα

(x − t)1−2β dt+ (2β − 1)
x∫

0

τ(t)tα(x− t)2β−2

×
[

2

(
α, 1− α, β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x− t)2

)
− 1
]
dt

⎫⎬
⎭

− � (β)21−α−βχ1x
β−αA1,

√
λ

0x x
d

dx2 (x
2)

1−α−β
2 F0x

[
α+β

2 , α+β−1
2

β, x2

]
(x2)

2α−1
2 u(θ0).

(27)



890 М. С. Салахитдинов, А. К. Уринов

Доказательство. Пусть u(x, y) — регулярное в области �1 решение урав-
нения (1) и u(x, 0) = τ(t), u(x,−x) = ϕ(2x) ∈ C1[0, 1/2] ∩ C(2,δ)(0, 1/2), δ > 0.
Тогда справедливо равенство (26). Рассмотрим функцию

uε(x, y) = χ1(−y)1−2β

x+y−ε∫
0

τ(t)(r20)
β−1(t/x)α dt

+ χ1(−y)1−2β

x+y−ε∫
0

τ(t)(r20)
β−1(t/x)α[
2(α, 1 − α, β; r1, r2)− 1] dt

+

x+y−ε∫
0

�0(t)H(x, y; t/2,−t/2) dt+
x−y∫

x+y+ε

�0(t)R(x, y; t/2,−t/2) dt, (28)

где ε > 0 — достаточно малое число.
Очевидно, что lim

ε→0
uε(x, y) = u(x, y).

Непосредственным вычислением из (28) находим

∂uε
∂y

= χ1(−y)1−2βτ(x + y − ε)[ε(ε− 2y)]β−1[(x+ y − ε)/x]α

+ χ1(−y)−2β

x+y−ε∫
0

τ(t)
(
r20
)β−2(t/x)α

[
(2β − 1)r20 + 2(β − 1)y2] dt

+ χ1(−y)1−2βτ(x + y − ε)[ε(ε− 2y)]β−1[(x + y − ε)/x]α

×
{

2

[
α, 1− α, β; ε(2y − ε)

4x(x+ y − ε) ,
λ

4
ε(2y − ε)

]
− 1
}

− χ1(1− 2β)(−y)−2β

x+y−ε∫
0

τ(t)
(
r20
)β−1(t/x)α[
2(α, 1− α, β; r1, r2)− 1] dt

+ 2χ1(−y)2−2β

x+y−ε∫
0

τ(t)
(
r20
)β−2(t/x)α

×
{
(β − 1)[
2(α, 1− α, β; r1; r2)− 1] + r20

∂

∂r20

2(α, 1 − α, β; r1; r2)

}
dt

− �0(x− y)R
(
x, y;

x− y
2

,−x− y
2

)

+ [�0(x+ y − ε)− �0(x+ y + ε)]H
(
x, y;

x+ y − ε
2

,−x+ y − ε
2

)

+�0(x+y+ε)
[
H

(
x, y;

x+ y − ε
2

,−x+ y − ε
2

)
−R
(
x, y;

x+ y + ε

2
,−x+ y + ε

2

)]

+

x+y−ε∫
0

�0(t)
∂

∂y
H(x, y; t/2,−t/2)dt+

x−y∫
x+y+ε

�0(t)
∂

∂y
R(x, y; t/2,−t/2)dt.

Умножая обе части последнего равенства на (−y)2β и переходя к пределу
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при ε→ 0, y → 0, имеем

ν(x) = χ1x
−α

⎧⎨
⎩ d

dx

x∫
0

τ(t)tα

(x − t)1−2β dt

+ (2β − 1)
x∫

0

τ(t)tα(x− t)2β−2
[

2

(
α, 1− α, β;− (x − t)

2

4xt
,−λ

4
(x− t)2

)
− 1
]
dt

⎫⎬
⎭

− χ12−αxβ−α−1

x∫
0

�0(t)tα+1(x− t)β−1
2

(
α, 1− α, β; t− x

2t
,
λ

4
x(t − x)

)
dt. (29)

Методом, примененным при преобразовании выражения �2(x), можно до-
казать, что последний интеграл в (29) равен

21−β� (β)xA1,
√
λ

0x x
d

dx2 (x
2)

1−α−β
2 F0x

[
α+β

2 , α+β−1
2

β, x2

]
(x2)

2α−1
2 u(θ0),

откуда следует утверждение леммы 3.

Лемма 4. Если τ(0) = 0, τ(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), то интегральное уравне-
ние

x∫
0

ν(t)(x − t)−2β(t/x)α
2

(
α, 1− α, 1− β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x− t)2

)
dt

= [21−2β� (2β)� (1 − β)/� (β)]τ(x) (30)

имеет единственное решение ν(x) ∈ C2(0, 1), которое дается формулой

ν(x) = (1 − 2β)χ21−2βx−α

⎧⎨
⎩ d

dx

x∫
0

τ(t)tα

(x− t)1−2β dt

+ (2β − 1)
x∫

0

τ(t)tα(x− t)2β−2
[

2(α, 1 − α, β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x − t)2)− 1

]
dt

⎫⎬
⎭,
(31)

и, обратно, если ν(x) ∈ C2(0, 1) (причем ν(x) может иметь особенность порядка
меньше 1− 2β при x→ 0, x→ 1), то интегродифференциальное уравнение (31)
имеет единственное решение τ(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), которое удовлетворяет
условию τ(0) = 0 и дается формулой (30).

Утверждения этой леммы следуют из лемм 1 и 3 при u(x,−x) = 0 в силу
единственности решения задач Коши — Гурса и Дарбу.

Теперь переходим к исследованию задачи A1
λ. Пусть u(x, y) — решение за-

дачи A1
λ и u(x, 0) = τ(x), lim

y→0
(−y)2βuy = ν(x). Тогда, пользуясь равенством (27)

и условием (25), находим функциональное соотношение между τ(x) и ν(x) на
OB, принесенное из области �1:

γ4ν(x) = (1− 2β)χ21−2βx−α

⎧⎨
⎩ d

dx

x∫
0

τ(t)tα

(x− t)1−2β dt

+ (2β − 1)
x∫

0

τ(t)tα(x− t)2β−2
[

2(α, 1 − α, β;− (x− t)

2

4xt
,−λ

4
(x − t)2)− 1

]
dt

⎫⎬
⎭,



892 М. С. Салахитдинов, А. К. Уринов

где γ4 = 1− γ022−a−3β� (1− β)/� (2− 2β). Отсюда согласно лемме 4 имеем

τ(x) = γ4χ̄22β−1

x∫
0

ν(t)(x− t)−2β(t/x)α

× 
2(α, 1 − α, 1− β;− (x− t)
2

4xt
,−λ

4
(x− t)2) dt. (32)

Таким образом, задача A1
λ эквивалентно сведена к следующей эллиптиче-

ской задаче C1
λ: найти значения параметра λ и соответствующие им нетри-

виальные регулярные в области �2 решения уравнения (1), удовлетворяющие
условиям (3), (4) и (32).

Эта задача исследуется аналогично задаче C0
λ. Проведя те же рассуждения,

что и в решении задачи C1
λ, можно убедиться в том, что собственные значения

λ̄n,m (n,m = 1, 2, . . . ) задачи A1
λ (C

1
λ) определяются как корни уравнений

[α0 − (α+ β)β0]Jwn(
√
λ) + β0

√
λ · J ′wn

(
√
λ) = 0, n = 1, 2, . . . ,

где

wn =

{
− 2
π arctg ζ̄ + β − α+ 2(n− 1), если arctg ζ̄ < −απ,
− 2
π arctg ζ̄ + β − α+ 2n, если arctg ζ̄ ≥ −απ,

ζ̄ = (γ4 + sinβπ)/ cosβπ,

а соответствующие собственные функции в области �2 даются формулами

ūn,m(x, y) = c̄n,mr
−α−βJwn(

√
λ̄n,mr){γ4F (ān, b̄n, c0; sin2 ϕ)

+ k̄n(sinϕ)1−2βF (1 + ān − c0, 1 + b̄n − c0, 2− c0; sin2 ϕ)},
где c̄n,m 
= 0 — произвольные числа,

2ān = α+ β + wn, 2b̄n = α+ β − wn, 2c0 = 1 + 2β,

k̄n = � (1− b̄n)� (1 + ān − c0)� (c0)/[� (ān)� (c0 − b̄n)� (2− c0)], n,m = 1, 2, . . . .

Собственные функции задачи A1
λ в области �1 определяются с помощью

функций ūn,m, как в задаче A0
λ.

Заметим, что в силу обратимости операторов A1,
√
λ

0x и F0x из задач A0
λ и

A1
λ при β0 = γ0 = 0 следует однородная задача Трикоми для уравнения (1) в

области �. В этом случае wn и wn упрощаются и wn = wn = 2n − α − 1/2,
n = 1, 2, . . . .

В заключение отметим, что однозначная разрешимость двух нелокальных
задач типа A0

λ и A1
λ для уравнения (1) (в видоизмененной форме) в области

гиперболичности исследована в [18].
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