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Аннотация. Найдены необходимые и достаточные условия на кривую в Rm×n,
чтобы она была множеством значений градиента C1-гладкой функции v : � ⊂
Rn → Rm. Показано, что у этой кривой имеются касательные в слабом смысле,
эти касательные являются rank-1-матрицами и направление этих касательных есть
функция ограниченной вариации. Также доказано, что в этом случае для функции
v справедлив аналог теоремы Сарда, а множества уровня градиентного отображе-
ния ∇v : �→ Rm×n суть гиперплоскости.
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Введение

Согласно классическому результату Хартмана — Ниренберга [1], если для
гессиана ∇2v некоторой C2-гладкой функции v : � ⊂ Rn → R выполнено
тождество rank∇2(x) ≡ 1, то множества уровня градиентного отображения
∇v : �→ Rn суть гиперплоскости. В данной статье доказывается аналог этого
утверждения для C1-гладких функций. Из полученного результата вытекает
как частный случай теорема о линейчатом строении C1-гладких поверхностей
нулевой внешней кривизны в R3, которая доказана А. В. Погореловым в 1956 г.
и вошла в его монографию [2, гл. 9, § 4].

Настоящая работа примыкает также к исследованиям ряда математиков
(см., например, [3–5]), изучавших следующую проблему: каким условиям долж-
но удовлетворять множество K, чтобы дифференциальное соотношение ∇v ∈ K
имело нетривиальные липшицевы решения? В данной статье изучается сходная
проблема для C1-гладких (не только липшицевых) решений дифференциальных
соотношений.

Указанная проблема исследована для случая вещественных функций двух
переменных в ряде работ [6–11]. Там показано, что если кривая является мно-
жеством значений градиента C1-гладкой функции v : � ⊂ R2 → R, то у этой
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кривой имеются касательные в слабом смысле и направление этих касатель-
ных есть функция ограниченной вариации. В то же время такая кривая не
обязательно регулярна в классическом смысле: у нее может не существовать
касательных (в обычном смысле) ни в одной точке.

В данной статье указанные результаты перенесены на случай вектор-функ-
ций нескольких переменных v : � ⊂ Rn → Rm.

Отметим, что геометрические свойства множеств значений градиента диф-
ференцируемых (негладких) отображений в многомерном случае изучались ра-
нее, например, в работах [12–14].

Всюду в дальнейшем кривой мы называем непрерывное отображение γ :
R → Rk. Если отображение γ : R → Rk непрерывно и инъективно, то мы будем
называть его также дугой.

Символом ∇v обозначается матрица дифференциала ∇v =
(
∂vi
∂xj

)
i=1,...,m
j=1,...,n

∈

Rm×n отображения v = (v1, . . . , vm) : � ⊂ Rn → Rm. Соответственно символом
∇v−1(A) обозначается прообраз ∇v−1(A) = {x ∈ � | ∇v(x) = A}. Областью мы
называем открытое связное множество. Всюду в дальнейшем IntE — внутрен-
ность множества E, ClE — замыкание множества E, ∂E — граница множества
E, meas(E) — мера Лебега множества E, H k(E) — k-мерная мера Хаусдорфа
множества E. Символом a · b мы обозначаем скалярное произведение векто-
ров a, b. Символом compz E обозначается компонента связности множества E,
содержащая точку z. Некоторые другие обозначения будут вводиться по ходу
работы.

Мы будем часто использовать следующее понятие.

Определение 0.1. Множество E ⊂ Rk называется ∗-одномерным, если
для любого линейного отображения L : Rk → R2 образ L(E) не имеет внутрен-
них точек в топологии R2, т. е. IntL(E) = ∅.

В случае, когда Rk — плоскость (т. е. k = 2), ∗-одномерность множества E
эквивалентна тому, что топологическая размерность E не превосходит 1 (см. [15,
§ 59.IV]). Далее, при произвольных размерностях k если H 2(E) = 0, то множе-
ство E ∗-одномерно. Однако если k > 2, то в пространстве Rk существуют
множества, гомеоморфные отрезку из R, но не являющиеся ∗-одномерными. К
таким множествам относятся, например, графики кривых Пеано.

Работа состоит из двух разделов: в разд. 1 приведены формулировки, в
разд. 2 — доказательства основных результатов.

1. Основные результаты

1.1. Свойства множеств уровня градиентного отображения.

Теорема 1.1.1. Пусть v : � → Rm — C1-гладкая функция на области
� ⊂ Rn. Предположим, что множество ∇v(�) ∗-одномерно. Тогда для любой
точки x ∈ � такой, что meas∇v−1(∇v(x)) = 0, найдется гиперплоскость H =
H(x) 3 x такая, что compx(H ∩ �) = compx∇v−1(∇v(x)).

В частном случае, когда отображение v принадлежит классу гладкости C2

и m = 1, утверждение теоремы 1.1.1 установлено в работе [1]. Для случая,
когда n = 2, m = 1, meas∇v(�) = 0 и v ∈ C1(�), утверждение теоремы 1.1.1
установлено А. В. Погореловым (см. [2, гл. 9, § 4]).
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Следствие 1.1.21). Пусть v : �→ Rm — C1-гладкая функция на области
� ⊂ Rn. Предположим, что множество ∇v(�) ∗-одномерно. Тогда у любой
точки x0 ∈ � существует ее открытая выпуклая окрестность �0 такая, что для
каждой точки x ∈ �0 найдется гиперплоскостьH = H(x) 3 x, удовлетворяющая
условию ∇v ≡ const на H ∩ �0.

Следствие 1.1.3. Пусть v : � → Rm — C1-гладкая функция на области
� ⊂ Rn. Предположим, что множество ∇v(�) ∗-одномерно. Тогда для лю-
бой точки x0 ∈ � найдутся ее открытая связная окрестность �0, непрерывные
функции u : �0 → R, γ : R → Rm×n такие, что γ 6= const на любом интервале и

∇v(x) ≡ γ(u(x)) при x ∈ �0. (1)

1.2. Необходимые и достаточные условия (в аналитической фор-
ме) на кривую для того, чтобы она была множеством значений гра-
диента. Для векторов a ∈ Rm, b ∈ Rn символом a⊗b обозначим m×n-матрицу
(aibj)i=1,...,m

j=1,...,n
.

Теорема 1.2.1. Пусть v : � → Rm — C1-гладкая функция на области
� ⊂ Rn. Предположим, что множество ∇v(�) ∗-одномерно, �0 — подобласть �,
а непрерывные функции u : �0 → R, γ : R → Rm×n удовлетворяют заключению
cледствия 1.1.3 (т. е. γ 6= const на любом интервале и выполнено тождество (1)).
Тогда γ обладает следующим свойством на интервале J = u(�0):

(�1) существует непрерывная слева функция l = (l1, . . ., ln) : J→S(0, 1) ло-
кально ограниченной вариации такая, что для любых ē ∈ S(0, 1) и [s1, s2] ⊂ J

0 /∈ Cl{l(s) · ē | s ∈ [s1, s2]} ⇒ γ(s) |s2s1= [γ(s)ē]⊗ l(s)
l(s) · ē

∣∣∣∣s2
s1

−
s2−0∫
s1

[γ(s)ē]⊗ d
l(s)
l(s) · ē

,

(2)
где интегрирование ведется в смысле Лебега — Стилтьеса по полуоткрытому
интервалу [s1, s2), и используются стандартные обозначения f(s)|s2s1 := f(s2) −
f(s1), S(x, r) — сфера с центром x радиуса r в Rn.

Более того, если u(x) = s ∈ J и measu−1(s) = 0, то гиперплоскость H(x) из
теоремы 1.1.1 ортогональна вектору l(s).

Пример 1.2.2. Пусть γ(s) : R → Rn×m является C1-гладкой функцией,
производная которой не обращается в нуль ни в одной точке. Предположим, что
∇v(�) = γ(R) для некоторой C2-гладкой функции v : � ⊂ Rn → Rm. Хорошо
известно (см., например, [16]), что γ′(s) должна быть rank-1-матрицей для всех
s ∈ R, т. е. γ′(s) = a ⊗ b = (aibj), где a = a(s) ∈ Rm, b = b(s) ∈ Rn. Всегда
можно добиться (заменой ã(s) = |b(s)|a(s), b̃(s) = b(s)/|b(s)|), чтобы |b(s)| ≡ 1.
Тогда в качестве функции l(s) из теоремы 1.2.1 можно взять b(s).

Пример 1.2.3. Существует C1-гладкая функция γ : R → R2, γ 6= const,
такая, что не существует C1-гладкой функции v : � → R на области � ⊂ R2,
удовлетворяющей условиям ∇v(�) ⊂ γ(R) и ∇v 6= const.

В качестве кривой γ, существование которой утверждается в примере 1.2.3,
можно взять отображение γ(s) = (s, ϕ(s)), где ϕ : R → R — C1-гладкая функция

1)Для размерностей n = 2, m = 1 утверждения теоремы 1.1.1 и следствия 1.1.2 установ-
лены в работе [10], см. в ней лемму 2.6 и теорему 1.1 соответственно, причем в формулировке
последней теоремы ошибочно пропущена локальность, т. е. в роли �0 выступает вся область
�.
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такая, что вариация производной ϕ′ равна бесконечности на любом интервале
из R (ср. пример 1.2.2). Более подробно случай кривых такого вида разбирается
в следующем разделе (см., например, теорему 1.3.1).

Теорема 1.2.4 (обратная к теореме 1.2.1). Пусть γ : R → Rm×n — непре-
рывная функция, γ 6= const на любом интервале. Предположим, что функция γ
имеет свойство (�1) на связном подмножестве J ⊂ R. Тогда существуют область
� ⊂ Rn, C1-гладкая функция v : � → Rm и непрерывная функция u : � → R
такие, что

∇v(x) ≡ γ(u(x)) для x ∈ �, (3)

u(�) = J. (4)

Теорема 1.2.4 позволяет построить следующий пример.

Пример 1.2.5 [11]. Существуют непрерывная инъективная функция γ :
R → R2 и C1-гладкая функция v : � → R области � ⊂ R2 такие, что ∇v(�) =
γ(R) и дуга γ(R) не имеет касательной ни в одной своей точке.

1.3. Функциональная зависимость частных производных. Рассмот-
рим сначала случай вещественнозначных функций (m = 1). Предположим, что
для непрерывной функции γ = (γ1, . . . , γn) : R → Rn выполнено соотношение

γ1(s) ≡ s, (5)

тогда дуга γ является графиком некоторой непрерывной функции из R в Rn−1.
Из теоремы 1.2.1 можно вывести, что кривая γ в этом случае имеет регуляр-
ность в классическом смысле.

Теорема 1.3.1. Пусть v : �→ R — C1-гладкая функция в области � ⊂ Rn,
удовлетворяющая соотношениям

∀j = 2, . . . , n
∂v

∂xj
= γj

(
∂v

∂x1

)
в �, (6)

где γ = γ(s) — непрерывная функция из R в Rn со свойством (5). Положим

J =
∂v

∂x1
(�). (7)

Тогда для каждого j = 2, . . . , n координатная функция γj обладает следующим
свойством.

(�2) Существует замкнутое относительно интервала J множество F нулевой
меры такое, что функция γj удовлетворяет условию Липшица локально на U =
J \ F . Более того, функция γj дифференцируема на U всюду, за исключением
не более чем счетного множества точек Eσ,U ⊂ U . Далее, если формально
доопределить производную γ′j на весь интервал J по правилу

γ′j(s) =


γ′j(s), s ∈ U \ Eσ,U ,

lim
τ→s−0

γ′j(τ), s ∈ Eσ,U ,

∞, s ∈ F,

то полученная функция γ′j будет иметь локально ограниченную вариацию на
U . Кроме того, для каждого j = 2, . . . , n и для любой точки s0 ∈ J найдутся ее
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окрестность V = V (s0) и число α ∈ R такие, что функция 1
γ′
j−α

: V → R будет
являться функцией ограниченной вариации на V .

В частности, функция γ должна быть дважды дифференцируема (в обыч-
ном смысле) почти всюду на J . Отсюда видно, что «плохая» дуга из приме-
ра 1.2.5 не может быть графиком некоторой непрерывной функции.

Замечание 1.3.2. Множества «плохих» точек F из теоремы 1.3.1 могут
быть различны для разных индексов j. Предел, который фигурирует в вы-
носной формуле при формулировке свойства (�2), всегда существует. В то же
время доопределение производной γ′j в точках множества F в теореме 1.3.1 яв-
ляется формальным: функция γj может не иметь ни конечной, ни бесконечной
производной в точках множества F .

Теорема 1.3.1 допускает обращение при n = 2 [9]; при n > 2 это уже неверно,
как показывает следующий пример.

Пример 1.3.3. Пусть K ⊂ [0, 1] — канторово множество нулевой меры.
Обозначим через ϕ непрерывную функцию из R в R, удовлетворяющую усло-
вию (�2) с F = K, J = [0, 1] (построение такой функции см., например, в [6,
с. 116]), а через ψ — непрерывную функцию из R в R, являющуюся «канторовой
лестницей» относительно множестваK (т. е. ψ 6= const и ψ постоянна на каждом
интервале из R\K). Определим теперь кривую γ : R → R3 по правилу γ1(s) ≡ s,
γ2(s) ≡ ϕ(s), γ3(s) ≡ ϕ(s) + ψ(s). Нетрудно проверить, что обе построенные ко-
ординатные функции γ2, γ3 обладают свойством (�2) с F = K, J = [0, 1]. Однако
не существует области � ⊂ R3 и функции v ∈ C1(�) таких, что выполнены соот-
ношения (6), (7). В самом деле, предположив противное, рассмотрим функцию
ṽ(x1, x2, x3) = v(x1, x2 − x3, x3). Очевидно, ṽ также удовлетворяет (6), (7) с
кривой γ̃(s) = (s, γ2(s), γ3(s) − γ2(s)) = (s, ϕ(s), ψ(s)). Однако координатная
функция γ̃3 = ψ уже не обладает свойством (�2); противоречие.

Используя ту же идею (т. е. что свойство (�2) сохраняется, если к функ-
ции добавить канторову лестницу относительно F ), можно построить еще более
показательный пример кривой γ : R → R3, у которой любая линейная комби-
нация координатных функций γ2 и γ3 обладает свойством (�2) (с одним и тем
же множеством F ), но кривая γ не обладает свойством (�1), а значит, по тео-
реме 1.2.1 не может существовать области � ⊂ R3 и функции v ∈ C1(�) таких,
что выполнены соотношения (6), (7). Мы не будем подробно описывать это (не
очень сложное) построение, чтобы не загромождать изложение.

Если мы рассмотрим случай вектор-функций (m > 1), то ситуация суще-
ственно меняется: можно рассчитывать только на регулярность, описанную в
предыдущих подразделах.

Теорема 1.3.4. Пусть γ : R 3 s 7→ (γij(s)) ∈ Rm×n — непрерывное отобра-
жение,

γ11(s) ≡ s, (8)

и пусть v : �→ Rm — C1-гладкая функция на области � ⊂ Rn. Предположим,
что выполнены соотношения

∀i = 1, . . . ,m ∀j = 1, . . . , n
∂vi
∂xj

= γij

(
∂v1
∂x1

)
в �. (9)

Обозначим
J =

∂v1
∂x1

(�). (10)
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Тогда выполнены утверждения теорем 1.1.1 и 1.2.1, т. е. γ обладает свой-
ством (�1) на J , а множества уровня градиентного отображения ∇v суть ги-
перплоскости.

Обращаем внимание читателя на то, что в теоремах 1.3.4, 1.3.1 мы не пред-
полагаем, что множество ∇v(�) ∗-одномерно.

Следующий простой пример показывает, что при m > 1 не существует
аналога теоремы 1.3.1.

Пример 1.3.5. Пусть f : R → R — произвольная непрерывная функция.
Тогда найдутся непрерывное отображение γ : R 3 u 7→ (γij(u)) ∈ Rm×n со
свойствами (8) и

γ21(s) ≡ f(s)

и C1-гладкая функция v : Rn → Rm такие, что выполнены соотношения (9),
(10) c J = R и � = Rn. Искомую функцию v = (v1, . . . , vm) : Rn → Rm можно
задать следующим образом: v1(x1, . . . , xn) = (x1)2

2 , v2(x1, . . . , xn) = F (x1), где
F : R → R — первообразная к f , vi = 0 при i > 2. Ясно, что тогда γij = 0 при
i > 2 или j > 1.

1.4. Существование и непрерывность касательных. Хотя рассмат-
риваемые кривые могут не иметь касательной в классическом смысле ни в одной
точке (см. примеры 1.2.5 и 1.3.5), они имеют касательные в слабом смысле в
каждой точке. Как и в предыдущем разделе, приm = 1 ситуация чуть получше,
т. е. эти слабые касательные чуть больше напоминают обычные касательные.

Обозначим символом RPn−1 вещественное (n−1)-мерное проективное про-
странство, т. е. RPn−1 есть множество прямых линий пространства Rn, прохо-
дящих через точку 0. Иногда мы будем естественным образом отождествлять
прямую из RPn−1 с ненулевым вектором из Rn, параллельным этой прямой.

Определение 1.4.1. Пусть γ : R → Rm×n — непрерывное отображение
(кривая), γ 6= const на любом интервале. Будем говорить, что прямая p ∈
RPn−1 является σ-касательной справа к кривой γ в точке s0 (обозначается через
p = γ′σ+(s0)), если для любой последовательности sν → s0+0, удовлетворяющей
условию

sup
ν

sup
s∈[s0,sν ]

|γ(s)− γ(s0)|
|γ(sν)− γ(s0)|

<∞, (11)

найдется последовательность векторов aν ∈ Rm такая, что имеет место сходи-
мость

γ(sν)− γ(s0)
|γ(sν)− γ(s0)|

− aν ⊗ l→ 0, (12)

где l ∈ S(0, 1) — вектор, параллельный прямой p.

Аналогично вводятся понятия σ-касательной γ′σ−(s0) слева в точке s0 и
просто σ-касательной γ′σ(s0) в точке s0. Очевидно, что если кривая γ имеет
обычную касательную в точке и эта касательная является rank-1 матрицей a⊗
b, то у этой кривой будет также существовать и σ-касательная, параллельная
вектору b. Однако обратное утверждение неверно (это следует, например, из
примера 1.2.5 и сформулированной ниже теоремы 1.4.2).

Теорема 1.4.2. Предположим, что условия теорем 1.1.1, 1.2.1 выполне-
ны. Обозначим J = u(�0), a = inf J , b = sup J . Тогда помимо свойства (�1)
функция γ обладает также следующим свойством:
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(�3) существует непрерывная слева функция l = (l1, . . . , ln) : J → S(0, 1)
локально ограниченной вариации такая2), что

∀s ∈ J \ {b} γ′σ+(s) = l(s+ 0), (13)

∀s ∈ J \ {a} γ′σ−(s) = l(s), (14)
т. е. указанные σ-касательные существуют и параллельны векторам l(s+0), l(s)
соответственно3). Таким образом, γ′σ+(s) непрерывна справа в каждой точке
s ∈ J \ {b}, а γ′σ−(s) непрерывна слева в каждой точке s ∈ J \ {a}, причем
γ′σ+(s) = γ′σ−(s) = γ′σ(s) для всех точек s ∈ (a, b) \ Eσ, где исключительное
множество Eσ не более чем счетно.

Более того, имеет место включение Eσ ⊂ Eu, где Eu = {s ∈ J | measu−1(s)
> 0}.

Для скалярных функций v : � → R (m = 1) сходимость (12) эквивалентна
сходимости

γ(sν)− γ(s0)
|γ(sν)− γ(s0)|

→ ± l(s0)
|l(s0)|

.

Следовательно, l(s0) — касательный вектор (в слабом смысле из-за наличия
знаков ± и того, что сходимость имеет место только для последовательностей,
удовлетворяющих условию (11)) к кривой γ в s0 (см. [11]). В общем случае
(m > 1) последовательность векторов γ(sν)−γ(s0)

|γ(sν)−γ(s0)| может не иметь никакого
предела (это вытекает, например, из примера 1.3.5).

1.5. Аналог теоремы Сарда. Для функции v : � ⊂ Rn → Rm будем
обозначать через Zv множество критических точек: Zv = {x ∈ � | rank∇v(x) <
m}.

Теорема 1.5.1. Пусть v : � → Rm — C1-гладкое отображение области
� ⊂ Rn, для которого выполнены предположения теорем 1.1.1 или 1.3.4 (т. е.
множество ∇v(�) ∗-одномерно или частные производные функции v удовлетво-
ряют уравнениям (9)). Тогда

meas v(Zv) = 0. (15)

Напомним, что в классической теореме Сарда для функций v : � ⊂ Rn →
Rm для справедливости равенства (15) требуется Cr-гладкость, где r = max(0,
n−m) + 1.

Для размерностей n = 2, m = 1 утверждение теоремы 1.5.1 опубликова-
но в статье автора [8]. Однако, как автору стало известно впоследствии, при
указанных значениях размерностей утверждение теоремы 1.5.1 легко следует
из ранних результатов А. В. Погорелова (см. [2, гл. 9, § 3, теоремы 9, 10]). На-
стоящим замечанием мы подтверждаем приоритет А. В. Погорелова.

2. Доказательства основных результатов

Чтобы свести доказательство к разобранному в предыдущих статьях слу-
чаю вещественных функций двух переменных, нам понадобится несколько про-
стых топологических и геометрических утверждений.

Замечание 2.1. Из определения ∗-одномерности вытекает, что любая про-
екция ∗-одномерного множества есть ∗-одномерное множество.

2)Здесь функция l та же самая, о которой шла речь в свойстве (�1).
3)Мы обозначаем через l(s + 0) соответствующий односторонний предел функции l.
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Лемма 2.2. Пусть C1 ⊂ Rk1 , C2 ⊂ Rk2 — связные множества, состоящие
более чем из одной точки, и пусть C1 × C2 ⊂ C ⊂ Rk, k = k1 + k2. Тогда
множество C не является ∗-одномерным.

Лемма 2.2 следует из определения ∗-одномерности и замечания 2.1 (легко
построить оператор проектирования Rk на двумерное линейное подпростран-
ство так, чтобы проекция множества C содержала квадрат).

Для данного линейного подпространства X пространства Rk через PrX C
будем обозначать ортогональную проекцию множества C на пространство X.
Для a ∈ C через Ca,X будем обозначать множество {y ∈ C | PrX y = PrX a}.

Лемма 2.3. Пусть компактное множество C ⊂ Rk ∗-одномерно. Зафикси-
руем любую точку a ∈ C. Тогда множество всех гиперплоскостей X ⊂ Rk таких,
что 0 ∈ X и соответствующее множество Ca,X не является вполне несвязным,
вполне несвязно4) (в соответствующем многообразии Грассмана всех (k − 1)-
мерных линейных подпространств пространства Rk).

Доказательство данной леммы очень просто и опирается на замечание 2.1
и следующий факт: счетное объединение замкнутых вполне несвязных мно-
жеств в метрическом пространстве вполне несвязно (см. [17, § 27.I, теорема 2]).
(Прием, используемый при доказательстве леммы 2.3, применяется также ниже
при доказательстве леммы 2.4, где мы описываем его более подробно, так как
там ситуация чуть сложнее.)

Лемма 2.4. Пусть компактное множество C ⊂ Rk ∗-одномерно, k1 < k.
Зафиксируем любую точку a ∈ C. Тогда множество всех k1-мерных линейных
подпространств X ⊂ Rk таких, что соответствующее множество Ca,X является
вполне несвязным, всюду плотно (в соответствующем многообразии Грассмана
всех линейных k1-мерных подпространств пространства Rk).

Доказательство леммы 2.4. Обозначим через G многообразие Грассма-
на, о котором идет речь в формулировке доказываемой леммы (т. е. G состоит
из всех k1-мерных подпространств пространства Rk, содержащих точку 0), а
через dG будем обозначать расстояние между элементами этого пространства.
Предположим, что лемма 2.4 неверна. Тогда найдутся X0 ∈ G и δ > 0 такие,
что ∀X ∈ G dG(X,X0) < δ ⇒ Ca,X содержит связное множество, состоящее бо-
лее чем из одной точки. Применяя теорему Бэра о том, что счетное объединение
замкнутых нигде не плотных множеств нигде не плотно, мы можем считать, не
умаляя общности, что существует r > 0 такое, что ∀X ∈ G dG(X,X0) < δ ⇒
одна из компонент связности множества Ca,X содержит две точки, расстоя-
ние между которыми не меньше r. Снова применяя ту же теорему Бэра, мы
можем считать, не умаляя общности, что существует единичный вектор ē, пер-
пендикулярный пространству X0, такой, что ∀X ∈ G dG(X,X0) < δ ⇒ одна из
компонент связности множества Ca,X содержит две точки, расстояние между
которыми не меньше r, а вектор ē образует с вектором, соединяющим эти точки,
угол не больше π/4. В частности, проекция этого вектора на пространство Ỹ не
равна 0, где через Ỹ мы обозначили (k1 + 1)-мерное пространство, являющееся
линейной оболочкой пространства X0 и вектора ē.

Обозначим C̃ = PrỸ C. В силу замечания 2.1 множество C̃ является ∗-
одномерным.

4)Напомним, что множество называется вполне несвязным, если каждое его непустое
связное подмножество состоит из одной точки.
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Из сказанного выше следует, что ∀X ∈ G
(
dG(X,X0) < δ&X ⊂ Ỹ

)
⇒ од-

на из компонент связности множества C̃a,X содержит более чем одну точку, где
через C̃a,X мы обозначили множество {y ∈ C̃ | PrX y = PrX a}. Но данное утвер-
ждение вступает в противоречие с леммой 2.3 (при этом в роли пространств Rk

и множества C из формулировки леммы 2.3 выступают определенные выше
пространство Ỹ и множество C̃). Полученное противоречие завершает доказа-
тельство леммы 2.4. �

Лемма 2.5. Пусть f : B → Y — непрерывная функция, где B — шар (от-
крытый) в пространстве Rn, Y — некоторое метрическое пространство. Пред-
положим, что функция f обладает следующим свойством:

(A) для каждой двумерной плоскости P ⊂ Rn и для каждой точки x ∈ P∩B,
такой, что в любой окрестности U точки x будет f 6= const на U ∩P , существует
лежащий в P прямолинейный отрезок5) IP,x 3 x с концами на ∂B такой, что
f ≡ const на IP,x.

Тогда для каждой точки x ∈ B если
meas f−1(f(x)) = 0, (16)

то существует гиперплоскость H 3 x такая, что compx f−1(f(x)) = H ∩B.
Доказательство леммы 2.5. Нетрудно видеть, что свойство (A) можно

эквивалентно переформулировать следующим образом.
(A′) Для каждой двумерной плоскости P ⊂ Rn и для каждой пары точек

x, y ∈ P ∩B таких, что f(x) 6= f(y), обозначим через z точку замкнутого отрезка
[x, y] такую, что [x, z] = compx(f−1(f(x)) ∩ [x, y]). Тогда существует лежащий в
P прямолинейный отрезок I(P, x, y) 3 z с концами на ∂B такой, что f ≡ f(x)
на I(P, x, y).

Докажем сначала, что справедливо следующее утверждение.
(F) Пусть G1, G2 — выпуклые подмножества шара B такие, что G1∩G2 6= ∅

и f ≡ const на G1 ∪G2. Тогда f ≡ const на Conv(G1 ∪G2).
Пусть условия (F) выполнены. Зафиксируем x ∈ G1 ∩ G2. Предположим,

что заключение (F) неверно. Тогда найдется точка y ∈ Conv(G1 ∪ G2) такая,
что

f(y) 6= f(x). (17)
Из предположений в (F) следует, что y = αx1 +(1−α)x2, где α ∈ (0, 1), x1 ∈ G1,
x2 ∈ G2. Ясно, что x, x1, x2 суть три точки в B, не лежащие на одной прямой
(иначе получаем противоречие с неравенством (17) и выпуклостью множеств
G1, G2). Рассмотрим двумерную плоскость P , содержащую точки x, x1, x2.
Возьмем также отрезок I(P, y, x), существование которого утверждается в (A′).
Имеем, в частности, что f ≡ f(y) на I(P, y, x) и I(P, y, x) ∩ [y, x] 6= ∅. Геомет-
рически очевидно, что отрезок I(P, y, x) должен пересекать по меньшей мере
один из замкнутых отрезков [x, x1], [x, x2]. Получаем противоречие с неравен-
ством (17) и выпуклостью множеств G1, G2. Полученное противоречие завер-
шает доказательство свойства (F).

Рассмотрим теперь произвольную точку x ∈ B, для которой выполне-
но (16). Определим множество

Gx = Conv
(⋃
P,y

(I(P, x, y) ∪ [x, z])
)
,

5)Здесь под отрезком понимается открытый интервал (без концов), т. е. множество вида
{a + tb | t ∈ (0, 1)}, где a, b — некоторые элементы Rn, b 6= 0.
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где P пробегает всевозможные двумерные плоскости, содержащие x, далее,
y пробегает всевозможные точки y ∈ P ∩ B, удовлетворяющие (17), наконец,
точка z = z(x, y) определена при формулировке (A′). Используя (двукратно)
свойство (F), нетрудно доказать, что f ≡ f(x) на Gx. Тогда по формуле (16)
measGx = 0. Следовательно, найдется гиперплоскость H ⊃ Gx. Докажем, что
для нее выполняется тождество

f ≡ f(x) на H ∩B. (18)

Предполагая противное, получаем, что существует точка y ∈ H ∩ B такая, что
выполнено неравенство (17). Рассмотрим двумерную плоскость P , содержащую
точки x, y и вектор, перпендикулярный H. Тогда пересечение H ∩ P является
прямой, проходящей через точки x, y. Возьмем отрезок I(P, x, y), существова-
ние которого утверждается в условиях леммы 2.5. По построению множества
Gx этот отрезок должен лежать в Gx, следовательно, он лежит в пересечении
H ∩ P , т. е. I(P, x, y) лежит на упомянутой прямой (проходящей через точки
x, y). Отсюда геометрически очевидно, что y ∈ I(P, x, y), но последнее включе-
ние противоречит неравенству (17). Полученное противоречие завершает дока-
зательство свойства (18).

Итак, мы установили, что для каждой точки x ∈ B со свойством (16) най-
дется гиперплоскость H 3 x, для которой выполнено (18). Эту гиперплоскость
будем обозначать через Hx. Единственность этой гиперплоскости следует из
свойства (F). Для окончания доказательства леммы 2.5 нужно еще проверить
равенство

K = Hx ∩B, (19)

где мы обозначили K = compx f−1(f(x)).
Поскольку для рассматриваемой точки x выполнено свойство (16), очевид-

но, оно выполнено и для каждой точки y ∈ K, поэтому, в свою очередь, суще-
ствуют соответствующие гиперплоскости Hy со свойством f ≡ f(y) = f(x) на
Hy ∩B. Из свойства (F) немедленно вытекает, что

∀y′, y′′ ∈ K Hy′ = Hy′′ либо Hy′ ∩Hy′′ ∩B = ∅. (20)

Предположим теперь, что равенство (19) неверно, тогда существует точка y0 ∈
K такая, что Hx ∩ Hy0 ∩ B = ∅. В силу предположения (16) найдется точка
w0 ∈ B \ K, лежащая между гиперплоскостями Hx и Hy0 . В силу выбора w0
имеем

∀y ∈ K w0 /∈ Hy. (21)

Рассмотрим разбиение K = K0 ∪K1, где K0 = {y ∈ K | w0 лежит между Hy и
Hx}, K1 = {y ∈ K | w0 лежит между Hy и Hy0}. По построению (см. также
свойство (20)) выполнены соотношения y0 ∈ K0, x ∈ K1, K0 ∩ K1 = ∅. Из
свойств (20), (21) легко вывести, что множества K0 и K1 замкнуты относитель-
но K. Получили противоречие со связностью K. Полученное противоречие
завершает доказательство соотношения (19) и леммы 2.5. �

Доказательство теоремы 1.1.1. Ясно, что доказательство утвержде-
ния теоремы 1.1.1 достаточно провести для случая, когда в условиях теоре-
мы 1.1.1 � является открытым шаромB в Rn, а C = Cl∇v(B) есть ∗-одномерный
компакт.

Установим сначала следующий факт о координатных функциях vi отобра-
жения v = (v1, . . . , vm).
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(B) Для каждой точки x ∈ B такой, что

meas∇v−1
i (∇vi(x)) = 0, (22)

найдется гиперплоскость H = H(i, x) 3 x такая, что

compx(H ∩ �) = compx∇v−1
i (∇vi(x)).

Доказывая (B), будем считать без потери общности, что i = 1. Из леммы 2.5
непосредственно вытекает, что для проверки (B) достаточно доказать, что гра-
диентное отображение ∇v1 : B → Rn обладает свойством (A) (конечно, в роли
функции f из условия леммы 2.5 здесь выступает отображение ∇v1 : B → Rn).

Для доказательства (A) возьмем произвольно двумерную плоскость P и
зафиксируем точку x ∈ B ∩ P такую, что сужение ∇v1|P непостоянно в любой
окрестности x. Делая сдвиги и добавляя к v1 линейное отображение, можно
считать, не умаляя общности, что ∇v1(x) = 0. Символом vP1 будем обозначать
сужение функции v1 на множество B ∩ P . Функция vP1 : B ∩ P → R, таким
образом, является вещественной C1-гладкой функцией двух переменных. Рас-
смотрим оператор ортогонального проектирования пространства Rn (где лежат
значения градиентов функции v1) на соответствующее двумерное подпростран-
ствоXP ⊂ Rn, содержащее 0 и параллельное P (вXP лежат значения градиента
функции vP1 , так что ∇vP1 ≡ PrXP ∇v1). Предположим сначала, что выбранная
нами плоскость P удовлетворяет следующему добавочному условию.

(�) При указанном проектировании множества C1 = Cl∇v1(B) на плос-
кость XP прообразом точки 0 является вполне несвязное подмножество в C1.

Отсюда и из выбора точки x вытекает, что ∇vP1 непостоянно в любой (плос-
кой) окрестности точки x. Вследствие предположения о ∗-одномерности мно-
жества C множество C1 также ∗-одномерно (см. замечание 2.1), следовательно,
множество значений градиента функции vP1 не содержит внутренних точек. Из
последних двух предложений и из лемм 2.6, 2.7 статьи [10] непосредственно вы-
текает, что существует лежащий в P прямолинейный отрезок IP,x 3 x с концами
на ∂B такой, что

∇vP1 ≡ 0 на IP,x.
Тогда из предположения (�) немедленно получаем нужное тождество

∇v1 ≡ 0 на IP,x.

В общем случае рассмотрим последовательность двумерных плоскостей Pν 3 x,
удовлетворяющих условию (�) и сходящихся к P (существование такой после-
довательности гарантируется леммой 2.4, причем в нашем случае k = n, k1 = 2,
а роль точки a и множества C из формулировки леммы 2.4 играют точка 0
и множество C1 соответственно). Из выбора точки x и сходимости Pν → P
вытекает, что найдется последовательность точек xν → x таких, что xν ∈ Pν ,
∇v1(xν) = 0 и ∇v1|Pν непостоянно в любой (плоской) окрестности точки xν .
Тогда по доказанному выше ∇v1 ≡ 0 на соответствующих отрезках IPν ,xν . В ка-
честве IP,x теперь можно взять предельный отрезок последовательности IPν ,xν .
Свойство (A) для отображения ∇v1 : B → Rn, а вместе с ним и свойство (B)
полностью доказаны.

Из свойства (B) для каждого i = 1, . . . ,m легко вытекает следующее свой-
ство.

(B′) Для всякой точки x ∈ B, удовлетворяющей условию (22), существует
шар B0 с центром в x такой, что для всякой точки y ∈ B0 найдется (возможно,
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неединственная) гиперплоскость H(i, y) такая, что ∇vi = const на H(i, y) ∩ B0,
причем H(i, y) → H(i, x) при y → x.

Установим справедливость следующего факта.
(B′′) Для каждого i = 1, . . . ,m и для каждой точки x ∈ B, удовлетворяющей

условию (22), справедливо тождество ∇v = const на H(i, x) ∩ B (где H(i, x) —
гиперплоскость, существование которой утверждается в свойстве (B)).

Предположим противное. Тогда существуют точка x ∈ B со свойством (22)
и индекс j 6= i такие, что∇vj 6= const наH(i, x)∩B. Возьмем точку x0 ∈ H(i, x)∩
B такую, что meas∇v−1

j (∇vj(x0)) = 0. Тогда H(i, x) = H(i, x0) 6= H(j, x0). Из
свойства (B′), примененного к точке x0 и обеим номерам i, j, легко выводит-
ся, что найдутся шары B1, B2 с центром в x0 такие, что B1 b B2 b B, и для
всякой пары точек y, z ∈ B1 найдутся гиперплоскости H(i, y) 3 y, H(j, z) 3 z
такие, что ∇vi = const на H(i, y) ∩ B2, ∇vj = const на H(j, z) ∩ B2, причем
H(i, y)∩H(j, z)∩B2 6= ∅. Рассмотрим линейное отображение L : Rm×n → R2×n,
сопоставляющее матрице A ∈ Rm×n матрицу L(A) ∈ R2×n, состоящую из i-й и
j-й строк матрицы A. Обозначим Cij = L(C). Из сказанного выше следует, что
Cij ⊃ ∇vi(B1)×∇vj(B1), причем в силу выбора точки x0 каждый из сомножите-
лей в последнем произведении является связным множеством, состоящим более
чем из одной точки. По лемме 2.2 множество Cij не является ∗-одномерным.
Это противоречит предположению о ∗-одномерности C и замечанию 2.1. Полу-
ченное противоречие завершает доказательство свойства (B′′).

Из доказанного свойства (B′′) легко выводится справедливость следующего
свойства.

(B′′′) для каждой точки x ∈ B такой, что ∇v 6= const в любой окрестности
точки x, существует гиперплоскость H 3 x такая, что ∇v = const на H ∩B.

Из установленного свойства (B′′′), в свою очередь, вытекает, что градиент
∇v обладает свойством (A) (конечно, в роли функции f из формулировки (A)
здесь уже выступает отображение ∇v : B → Rm×n). Отсюда и из леммы 2.5
немедленно вытекает утверждение теоремы 1.1.1. �

Доказательство следствия 1.1.2 легко проводится использованием тео-
ремы 1.1.1 и того факта, что множество значений функции, прообраз которых
имеет ненулевую меру, не более чем счетно. �

Доказательство следствия 1.1.3 проводится с учетом теоремы 1.1.1
точно так же, как и доказательство теоремы 1.4 [10], подробности ввиду их
элементарности опускаем. �

Доказательство теоремы 1.2.1 разбивается на три этапа. Разумеется, без
потери общности можно предполагать далее, что �0 = �. Нам понадобится
еще одно понятие.

Предположим, что для непрерывных функций γ : R → Rm×n, u : � ⊂ Rn →
R и C1-гладкой функции v : �→ Rm справедливо тождество (3). Тогда в силу
равенства смешанных производных функция u(x) удовлетворяет уравнению

∀i, j = 1, . . . , n
∂γi(u)
∂xj

− ∂γj(u)
∂xi

= 0 в D ′(�), (23)

где γj =

 γ1j
...

γmj

, а через D ′(�) обозначено соответствующее пространство рас-

пределений Шварца (т. е. пространство обобщенных функций).
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Определение 2.6. Функция u(x) ∈ L∞loc(�) называется изэнтропическим
решением уравнения (23), если

∀k ∈ R ∀i, j = 1, . . . , n
∂γi(max(u, k))

∂xj
− ∂γj(max(u, k))

∂xi
= 0 в D ′(�).

Отметим, что впервые понятие изэнтропического решения (в несколько
иной ситуации) предложено Е. Ю. Пановым [18] (см. также определение 1.4.1
из [9]).

Теорема 2.7. Предположим, что условия теоремы 1.1.1 и следствия 1.1.3
выполнены. Тогда функция u(x) является изэнтропическим решением уравне-
ния (23).

Доказательство теоремы 2.7 можно проводить двумя путями, оба из
которых очень просты. Во-первых, этот результат почти непосредственно вы-
текает из теоремы 1.4.2 статьи [9] и определения ∗-одномерности. Во-вторых,
можно легко провести самостоятельное доказательство, опираясь на тот факт,
что функция u(x) является обобщенным решением уравнения (23), а множества
уровня функции u(x) суть гиперплоскости (последнее следует из теоремы 1.1.1
и того факта, что функция γ в силу следствия 1.1.3 непостоянна на любом
интервале). �

Нам понадобится следующий известный факт (см., например, [3]).

Лемма 2.8. Пусть f : � → Rm — локально липшицево отображение об-
ласти � ⊂ Rn. Предположим, что множество значений градиента f состоит
из двух точек, т. е. найдутся две различные матрицы A,B ∈ Rm×n такие, что
∇f(x) ∈ {A,B} для п. в. x ∈ �, причем meas∇f−1(A) 6= 0 6= meas∇f−1(B).
Тогда rank(A−B) = 1.

На втором этапе доказательства теоремы 1.2.1 требуется установить следу-
ющее утверждение.

Теорема 2.9. Предположим, что условия теорем 1.1.1 и следствия 1.1.3
выполнены. Обозначим J = u(�), a = inf J , b = sup J . Тогда функция γ
обладает следующим свойством.

(�4) Для всех s ∈ J \{b} существует σ-касательная справа γ′σ+(s), и для всех
s ∈ J \{a} существует σ-касательная слева γ′σ−(s). При этом γ′σ+(s) непрерывна
слева, а γ′σ−(s) непрерывна справа в каждой точке s ∈ J \ {a}. Далее, всюду
на (a, b), за исключением не более чем счетного множества точек Eσ ⊂ (a, b),
σ-касательные справа и слева совпадают, и, таким образом, для любого s ∈
(a, b) \ Eσ существует σ-касательная γ′σ(s).

При этом6) Eσ ⊂ Eu, и если u(x) = s ∈ J \ Eu, то гиперплоскость H(x) из
теоремы 1.1.1 ортогональна соответствующей σ-касательной γ′σ(s).

Доказательство теоремы 2.9 проводится с привлечением теорем 1.1.1
и 2.7 и леммы 2.8 точно так же, как и доказательство теоремы 2.5 из [9]. Толь-
ко в нашей ситуации роль прямых играют гиперплоскости, и рассуждения в
чем-то даже упрощаются, поскольку функция u(x) непрерывна (а в рассмат-
риваемом в [9] случае функция u(x) лишь измерима и локально ограничена) и
уже доказано ранее (в теореме 1.1.1 ), что ее множества уровня суть гиперплос-
кости. Подробности ввиду их элементарности опускаем. Отметим только, что в

6)Определение множества Eu см. в теореме 1.4.2.
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процессе доказательства устанавливается справедливость следующего свойства
(ср. одноименное свойство в [9, с. 804]).

(P±) Для любого c ∈ J\{b} на каждой компоненте связностиK пересечения
�∩H, гдеH — произвольная гиперплоскость, перпендикулярная прямой γ′σ+(c),
либо u(x) ≤ c для всех x ∈ K, либо u(x) > c для всех x ∈ K. Далее, для
любого c ∈ J \ {a} на каждой компоненте связности K пересечения � ∩H, где
H — гиперплоскость, перпендикулярная прямой γ′σ−(c), либо u(x) ≥ c для всех
x ∈ K, либо u(x) < c для всех x ∈ K. �

Замечание 2.10. Используя свойства непрерывности σ-касательных (см.
(�4)), свойство (P±) можно переформулировать в следующей эквивалентной
форме.

(P̃±) Если c ∈ (a, b)\Eσ, то на каждой компоненте связности K пересечения
�∩H, где H — произвольная гиперплоскость, перпендикулярная прямой γ′σ(c),
выполняется одна и только одна из следующих трех возможностей: либо u(x) >
c для всех x ∈ K, либо u(x) < c для всех x ∈ K, либо u(x) = c для всех x ∈ K.

Доказательство теоремы 1.2.1. Используя естественное погружение
сферы S(0, 1) ⊂ Rn в проективное пространство RPn−1 и теорему 2.9, нетрудно
построить непрерывное слева отображение l : J → S(0, 1) ⊂ Rn со следующими
свойствами:

(i) если s ∈ J \ {a}, то вектор l(s) параллелен γ′σ−(s);
(ii) если a ∈ J , то вектор l(a) параллелен γ′σ+(a);
(iii) функция l имеет предел справа в каждой точке s ∈ J \ {b}, причем

l(s) + l(s+ 0) 6= 0 для всех s ∈ J \ {b} (последнее неравенство означает, что мы
не допускаем «фиктивных» разрывов, когда l(s) и l(s + 0) порождают один и
тот же элемент проективного пространства RPn−1).

Осталось проверить, что построенная функция l(s) имеет локально огра-
ниченную вариацию и для нее справедлива формула (2). Локальная ограни-
ченность вариации функции l легко доказывается с помощью того факта (см.
теоремы 1.1.1 и 2.9), что различные множества уровня функции u(x) суть непе-
ресекающиеся гиперплоскости, перпендикулярные вектору l(u(x)). (Впрочем,
можно свести доказательство ограниченности вариации к рассмотренному в [9]
плоскому случаю, действуя так же, как описано ниже.)

Для проверки формулы (2) возьмем произвольно и зафиксируем вектор
ē ∈ S(0, 1) и отрезок [s1, s2] ⊂ J такие, что 0 /∈ Cl{l(s) · ē | s ∈ [s1, s2]}. Последнее
условие имеет простой геометрический смысл: все гиперплоскости, перпендику-
лярные какой-нибудь σ-касательной γ′σ(s) на отрезке s ∈ [s1, s2], трансверсаль-
ны вектору ē. Очевидно, что условия (i), (ii) и равенство в (2) инвариантны,
если мы функцию l заменим функцией l̃(s) = α(s)l(s), где α : J → R — про-
извольная непрерывная слева функция ограниченной вариации со свойством
0 /∈ Clα(J). Если положить α(s) = 1

l(s)·ē для s ∈ [s1, s2], то можно предпо-
лагать без потери общности, что функция l : J → Rn помимо условий (i)–(iii)
удовлетворяет также следующему условию:

(iv) l(s) · ē = 1 для всех s ∈ [s1, s2].
Сделав соответствующую ортонормированную замену координат в прост-

ранстве Rn, можем считать, также не умаляя общности, что ē = (1, 0, . . . , 0).
Тогда свойство (iv) можно переписать в виде

(iv′) l1(s) = 1 для всех s ∈ [s1, s2].
Теперь искомое равенство из (2) приобретает удобную для вычислений фор-
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му:

∀j = 1, . . . , n γj(s)|s2s1 = γ1(s)lj(s)|s2s1 −
s2−0∫
s1

γ1(s) dlj(s). (24)

В силу аддитивности интеграла равенство (24) достаточно проверить ло-
кально, поэтому мы можем считать, вновь не умаляя общности, что � совпадает
с шаром B(0, 1) в Rn, причем [s1, s2] ⊂ u(L∩�), где L — прямая, проходящая че-
рез 0 параллельно вектору ē = (1, 0, . . . , 0). Зафиксируем индекс j и рассмотрим
сужение наших функций v(x), u(x) на пересечение � ∩ Pj , где Pj — двумерная
плоскость, содержащая прямую L и параллельная j-му координатному вектору
ēj = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0). Мы попали в двумерную ситуацию (функции двух
переменных), исследованную в [9]. Теперь для доказательства равенства (24)
для выбранного значения j нужно повторить рассуждения из доказательства
теоремы 2.8 работы [9] (отметим, что в принятых там обозначениях роль наших
векторов ē, ēj и функции lj(·) играют объекты, обозначенные в [9] символами
ē⊥, ē и l(·) соответственно). Доказательство в [9] опирается на два факта: из-
энтропичность решения u(x) и свойство (P±). Одноименные факты уже были
установлены выше для нашей ситуации (см. теоремы 2.7, 2.9). Причем рас-
суждения в настоящем случае даже существенно упрощаются по сравнению с
[9], поскольку у нас функция u(x) непрерывна, а в рассматриваемом в работе
[9] случае функция u(x) лишь измерима и локально ограничена. Мы опускаем
подробности, чтобы не утомлять читателя повторением уже опубликованных
ранее доказательств. �

Лемма 2.11. Пусть γ : R → Rm×n — непрерывная функция, γ 6= const на
любом интервале. Предположим, что функция γ имеет свойство (�1) на связном
множестве J ⊂ R. Тогда γ имеет также свойство (�3) на J .

Доказательство леммы 2.11. Для случая n = 2, m = 1 это утвержде-
ние доказано в лемме 2.9 из [10]. В общем случае доказательство проводится
точно так же — прямым вычислением и использованием элементарных оценок
интеграла Лебега — Стилтьеса. Поэтому мы его опускаем. �

Доказательство теоремы 1.2.4. Пусть выполнены условия теоремы.
Тогда по лемме 2.11 функция γ(s) обладает свойствами (�1) и (�3) на J . Ис-
пользуя локальную ограниченность вариации функции l : J → Rn и форму-
лы (13), (14), можно построить односвязную область � и непрерывную функ-
цию u : �→ R со свойствами (4) и (P̃±). Применяя интегральные равенства (2),
нетрудно доказать, что такая функция u(x) будет обобщенным решением урав-
нения (23) в D ′(�). Поэтому ввиду односвязности области � найдется такая
C1-гладкая функция v : �→ Rm, что выполнено тождество (3).

Для двумерного случая указанный процесс построения функции u(x) со
свойствами (4) и (P̃±) и проверка тождества (23) проделаны при доказательстве
теоремы 1.1.4 из [9]. В общем случае этот процесс проводится по той же схеме,
только роль прямых у нас играют гиперплоскости. Ввиду отсутствия каких-то
принципиально новых или трудных моментов в оставшихся выкладках мы их
опускаем. �

Доказательство теоремы 1.3.1. Теорема 1.3.1 прямо следует из тео-
ремы 1.2.1 статьи [9], если рассматривать сужение функции v на двумерные
плоскости, параллельные 1-му и j-му координатным направлениям (отметим
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только, что в [9] рассматривается случай открытых интервалов J , но это тех-
ническое отличие несущественно). �

Для доказательства теоремы 1.3.4 нам понадобится

Лемма 2.12. Пусть v : B → R — C1-гладкая функция на шаре B ⊂ R2,
удовлетворяющая соотношениям

∂v

∂x2
= ϕ

(
∂v

∂x1

)
на B,

где ϕ = ϕ(s) — непрерывная функция из R в R. Предположим, что функция
ϕ(s) дифференцируема в точке s0 и ∂v

∂x1
(z0) = s0, где z0 ∈ B. Тогда ∇v = const

на пересечении L∩B, где L есть прямая, проходящая через точку z0 параллельно
вектору (−ϕ′(s0), 1).

Доказательство леммы 2.12. Вследствие дифференцируемости функ-
ции ϕ в точке s0 график этой функции имеет касательную в данной точке,
параллельную вектору (1, ϕ′(s0)). Эта касательная, конечно, совпадает с σ-
касательной в той же точке. Теперь утверждение леммы 2.12 следует из сфор-
мулированного выше свойства (P̃±) (для рассматриваемого сейчас двумерного
случая это свойство под тем же именем было установлено в [9], см. доказатель-
ство теоремы 2.5 из [9]). �

Доказательство теоремы 1.3.4. Пусть выполнены предположения тео-
ремы 1.3.4. Фактически нужно доказать только выполнение утверждения тео-
ремы 1.1.1 для данного случая, так как выполнение утверждения теоремы 1.2.1
доказывается на основе теоремы 1.1.1.

Поскольку по условию теоремы 1.3.4 множества уровня градиентного отоб-
ражения∇v совпадают с множествами уровня функции ∂v1

∂x1
, мы можем считать,

не умаляя общности, что m = 1, т. е. v — вещественнозначная функция.
Ясно, что доказательство утверждения теоремы 1.1.1 достаточно провести

для случая, когда в условиях теоремы 1.1.1 � является открытым шаром B
в Rn. С учетом леммы 2.5 осталось доказать, что градиентное отображение
∇v : B → Rn обладает свойством (A) (конечно, в роли функции f из условия
леммы 2.5 здесь выступает отображение ∇v : B → Rn).

С учетом непрерывности ∇v для проверки (A) достаточно доказать следу-
ющий факт.

(D) Существует нигде не плотное множество E ⊂ R такое, что для любо-
го s0 ∈ J \ E и для любой точки z0 ∈ B такой, что ∂v

∂x1
(z0) = s0, найдется

гиперплоскость H 3 z0 такая, что ∇v = const на H ∩B.
В качестве множества E возьмем множество точек из J , в которых хотя

бы одна из функций γj не дифференцируема. Из теоремы 1.3.1 прямо сле-
дует, что определенное таким образом множество E имеет нулевую меру и,
следовательно, нигде не плотно. Зафиксируем s0 ∈ J \ E, z0 ∈ B такие, что
∂v
∂x1

(z0) = s0. Обозначим ē = (1, 0, . . . , 0). Для вектора ᾱ = (0, α2, . . . , αn) ∈
S(0, 1), перпендикулярного ē, рассмотрим двумерную плоскость Pᾱ, проходя-
щую через точку z0 параллельно векторам ē, ᾱ. Сужение функции v на эту
плоскость будет функцией двух переменных, причем элементарное вычисление
приводит нас к равенству ∂v

∂ᾱ (x) = ϕᾱ
(
∂v
∂ē (x)

)
для всех x ∈ B ∩ Pᾱ, где ∂v

∂ᾱ ,
∂v
∂ē — частные производные по соответствующим направлениям (в частности,
∂v
∂ē = ∂v

∂x1
) и ϕᾱ : R → R — непрерывная функция, определяемая равенствами
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ϕᾱ(s) =
n∑

j=2
αjγj(s). Согласно сделанным предположениям функция ϕᾱ диф-

ференцируема в точке s0, ϕ′ᾱ(s0) =
n∑

j=2
αjγ′j(s). По лемме 2.12 ∂v

∂ē = const на

пересечении Lᾱ ∩B, где Lᾱ — прямая, проходящая через точку z0 параллельно
вектору −ϕ′ᾱ(s0)ē+ ᾱ = −(γ′(s0) · ᾱ)ē+ α. Очевидно, что совокупность всех Lᾱ
образует некоторую гиперплоскостьH, когда α пробегает множество всех векто-
ров из S(0, 1), перпендикулярных ē. По построению z0 ∈ H и ∂v

∂ē = ∂v
∂x1

= const
на H ∩ B. Следовательно, ∇v = const на H ∩ B. Свойство (D) доказано.
Учитывая сделанные вначале замечания, заключаем, что теорема 1.3.4 также
доказана. �

Доказательство теоремы 1.5.1. Нам понадобится следующий извест-
ный результат А. Я. Дубовицкого.

Теорема A [19] (см. также [20]). Пусть v : � → Rm есть Ck-гладкое
отображение области � ⊂ Rn. Положим s = n−m− k + 1. Обозначим через Y
множество точек из Rm таких, что H s(v−1(y) ∩ Zv) > 0. Тогда measY = 0.

Пусть теперь выполнены предположения теоремы 1.5.1, тогда v : � → Rm

есть C1-гладкое отображение области � ⊂ Rn, причем выполнены утверждения
теоремы 1.1.1 и следствия 1.1.2 о множествах уровня градиентного отображения
(см. также окончание формулировки теоремы 1.3.4). Рассмотрим нульмерное
множество Y ⊂ Rm, о котором говорится в теореме A (в нашем случае k = 1,
s = n−m). Для окончания доказательства достаточно показать, что

v(Zv) ⊂ Y. (25)

В самом деле, пусть x0 ∈ Zv. Обозначим A = ∇v(x0). Тогда по определению
rankA = r < m и найдется (n − r)-мерное линейное подпространство R ⊂ Rn

такое, что Ax ≡ 0 для всех x ∈ R.
Рассмотрим гиперплоскость H 3 x0, существование которой утверждается

в следствии 1.1.2. По указанному утверждению ∇v ≡ A на H ∩ B0, где B0 —
некоторый шар с центром в x0. Следовательно, v(x) = v(x0) для всех x ∈
({x0}+R)∩H ∩B0. Размерность аффинного подпространства ({x0}+R)∩H не
меньше, чем n−r−1. Но в силу сделанных предположений n−r−1 ≥ n−m = s,
поэтому H s(({x0} + R) ∩ H ∩ B0) > 0. Значит, v(x0) ∈ Y . Включение (25), а
вместе с ним и теорема 1.5.1 полностью доказаны. �

Тем самым все теоремы, сформулированные в первой части статьи, полно-
стью доказаны.

Автор благодарен профессору И. Х. Сабитову, который обратил его внима-
ние на связь обсуждаемой тематики с геометрическими результатами А. В. По-
горелова.
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