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Аннотация. Определены возможные композиционные факторы конечных групп,
у которых индекс нормализатора силовской 3-подгруппы взаимно прост с простым
числом s > 3.
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Введение

Рассматриваются только конечные группы. В [1] А. С. Кондратьев и В. Го
описали композиционные факторы конечных групп, у которых нормализаторы
силовских 3-подгрупп содержат силовскую 2-подгруппу, и дали обстоятельный
обзор результатов об индексах нормализаторов силовских подгрупп.

Их результат следующий.

Теорема А [1, теорема 1]. Если индекс нормализатора силовской 3-под-
группы в конечной группе взаимно прост с числом 2, то неабелевы компози-
ционные факторы группы G изоморфны одной из следующих групп: L2(q)
для q ≡ ±1 (mod 12); Ln(q) для n ∈ {3, 4, 5} и q ≡ −1 (mod 12); Un(q) для
n ∈ {3, 4, 5} и q ≡ 1 (mod 12); PSp4(q) для q ≡ ±1 (mod 12); Sz(q); M11.

В данной работе доказана

Теорема 1. Пусть G — конечная группа, s > 3 — простой делитель поряд-
ка группы G. Если (|G : NG(G3)|, s) = 1, то любой неабелев композиционный
фактор L группы G такой, что s ∈ π(L), должен быть изоморфен одной из
следующих групп:

1) L2(q), q ≡ ±1 (mod 3), e(q, 3) = 2, e(q, s) = 3, (q2 − 1)3 = 3 или e(q, s) =
e(q, 3);

2) Ln(q), n = 3, 4, 5, q ≡ −1 (mod 3), e(q, 3) = 2, e(q, s) = 3, (q2−1)3 = 3 или
e(q, s) = e(q, 3);

3) Un(q), n = 3, 4, 5, q ≡ ±1 (mod 3), e(q, 3) = 1, e(q, s) = 6, (q2−1)3 = 3 или
e(q, s) = e(q, 3) и при s = 5, n < 5;

4) PSp4(q), q ≡ ±1 (mod 3), e(q, s) = e(q, 3);
5) 2F4(q), q ≡ ±1 (mod 3), {3, s} ⊆ π(q2 − 1);
6) q = 3f , L — простая группа лиева типа, s делит |H|, где H — подгруппа

Картана группы L, q ≡ 1 (mod s), s не делит |W (L)|;
7) J1, O′N в обеих группах s = 5.
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1. Некоторые обозначения

Обозначения и терминология стандартны, как в [2–4].
Некоторые обозначения приводятся для удобства чтения: π — некоторое

подмножество множества всех простых чисел; π′ — дополнение к π в множестве
всех простых чисел; (m,n) — наибольший общий делитель чисел m и n; π(n) —
множество всех различных простых делителей целого числа n; nπ — π-часть на-
турального числа n, т. е. наибольший делитель m числа n такой, что π(m) ⊆ π;
π(X) = π(|X|), |X| — число различных элементов конечного множества X;
|X : H| — индекс подгруппы H в группе X; Gp — силовская p-подгруппа груп-
пы G порядка |G|p; Chev(q) (Chev(r)) — конечная группа лиева типа с полем
определения GF (q) характеристики r; Chev =

⋃
r

Chev(r); Ĝ — универсальная

накрывающая для G ∈ Chev с Z(G) = 1; G′ = [G,G]; �i(x) — циклотомический
многочлен для i-х корней из 1; секция группы — фактор-группа ее некоторой
подгруппы; K-свободная группа — группа, которая не имеет секций, изоморф-
ных группе K; W (G) — группа Вейля группы G ∈ Chev; Sp-подгруппа — силов-
ская p-подгруппа, p — простое число; m-делитель — простой делитель порядка
группы G ∈ Chev, который не делит порядка ни одной собственной параболиче-
ской подгруппы из G; e(q, t) = ordt(q) — наименьшее натуральное число e такое,
что qe ≡ 1 (mod t), где t — нечетное простое число, q — целое число и (q, t) = 1
(т. е. t — примитивный простой делитель числа qe − 1); e(q, 2) = 1, если q —
нечетное число и q ≡ 1 (mod 4); e(q, 2) = 2, если q — нечетное число и q ≡ 3
(mod 4).

2. Предварительные результаты

В этом разделе всюду ниже G — конечная группа из множества Chev(q),
q = rf , r 6= 3, s — простой делитель числа |G|, r 6= s > 3, P и S — ее силовские
3- и s-подгруппы соответственно.

Если G — универсальная группа, то известно [3, c. 110; 4, c. 237], что

|G| = qN ·
∏
i

�i(q)ni (1)

для подходящих натуральных чисел N , i, ni.
Пусть p — простое число, p > 2, (p, q) = 1, p ∈ π(G), m0 = e(q, p). В этих

обозначениях имеет место следующая

Лемма 1 [3, (10-1), (10-2); 4, теоремы 4.10.2, 4.10.3]. Пусть P ∗ — нетриви-
альная силовская p-подгруппа из G. Если G = 3D4(q), то пусть p 6= 3. Пусть
ω — множество индексов i вида i = m0 · pa, a > 0 в (1). Тогда

1) P ∗ имеет нетривиальную нормальную гомоциклическую абелеву под-
группу P ∗

H ранга nm0 (кратность �m0(q) в (1)) и экспоненты |�m0(q)|p; P ∗ =
P ∗
HhP ∗

W , где P ∗
W — (возможно, тривиальная) подгруппа порядка pb, b =

∑
pm0|i

ni,

изоморфная подгруппе из W (G);
2) ранг P ∗ равен nm0 , исключая случаи, когда ранг P ∗ равен nm0 − 1:

(1) G = An(q), n > 3, p делит (n, q − 1), np > (q − 1)p; (2) G = 2An(q), n > 3, p
делит (n, q + 1), np ≥ (q + 1)p; (3) G = E6(q), p = 3, (q − 1)3 = 3; (4) G = 2E6(q),
p = 3, (q + 1)3 = 3.
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Лемма 2. Пусть G = G2(q). Тогда P ′ 6= 1.
Доказательство. По [3, табл. 10:2, с. 111]

|G|r′ = �2
1(q) · �2

2(q) · �3(q) · �6(q) = (q − 1)2(q + 1)2(q2 + q + 1)(q2 − q + 1). (2)

Если 3 делит q − 1, то e(q, 3) = 1 = m0. По лемме 1 nm0 = 2 (показатель
степени при �1(q) в (2)). Множество ω из леммы 1 состоит из одного числа
i = 1 · 3. Показатель степени при �3(q) есть n3 = 1. По лемме 1 P изоморфна
группе (Zm×Zm)hZ3 и имеет 3-ранг nm0 = 2, где m = (q−1)3. Поэтому P ′ 6= 1.

Аналогично доказывается утверждение леммы и в случае, когда 3 делит
q + 1 с m0 = 2, nm0 = 2, m = 2 · 3. Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть G = 3D4(q). Тогда P ′ 6= 1.
Доказательство. По [5, табл. 2] G не G2(q)-свободна. Поэтому P ′ 6= 1.

Лемма доказана.

Следующая лемма — это лемма 2.5 в [6]. Нам понадобится ее формулировка
в более общем виде. При этом доказательство из [6] дословно сохраняется.

Лемма 4 [6, лемма 2.5]. Пусть G — универсальная группа из множества
Chev(q), W = W (G), 3 делит |W |. Тогда группа G не является A2(q)-свободной
группой, где A2(q) — универсальная группа.

Лемма 5. Пусть G = A2(q) — универсальная группа. Тогда
1) если 3 делит q − 1, то P ′ 6= 1;
2) если 3 делит q + 1, то P — циклическая группа;
3) если 3 делит q− 1, то в G нет холловой нильпотентной {3, s}-подгруппы,

где s > 3;
4) если 3s делит q − 1, s > 3, то в группе G/Z(G) ∼= L3(q) нет абелевой

холловой {3, s}-подгруппы;
5) если 3s делит q + 1, s > 3, то в группе U3(q) нет абелевой холловой

{3, s}-подгруппы.
Доказательство. 1), 2). По [4, (4.10.1), c. 237]

|G|r′ = �1(q)2�2(q)�3(q) = (q − 1)2(q + 1)(q2 + q + 1). (3)

Если 3 делит q − 1, то e(q, 3) = 1 = m0, nm0 = 2, |W (G)|3 = 3. Пусть
(q − 1)3 = m. По лемме 1 P ∼= (Zm × Zm) h Z3 и 3-ранг P равен nm0 = 2.
Поэтому P ′ 6= 1.

Если 3 делит q+1, то e(q, 3) = 2 = m0, nm0 = 1. Среди индексов i при �i(q)
в (3) нет чисел вида m0 ·3a, a > 0. По лемме 1 P — группа 3-ранга 1. Случаи 1)
и 2) доказаны.

3) Предположим, что 3 делит q−1 и в G есть нильпотентная холлова {3, s}-
подгруппа H. Пусть H = H3 × Hs и s не делит |W (G)|. Так как H ′

3 6= 1 по
п. 1), согласно [7, теорема 6.9; 8] {3, s} ⊆ π(q − 1). Поэтому Hs ⊆ K, где K —
подгруппа Картана в группе G. Пусть t 6= 1 — элемент порядка s в H ∩K.

По [9, (2.9)] CG(t) = C имеет нормальную подгруппу Y = K · (D ∗ X),
где D = D1 ∗ · · · ∗ Dk, k ≥ 0, X ⊆ K ∩ Z(DX), Di — группа лиева типа с
полем определения порядка qbi , bi > 0, i = 1, k, K индуцирует на Di внутренне-
диагональные автоморфизмы, i = 1, k [4, теорема 4.2.2]. Так как 3s делит
(q− 1)|(qbi − 1), то Di/Z(Di) ∼= PSL2(qbi) [4, теорема 6.5.3]. Если 3-элемент 1 6=
y ∈ K не лежит вDi, то он индуцирует, как отмечено выше, наDi диагональный
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автоморфизм порядка (2, qbi − 1) [4, теорема 2.5.12]. Но 3 не делит (2, qbi − 1).
Поэтому K3 ⊆ DX. По [4, теорема 4.2.2] C/Y — элементарная абелева s-группа.
Тем самым C3 ⊆ Y3 ⊆ DX. Из строения DX следует, что S3-подгруппа в группе
DX абелева. Так как H ⊆ C, это противоречит п. 1). Случай 3) доказан.

4) Утверждения 4) и 5) будем доказывать вместе. Заметим, что по [10, E,
4.3(e)] среди простых делителей чисел |L3(q)| и |U3(q)| нет «плохих» в смыс-
ле [10, E, 4.1] простых чисел. Тогда из предложения (1.3В)(iii) в [11] следует,
что абелева холлова {3, s}-подгруппа лежит в максимальном торе группы L3(q)
(U3(q)).

У каждой из этих групп есть по три класса максимальных торов, из кото-
рых только торы порядков (q− 1)2/(3, q− 1) и соответственно (q+ 1)2/(3, q+ 1)
содержат силовскую s-подгруппу. Но по [4, теорема 6.5.3(b)] холловы {3, s}-
подгруппы в этих торах не холловы в группах L3(q) и U3(q) соответственно.
Этим утверждения 4) и 5) доказаны. Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть G — универсальная группа лиева типа, G ∈ {A5(q),
2A5(q), B3(q), C3(q)}, всюду q = rf , r 6= 3. Тогда G′

3 6= 1.
Доказательство. Докажем утверждение для G = 2A5(q). Остальные

случаи доказываются аналогично. Исходя из числа |G|, имеем

|G|r′ = (q − 1)3(q + 1)5(q2 + q + 1)(q2 + 1)(q2 − q + 1)2(q4 − q3 + q2 − q + 1)

= �3
1(q)�

5
2(q)�3(q)�4(q)�6(q)�10(q). (4)

По теореме Эйлера 3 делит q2 − 1. Если 3 делит q − 1, то e(q, 3) = 1 = m0.
Так как �3

1(q) есть в правой части (4), 3-ранг G по лемме 1 равен nm0 = 3.
Среди индексов i при �i(q) в правой части (4) вид i = m0 ·3a, a > 0, есть только
один: i = 1 · 3 = 3. При этом �3(q) входит в правую часть (4) с показателем
n3 = 1. По лемме 1 G3 ∼= (Zm × Zm × Zm) h Z3, где m = (q − 1)3, так как
W (2A5(q)) ∼= Z2 o S3. Поэтому G′

3 6= 1, иначе 3-ранг G будет 4, а не 3.
Если 3 делит q + 1, то e(q, 3) = 2 = m0, nm0 = n2 = 5 (показатель, с

которым �2(q) входит в правую часть (4)). Это 3-ранг G. Среди индексов i вид
i = m0 · 3a, a > 0, при �i(q) в правой части (4) есть один: i = 2 · 3 = 6. Опять
G3 ∼= (Zk × Zk × Zk × Zk × Zk) h Z3, где k = (q + 1)3, и G′

3 6= 1, иначе 3-ранг G
был бы равен 6 6= r2 = 5. Лемма доказана.

Замечание. (1) Если 3 делит q + 1, то у универсальных групп A3(q) и
A4(q) S3-подгруппа абелева. Это доказывается аналогично заключению 2) в
лемме 5 с использованием табл. 10:1 в [3].

(2) Простые группы L5(q) и U5(q) также имеют простые неабелевы S3-
подгруппы. Это следует из того, что 3 не делит (5, q ± 1).

Лемма 7. Пусть G — универсальная группа лиева типа с полем определе-
ния GF (q), q = rf , r 6= 3. Пусть G ∈ {G2(q); 3D4(q); An(q), n > 1, 3 делит q− 1;
An(q), n > 4; 2An(q), n > 4; Bn(q), n > 2; Cn(q), n > 2; F4(q); Ei(q), i = 6, 7, 8;
Dn(q), n ≥ 4; 2Dn(q), n ≥ 4; 2E6(q)}. Тогда G′

3 6= 1.
Доказательство. Для групп G2(q), 3D4(q) это следует из лемм 3 и 2. Из

лемм 5 и 4 вытекает, что это верно для групп G = An(q), n > 1, 3 делит q − 1,
так как в этом случае G не A2(q)-свободна. Если G = An(q), n ≥ 5, то G не
A5(q)-свободна [12, табл. 3], и утверждение верно по лемме 6. Если G = 2An(q)
c n ≥ 5, то G не 2A5(q)-свободна [5, табл. 2], и утверждение верно по лемме 6.
Пусть G ∈ {Bn(q), Cn(q)} и n > 2. Тогда G не B3(q)- или не C3(q)-свободна [12,
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табл. 3] соответственно, и утверждение следует из леммы 6. Группа F4(q) не
B4(q)-свободна [5, табл. 2], и по предыдущему G′

3 6= 1. Группы E6(q) и 2E6(q)
не F4(q)-свободны [5, табл. 2], и поэтому у них S3-подгруппа неабелева. Группы
Ei(q) не Ai(q)-свободны, i = 7, 8 [5, табл. 2]. Тем самым у них S3-подгруппы
неабелевы. Группы Dn(q) и 2Dn(q), n ≥ 4, не Bn−1(q)-свободны [5, табл. 2],
поэтому у них S3-подгруппа неабелева по предыдущему. Лемма доказана.

Лемма 8. Пусть G — простая группа лиева типа с полем определения
GF (q) характеристики r 6= 3, q = rf . Пусть H — холлова {3, s}-подгруппа в
группе G, r 6= s > 3 и Gs ⊆ NG(G3). Тогда

(1) H = H3 ×Hs;
(2) если Ĝ такая группа, что Ĝ/Z(Ĝ) ∼= G, то Ĥ3×Ĥs = Ĥ, где Ĥ — холлова

{3, s}-подгруппа в Ĝ.
Доказательство. (1) По [11, теорема 1] Hs C H. Этим п. (1) доказан.
Пусть K̂ — прообраз нильпотентной холловой {3, s}-подгруппы группы Ĝ/Z

в группе Ĝ. Из [2, теоремы III.3.10, III.2.3] следует, что K̂ — нильпотентная
группа. Тогда холлова {3, s}-подгруппа Ĥ из K̂ удовлетворяет заключению (2)
леммы. Лемма доказана.

Лемма 9. Пусть G — простая спорадическая или знакопеременная группа.
Если (|G : NG(G3)|, s) = 1, где простое число s > 3 делит |G|, то s = 5, G = J1
или O′N и соответственно G3 ·G5 = G3 ×G5 или G3 hG5 и G′

3 = 1 = G′
5.

Доказательство. Утверждение следует из [6, следствие 6.13; 4, гл. V;
13, 14]. Лемма доказана.

Лемма 10 [1, лемма 1.1]. ПустьG— конечная группа, P и S — ее силовские
3- и s-подгруппы, s > 3, (|G : NG(P )|, s) = 1. Если H C G, то

(a) в фактор-группе G/H нормализатор любой S3-подгруппы имеет индекс,
взаимно простой с s;

(b) в H нормализатор любой S3-подгруппы имеет индекс, взаимно простой
с s.

В следующей лемме под группой из множества Chev(r) понимается как
группа с единичным центром, так и любая фактор-группа универсальной груп-
пы лиева типа по центральной подгруппе.

Лемма 11. Пусть G ∈ Chev(r). Пусть 3 и s — простые делители числа
|G|, s > 3, 3 6= r 6= s. Если G имеет нильпотентную холлову {3, s}-подгруппу
H = H3 ×Hs, то H ′

3 = 1 = H ′
s.

Доказательство. Абелевость Hs следует из теоремы 1 в [11]. Для групп
множества Chev(r) с минимальным значением |G| (равным r(r2 − 1) · d−1, d =
(2, r − 1)) утверждение верно (строение групп L2(r) хорошо известно [2, теоре-
ма II.8.27]).

Используя индукцию по числу |G|, покажем, что утверждение верно и для
групп множества Chev(r) большего порядка. Пусть GF (q) с q = rf есть поле
определения для G.

Пусть 1 6= x — элемент порядка s из Hs. По [4, теорема 4.2.2(а), (b), (d), (e)]
CG(x) = C содержит нормальные подгруппы Y и TY такие, что Y = D1∗· · ·∗Dm,
m ≥ 0, где Di ∈ Chev(r) с полем определения порядка qmi , mi > 0, T — абелева
r′-подгруппа, индуцирующая на Di, i = 1,m, внутренне-диагональные автомор-
физмы, а C/TY — элементарная абелева s-группа, изоморфная подгруппе из
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центра, накрывающей группы для G/Z(G). В частности, отсюда следует, что
H3 ⊆ TY в силу H ⊆ C. Если m = 0, то Y = 1 и H ′

3 = 1 ввиду H3 ⊆ T . Поэтому
впредь считаем, что m > 0.

По [13, теорема 4(2)] 3s делит q − 1 или q + 1. Из условия леммы следует,
что Di � 2G2(3fmi) ни для одного i. Кроме того, Di � 2B2(2fmi), так как 3 не
делит |2B2(2fmi)|. Поэтому 3s делит q2 − 1, q2mi − 1 и |Di| для всех i = 1,m
по [10, табл. 6]. Так как Di C C, то Di ∩H = Hi есть нильпотентная холлова
{3, s}-подгруппа в Di. Поскольку |Di| < |G| (или C = G), индукция по порядку
группы дает нам, что S3-подгруппа в Di (в G/〈x〉) абелева, i = 1,m. Тогда
из строения группы Y следует, что и Y3 — абелева группа. Если H3 * Y , то
H3 = T3 · Y3 для некоторых S3-подгрупп T3 и Y3 из T и Y соответственно.

Предположим, что 1 6= y ∈ T3−Y3. Как отмечено выше, 〈y〉Di ⊆ Inndiag(Di).
Но тогда по [4, теорема 2.5.12] Di ∈ {An(qmi), 2An(qmi) и 3 делит n+1 для неко-
торого натурального числа n} или Di ∈ {E6(qmi)/Z, 2E6(qmi)/Z, где |Z| равен
1 или 3}. Но из доказательства леммы 7 следует, что у групп E6(qmi)/Z и
2E6(qmi)/Z S3-подгруппы неабелевы. Так как A5(q) вкладывается в An(q) c
n ≥ 5 и 2A5(q) вкладывается в 2An(q) с n ≥ 5 для всех q [5, табл.2], по лем-
ме 6 и по п. (2) замечания n < 5. Поэтому n = 2. Если 3 делит |Z(Di)|, то
Di — универсальная группа. Тогда по [3, (10-4)(1)] S3-подгруппа группы 〈y〉Di

абелева. Тем самым y ∈ Di по [3, (10-3)] или [9, теорема С]. Поэтому пусть
3 не делит |Z(Di)| и Di ∈ {L3(qmi), U3(qmi)}. Но по лемме 5 (заключения 4
и 5) в этих группах нет абелевой холловой {3, s}-подгруппы указанного выше
порядка. Лемма доказана.

Из доказательства леммы 1.1 в [1] легко вытекает ее следующее обобщение.

Лемма 12. Пусть H — нормальная подгруппа конечной группы G, p —
простое число и π(G : NG(Gp)) = π. Тогда

(a) π(G : NG(Gp)) ⊆ π, где G = G/H;
(b) π(H : NH(Hp)) ⊆ π.

3. Доказательство теоремы 1

Пусть G — контрпример минимального порядка. Ввиду леммы 10 G —
простая неабелева группа. Если G ∈ Spor∪{An/n ≥ 5}, то по лемме 9 имеем
заключение 7) теоремы. Пусть далее G — простая группа лиева типа с полем
определения GF (q) характеристики r и порядка q = rf с s ∈ π(G).

Если r = 3, то по [6, теорема 3.2] имеем заключение 6) теоремы.
Пусть далее r 6= 3.
По условию и лемме 8(1) в G есть нильпотентная холлова {3, s}-подгруп-

па H. Тогда и группа Ĝ такая, что Ĝ/Z(Ĝ) ∼= G, имеет нильпотентную холлову
{3, s}-подгруппу Ĥ по лемме 8(2). По лемме 11 Ĥ ′

3 = 1 = Ĥ ′
s. Из леммы 7

следует, что Ĝ ∈ {A1(q); An(q), n = 2, 3, 4, и 3 делит q + 1; 2An(q), n = 2, 3, 4;
B2(q); 2F4(q)}. Тогда и G′

3 = H ′
3 = 1, H ′ = 1.

Так как холлова {3, s}-подгруппа в группе G является нильпотентной, по
[8; 7, следствие 6.7] простые неабелевы композиционные факторы группы G
являются Dπ-группами с π = {3, s}. По [7, теорема 6.9, c. 39, 40] получаем огра-
ничения на число q в группах из заключений 1)–5) теоремы. Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть |G : NG(G3)| = pa · sb, где p и s — различные простые
делители порядка конечной группы G, a > 0, b > 0. Тогда каждый неабелев
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композиционный фактор группы G может быть изоморфен только одной из
групп лиева типа, указанных в заключениях теорем 1 и А, либо π(G) ⊆ {3, p, s}.

Доказательство. Если NG(G3) не содержит Gt, где t — простое число и
t /∈ {3, p, s}, то |π(G)| ≤ 3. В противном случае утверждение следует из теорем
1, А и [14]. Следствие доказано.

Так как простые конечные группы G с |π(G)| = 4 известны [15], может быть
доказано аналогичное

Следствие 2. Пусть p, s, r — попарно различные простые делители по-
рядка конечной группы G и |G : NG(G3)| = pa · sb · rc, a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0.
Тогда неабелевы композиционные факторы K группы G являются простыми
группами лиева типа из заключений теорем 1, А или группами с |π(K)| ≤ 4.
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