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et modeles algebriques des brations

David Chataur

Abstract We construct functors of generalized di erential forms. In the
case of nilpotent spaces of nite type, they determine the weak homotopy
type of the spaces. Moreover they are equipped, in an elementary and
natural way, with the action of cup-i products. Working with commutative
algebras up to homotopy (viewed as algebras over a co brant resolution of
the operad of commutative algebras), we show using these functors that the
model of the ber of a simplicial map is the co ber of the algebraic model
of this map.

Resume On construit des foncteurs de formes di erentielles generalisees.
Ceux-ci, dans le cas d’espaces nilpotents de type ni, determinent le type
d’homotopie faible des espaces. Ils sont munis, d’'une maniere elementaire
et naturelle, de I'action de cup-i produits. Pour les algebres commutatives
a homotopit pres (algebres sur une resolution co brante de I'operade des
algebres commutatives), on demontre en utilisant les formes di erentielles
generalisees que le modele de la bre d’une application simpliciale est la
co bre du modele de ce morphisme.

AMS Classi cation 18D50; 55P43, 55P48, 55T99

Keywords Modeles algebriques, formes di erentielles, operades, suites
spectrales
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Formes di erentielles generalisees sur une operade

Il est bien connu que les cocha™es singulieres d’un espace topologique forment
une algebre di erentielle graduee. Celle-ci n’est pas commutative, mais commu-
tative a homotopie pres, ce defaut de commutativite se traduit par I'existence
d’operations sur la cohomologie a coe cients dans Fy: les operations de Steen-

rod.

En outre, la theorie des operades fournit un cadre agreable pour la construction

de modeles algebriques pour les espaces topologiques.
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structure algebrique permettant de coder un type d’algebres (en particulier des
types d’algebres di erentielles Z-graduees). La theorie des algebres sur une
operade semble tout adaptee a I’etude des structures algebriques a homotopie
pres. Pour les algebres commutatives (algebres sur I'operade Com) on a la
notion d’algebres commutatives a homotopie pres ou E4 -algebres [26].

Aussi, V. Hinich et V. Schechtman ont montre que I’'ont pouvait munir les
cocha™es singulieres d’un espace topologique, de maniere naturelle, d’une struc-
ture de E4 -algebre [21].

L’homotopie des E4 -algebres et leur structure de categorie modele fermee ont
ete etudiees recemment par M. Mandell [31] et V. Hinich [19], [20]. V. Hinich a
prouve que la categorie des operades est une categorie modele fermee, et qu’une
telle structure existe pour les algebres sur une operade co brante. On Xxe un
remplacement co brant E;q de I'operade des algebres commutatives; il est alors
possible d’etudier I’homotopie des Eq -algebres, c’est-a dire I’homotopie des
algebres commutatives a homotopie pres.

Pour une operade E4 particuliere C (obtenue a partir de I'operade des cha™es
singulieres de I'operade des isometries lineaires), M. Mandell a montre une
equivalence de categories entre une sous-categorie pleine de la categorie homo-
topique des C-algebres sur F, et la categorie homotopique des espaces topol-
ogiques nilpotents F_p-complets. V. Hinich a etendu ce resultat au cadre des
E -algebres [20]. En n, M. Mandell a prouve que deux espaces nilpotents de
type nis sont faiblement homotopiquement equivalents si et seulement si leurs
algebres de cocha™es singulieres sont E4 -quasi-isomorphes [32].

Resultats Le cadre dans lequel on travaille est celui des operades unitales
augmentees dans la categorie des R-modules di erentiels Z-gradues. On con-
struit des foncteurs Q© de formes di erentielles generalisees pour les algebres
sur une operade O (chapitre 3). Ces foncteurs sont I'analogue pour les O-
algebres du foncteur Ap; de Sullivan pour les algebres di erentielles graduees
commutatives. On montre que sous des hypotheses raisonnables (essentielle-
ment que I'operade choisie soit co brante) ces foncteurs permettent de calculer
la cohomologie singuliere a coe cients (theoreme 3:1):

Theoreme 1.1 Pour tout ensemble simplicial X ona Q°(X) =H (X;R).

La preuve de ce resultat repose essentiellement sur des techniques de modeles
acycliques adaptees au cadre des R-modules di erentiels Z-gradues. Tou-
jours en utilisant la theorie des modeles acycliques et la structure de categorie
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modele fermee pour les operades unitales augmentees, on montre que les fonc-
teurs formes di erentielles generalisees sont tous munis d’une structure de E4 -
algebre. Ce resultat generalise ceux de V. Hinich et V. Schechtman obtenus
pour les cocha™mes singulieres [21]. Si on travaille avec des O-algebres a coe -
cients dans IF un corps de caracteristique positive, cette structure de E4 -algebre
impligue le resultat suivant (theoreme 3.4):

Theoreme 1.2 Pour tout ensemble simplicial X [I’algebre Q°(X) est mu-
nie de l'action d’operations. Cette action induit sur  Q©(X) une structure
d’algebre instable sur I’algebre de Steenrod telle que  QP(X) = H (X;F) soit
un isomorphisme d’algebres instables.

Un des interéts des formes di erentielles generalisees est qu’elle permettent
de travailler avec n’importe quel remplacement co brant de I'operade Com.
De plus la structure de Eq -algebre n’est pas tres \lisible™ sur les cocha™es
singulieres (les resultats de V. Hinich et V. Schechtman donnent seulement son
existence, pour une description combinatoire de cette structure on pourra se
referer aux travaux de C. Berger et B. Fresse [2]); alors que celle-ci est immediate
pour le foncteur des formes di erentielles generalisees en E4 -algebres. Pour un
choix judicieux d’une operade E 4 , on peut donner des representants canoniques
pour les cup-i produits.

Ces formes di erentielles permettent de construire, de maniere elementaire, une
paire de foncteurs adjoints (en fait une paire de foncteurs adjoints de Quillen)
entre la categorie des ensembles simpliciaux et de nombreuses categories d’alg-
ebres sur une operade. En n, comme en theorie de Sullivan, le foncteur Q°©
permet de de nir un objet chemin naturel pour les O-algebres, et aussi des
espaces fonctionnels simpliciaux pour ces mémes O-algebres.

Gréce a I'introduction de formes di erentielles generalisees a coe cients locaux
et a I’extension de ces theories aux ensembles bisimpliciaux, on donne une
construction de la suite spectrale de Leray-Serre (theoreme 4.1):

Theoreme 1.3 Soit f : E —¥ B une bration entre ensembles simpliciaux
de bre F (On suppose que la cohomologie de la base ou celle de la bre est
nie). Il existe une suite spectrale qui converge vers H (E;K) telle que

Eg;S — QO;F(B; FS)

pour un certain systeme de coe cients locaux F. Quand celui-ci est simple
(par exemple si B est 1-connexe) le terme E, de cette suite spectrale s’ecrit:

Ez® = H(B; H*(F; K):
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Pour les E4 -algebres cette suite spectrale nous permet de construire un modele
algebrique de la bre d’une application simpliciale cf theoreme 4:2. Ainsi,
on obtient un resultat qui est classique en homotopie rationnelle: Le modele
algebrique de la bre correspond a la co bre du modele. Le theoreme 4:2
s’inscrit dans la lignee des travaux de K. Hess et N. Dupont [7]. |l possede
I’avantage de rester valide sur les entiers, mais aussi de donner un modele de la

bre qui determine son type d’homotopie. On espere aussi appliquer ce resultat
a I’etude des espaces de lacets et des espaces de lacets libres. On retrouve aussi
dans ce cadre algebrique les resultats de Kudo sur la transgression dans la suite
spectrale de Leray-Serre.

Remerciements Ce travail est en grande partie issu de ma these \Formes
di erentielles sur une operade et modeles algebriques pour les espaces topolog-
iques”. J’en pro te donc pour remercier Jean-Louis Loday et Lionel Schwartz
dont les conseils de redaction m’ont ete tres utiles. Je tiens aussi a exprimer
toute ma gratitude a Beno™t Fresse pour ses hombreux conseils et I'attention
bienveillante qu’il apporte a mes recherches. En n je remercie tres chaleureuse-
ment mon directeur de these Marc Aubry pour sa disponibilite, son soutien
infaillible et ses encouragements constants.

2 Homotopie des operades et des algebres sur une
operade

2.1 Operades

La structure d’operade a ete utilisee et introduite au debut des annees 1970 par
J. M. Boardman, R. M. Vogt [3] et J. P. May [34] dans un contexte topologique
a n d’etudier I’'homotopie des espaces de lacets iteres. V. Ginzburg, M. Kapra-
nov [16] et E. Getzler, J.D.S. Jones [15] ont repris cette notion dans le cadre
algebrique. On peut egalement se referer a I’expose Bourbaki de J.L. Loday
[28] ou a la premiere partie du livre de I. Kriz et J. P. May [26].

La categorie des R-modules di erentiels Z-gradues On Xxe un anneau
R, que I’on suppose commutatif et unitaire. Les operades avec lesquelles on tra-
vaille sont des operades dans la categorie mono dale symetrique des R-modules
di erentiels Z-gradues que I'on note RMgg. Par convention, la di erentielle
augmente le degre de 1.

Soit M un objet de la categorie RMgg. On note M™ avec n 2 Z le R-module
des cocha™es de degre n.
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On forme un complexe

TP N VL Ty VL R

avec les composantes et la di erentielle de notre R-module. Le R-module
gradue M est la cohomologie de ce complexe.

Le produit tensoriel de deux R-modules di erentiels Z-gradues M et N s’ecrit:

M
(M CN)" = MP [CNF:

p+q=n
La di erentielle d’un tenseur etant donnee par la formule:
d(m CR)=dm Ak (—1)™m [Cdn:

On a un operateur d’echange:

T:A [Bl-Y B LAl

a [hm (—1)y3% Cal
Si A est un R-module di erentiel gradue, alors A[m], m 2 Z, designe la m-
suspension de A, le R-module di erentiel gradue tel que Ajm] =A™+ |

-modules Un  -module ou suite symetrique est la donnee d’un ensemble
M (n)gnon d’objets de RMgg. Pour tout entier n, le R-module My est muni
d’une action a droite du groupe symetrique . Onrearque que les  -modules
forment une categorie monoidale symetrigue.

Operades Une operade O dans la categorie RMgg est la donnee d’'un -
module fO(N)gn2n, d’'un morphisme : R —% O(1) appele morphisme unite
et de produits de composition

y - O(k) L) L1 [OLk) - OQ)

. P . . .
de nispour 1 ket Js = j. Ces produits de composition sont, dans un
certain sens, associatifs, unitaires et equivariants (cf [26], Part 1, section 1).

Operades unitaires augmentees On travaille avec des operades unitaires
augmentees. On note Opy, la categorie formee par de telles operades.

Un objet de Opya est une operade O avec un morphisme d’augmentation
:O0—1 Com:

On rappelle que I'operade Com est I'operade des algebres di erentielles graduees
commutatives. Elle est donnee par la formule Com(i) = R.
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On demande aussi que induise un isomorphisme sur les composantes de degres
O0etl:
O(0) =Com(0) =R

O(1) =Com(l) =R:
Un morphisme de Opya est un morphisme d’operades f : O —¥ Q' tel que
fo = f1 = Id.

La categorie Opua possede un objet initial qui est aussi un objet nal on note
I cette operade. Celle-ci est telle que I(0) =I(1) = R et I(i) =0 pour i > 1.
On veri e aussi que cette categorie est complete et cocomplete (on forme les
limites et les colimites dans la categorie des operades au-dessus de I'operade
Com).

Algebres sur une operade On xe O une operade unitale augmentee. Une
algebre sur O (on dit aussi O-algebre) est un R-module di erentiel Z-gradue
A muni de produits d’evaluation:

j10@() ALy A
associatifs, unitaires et equivariants (pour I'action de ).
On note O — Algqg la categorie des O-algebres.

Le foncteur oubli de O — Alggg vers RMgyg admet un adjoint a gauche, le
foncteur O-algebre libre que I’on note aussi O. Pour tout R-module di erentiel
Z-gradue M, on de nit O(M) la O-algebre libre sur M par:

M

M
OoM)=" O Ll yM™ER M O@) Lrgly M P!
p o0 p 2

Si O est une operade dans la categorie RMgg alors O est une operade dans
la categorie des R-modules Z-gradues.

De plus, si A est une O-algebre alors A est une  O-algebre.

2.2 La theorie homotopique des operades

Les operades sont un langage pour aborder I’etude d’espaces en topologie algeb-
rique. Il parait naturel de se placer dans un cadre homotopique. Celui de
Quillen ([9], [23], [36]) semble convenir tout a fait.

Homotopie des R-modules di erentiels gradues D. Quillen a demontre
que l'on pouvait munir la categorie des R-modules di erentiels N-gradues
d’une structure de categorie modele fermee [36]. Cette construction s’etend
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au cadre des R-modules di erentiels Z-gradues ([23],[39]). On a alors un struc-
ture de categorie modele pour laquelle les equivalences faibles sont les quasi-
isomorphismes et les brations sont les surjections. On remarque que tous les
objets sont brants.

Sur les R-modules di erentiels gradues co brants Pour tout A les con-
ditions suivantes sont equivalentes (cf [37]):

(@) Le complexe A est co brant.

(b) Pour tout complexe acyclique S le complexe Hom(A;S) est aussi acy-
cligue.

En consequence, on en deduit que si A est un objet co brant, alors pour tout
entier A" est un R-module projectif. Reciproguement tout complexe de R-
modules projectifs borne superieurement est co brant.

Homotopie des -modules La categorie des  -modules possede une
structure de categorie modele fermee qui provient de la structure de categorie
modele fermee des R[ n]-modules di erentiels gradues. Explicitement:

i) Unmorphisme f : M —¥ N est une equivalence faible si pour tout n 2 N
I'application f, : My —¥ Np est un quasi-isomorphisme de R[ n]-module
di erentiel gradue.

i) Un morphisme f : M —¥ N est une bration si pour tout n 2 N le
morphisme f,, est un epimorphisme.

iii) Un morphisme f : M —¥ N est une co bration si pour tout n 2 N le
morphisme f, est une co bration.

Homotopies des operades

Operades unitaires augmentees libres On note  mod? la categorie des
-modules 2-reduits. Un objet M de  mod? est un  -module tel que
MO = M]_ =0.

Soit R le  -module 2-reduit tel que R, = R pour tout entier n 2. On
introduit  mod2 la categorie des  -modules 2-reduits augmentes comme
etant la categorie des objets de  mod? au-dessus de R.

On remarque que la categorie des  -modules 2-reduits augmentes est munie
d’une structure de categorie modele fermee. Ene et, mod? est une categorie
modele fermee. De plus on rappelle que si X est un objet d’une categorie modele
fermee C, alors la categorie des objets au-dessus de X est aussi une categorie
modele fermee. Les brations sont les epimorphismes et les equivalences faibles
sont les quasi-isomorphismes.
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Soit U : Opy, — ¢ mod2 le foncteur oubli de la categorie des operades
unitaires augmentees dans la categorie des  -modules 2-reduits augmentes.
Le foncteur U admet un foncteur adjoint a gauche le foncteur operade unitaire
augmentee libre note Ty, (Appendice B de [1]).

Une operade O est dite quasi-libre s’il existe un ~ -module M tel que Tya(M )
soit isomorphe a O en tant qu’operade graduee.

V. Hinich montre que les operades forment une categorie modele fermee (cf
[19]). Il est possible d’adapter ce resultat au cadre unital augmente.

Theoreme 2.1 La categorie des operades unitaires augmentees est munie
d’une structure de categorie modele fermee pour laquelle

i) Un morphisme f : O —% P est une equivalence faible si pour tout n 2
N I'application f(n) : O(n) —¥ P(n) est un quasi-isomorphisme de R[ p]-
modules di erentiels gradues.

i) Un morphisme f : O —% P est une bration si pour tout n 2 N le
morphisme f(n) est un epimorphisme.

Proof On reprend les arguments de V. Hinich. On transporte la structure de
categorie modele fermee des  -modules 2-reduits vers les operades unitaires
augmentees via le foncteur Ty,.

Il su t de veri er que si M est un  -module 2-reduit co brant acyclique
( M(n) =0 pour n 2) alors pour toute operade unitaire augmentee O le
morphisme canonique

O -2 O0qTua(M)

est un quasi-isomorphisme.

Ce point se demontre facilement par extension d’une homotopie contractante de
M a I'operade Ty a(M). Les formules d’extension de V. Hinich restent valables
dans notre cadre. O

On a pour cette structure la caracterisation suivante des objets co brants:

Proposition 2.1 Une operade est co brante si et seulement si celle-ci est une
retraction d’une operade quasi-libre.

Proof La proposition repose sur le fait que la categorie Oy, est engendree de
maniere co brante. O
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Homotopie des algebres sur une operade Si on travaille sur un corps K de
caracteristique nulle, nous savons que pour toute operade O la categorie des O-
algebres est munie d’une structure de categorie modele fermee. Les equivalences
sont les quasi-isomorphismes, les epimorphismes sont les brations, on donnera
plus loin une description des co brations. On appelle cette structure la structure
modele adjointe. Cette terminologie provient de I'adjonction de Quillen entre
la categorie des O-algebres et la categorie des K-espaces vectoriels di erentiels
gradues.

Si on travaille sur un anneau R quelconque ce resultat n’est pas toujours vrai.
Par exemple, sur Fp, la categorie des Z-algebres di erentielles graduees com-
mutatives ne peut €tre munie d’une structure modele adjointe (il existe une
autre structure de categorie modele fermee pour ces algebres [39]). Par contre,
si O est une operade; la categorie des O-algebres est munie d’une structure
modele adjointe si et seulement si pour toute O-algebre A et tout n 2 Z le
morphisme canonique
A -1 AqO(Xn;dxn)

est un quasi-isomorphisme.

On retrouve I'analogue du resultat de V. Hinich [19] pour les operades unitaires
augmentees co brantes. En e et, si O est une operade co brante, alors la
categorie des O-algebres admet une structure modele adjointe. Supposons que
O et O soient deux modeles co brants de la méme operade Q; alors la categorie
des O-algebres et la categorie des O°-algebres sont equivalentes au sens de
Quillen. La preuve repose sur une Itration du coproduit pour une operade
quasi-libre (cf [20]).

Extensions libres Dans cette section on caracterise les co brations pour les
O-algebres.

Notons A g B le coproduit de deux O-algebres (pour une realisation de ce co-
produit consulter [14]). On peut generaliser la notion d’extension libre (on
parle aussi de morphisme quasi-libre) introduite dans le cadre des algebres
di erentielles graduees [12] aux O-algebres.

De nition 2.1 Une extension libre est un morphisme de O-algebres
A1 Ag OM)

tel que:

a) Ag O(M)=AqgqO(M) en tant que module gradue.

b) Le morphisme i est I'application canonique.
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S
c) Le R-module M s’ecrit sous la forme M = ilzoM(i) avec
M() M(i+1). Les R-modules gradues M (0) et M (i +1)=M (i) sont libres.
d) La di erentielle d est telle que d : M(0) —® Aetd: M(i+1) —1I
AqgqO(M(i)).

Toute application f: A —¥ B admet une factorisation:

f
A = B
@ 1
°d P
@ 1
R C1
Aqgq O(M)

avec i une extension libre et p une bration acyclique.

De plus, un morphisme est une co bration si et seulement si c’est une retraction
d’une extension libre. Ceci repose sur le fait que la categorie des O-algebres
est engendree de maniere co brante. On peut montrer que la categorie des O-
algebres est une categorie modele cellulaire [22], [23] (ce qui est aussi le cas de la
categorie des operades unitaires augmentees et de la categorie des  -modules).

2.3 Sur les O-algebres a homotopie pres

Soit O une operade unitaire et augmentee, on xe un modele co brant O de
cette operade.

De nition 2.2 On appelle O-algebre a homotopie pres un objet de la categ-
orie des O-algebres.

Nous avons vu precedemment que du point vue homotopique le choix du modele
co brant importait peu (pour deux modeles co brants de la méme operade les
categories homotopiques sont equivalentes).

Une des di cultes consiste a construire un modele co brant explicite pour une
operade O donnee.

Dans le cadre rationnel et pour les operades de Koszul ([16], [28]), il existe un
procede utilisant la construction cobar B pour obtenir un tel modele. Si O
est une operade de Koszul, si ©' est son dual de Koszul, alors B (O'[—1]) est
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une resolution quasi-libre de ©@. Toujours dans le cadre rationnel une theorie
du modele minimal a ete developpe par M. Markl [33].

Toute O-algebre est une O-algebre via le morphisme d’operades O —¥ Q.

On s’interesse plus speci quement au cas des algebres commutatives a homo-
topie pres. On choisit un modele co brant de I'operade Com que I'on note
E1. On dit que Eq est une Eq -operade co brante. On peut méme sup-
poser que I'operade E4q est quasi-libre. Dans ce cas, les modules di erentiels
gradues E4 (n) sont tous R[ n]-libres et acycliques. On peut choisir ces mod-
ules di erentiels Z-gradues tels que Eq (n)P =0 pour p > 0.

Dans le langage de P. May [26] une Eq -operade O est une operade telle
que O(l) soit une resolution R[ |]-projective de R. On remarque qu’une
E1 -operade au sens de P. May n’est pas necessairement co brante en tant
gu’operade.

Si on travaille avec une E4 -operade O et avec R un corps de caracteristique
positive, alors I’'homotopie des O-algebres est munie d’operations:

Soient O une E4 -operade et A une O-algebre, il existe pour tout s 0Oet R
de caracteristique 2 des operations:

PS: GA -1 dFsp
et pour R de caracteristique p > 2:
pPS: dA —g *2P~DA:
Ces operations veri ent les proprietes suivantes:
i) PS(X)=0sip=2ets<jxjousip=>2et2s<jxj.
i) PS(X)=xPsip=2cets=jxjousip=>2et2s=jxj.
iiil) PS(xy) = a PY{(x)PS~t(y) (formule de Cartan).
iv) (formule d’Adem) Sip 2ett>ps:
PP = X(—l)”i(pi —tt—(p—1)s—ips+ti-tp!
i
si p>2, t>ps,etsipar on note le mod-p Bockstein, alors:
Pt P°= X(—1)t+i(pi —tt—(p—1)s—i) PS*I7p!
i
— X(—1)t+i(pi —t—1Lt—(p—1s—i)pPstti1 pi
i
(i;j) = ('IT—JJ,)' sii Oetj Oet(i;j)=0siiouj sontnegatifs.
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Exemple de E; -operade: la resolution bar des groupes symetriques
Soit Rg le  -module tel que Rg(n) est le complexe normalise de la resolution
bar du groupe symetrigue . Ce  -module est une operade. L’operade
Rp est evidemment une Eq -operade au sens de P. May, mais elle n’est pas
co brante (I'operade Com est retracte de cette operade). Les cogebres sur
cette operade ont ete etudiees par J. Smith [40]. V.A. Smirnov a lui ausi etudie
les cogebres sur une Eq -operade et leurs liens avec ’lhomotopie des espaces
topologiques [41], [42].

3 Formes di erentielles generalisees

Dans ce chapitre on construit des foncteurs de formes di erentielles generalisees.
Ce sont des foncteurs de la categorie des ensembles simpliciaux vers une categ-
orie de O-algebres.

Gréce a la theorie de modeles acycliques que nous developpons dans le premier
paragraphe on etablit une equivalence d’homotopie entre ces foncteurs et le
foncteur des cocha™es singulieres normalisees (c’est le resultat principal du
second paragraphe).

Dans le troisieme paragraphe, on etudie la structure multiplicative de ces fonc-
teurs et on montre qu’ils sont tous a valeurs dans les E4 -algebres.

En n dans le dernier paragraphe, on construit une paire de foncteurs adjoints
de Quillen entre les ensembles simpliciaux et les O-algebres, via un foncteur
de formes di erentielles generalisees et un foncteur de realisation simpliciale.
On donne aussi quelques applications a I’hnomotopie des O-algebres (espace de
chemins et homotopie simpliciale).

3.1 La theorie des modeles acycliques

On etend la theorie des modeles acycliques [11], [30], [38] au cadre Z-gradue.

Soit F : S° —X C un foncteur contravariant des ensembles simpliciaux a
valeurs dans une categorie C. On associe a F le foncteur contravariant F° :
SO —1 C tel que: v
F'io) = F( [nD

X2Xn
ou [n] est le simplexe standard de dimension n. Le produit est pris sur
tous les N 0 et les x 2 X,. On notera fmy;xg 2 F'(X) I'element dont
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la composante indexee par x 2 X, est I'element my 2 F'( [n]). Soit f :
X =¥ Y un morphisme entre ensembles simpliciaux. Le morphisme associe
FU(F) : F'%(Y) =¥ F!(X) est donne par
Fo(f)fmy;yg = fmf(x);xgyzf(x):
Une transformation naturelle T : F —¥ G induit T': F!' —¥ G! donnee par la
formule:
T'OX)Ffmy; xg = FT( [n])my; X)g:
On de nit aussi une transformation naturelle :F —¥ F? en posant
(X)u = fF (X)u; xg
pour u 2 F(X). Dans cette formule, on utilise le fait que la donnee de x 2 X

est equivalente a un morphisme x : [n] —% X. On veri e facilement la
formule T = T.

De nition 3.1 a) On dit que F : S® —1 RMygq est corepresentable s’il
existe une transformation naturelle ¥ : F! —X1 F telle que W est inverse a
gauche de

b) Un foncteur F : S® —1 RMygg est augmente s’il existe une transfor-
mation naturelle : F —¥ R. On suppose que pour tout n le morphisme
F( [n]) =¥ R est une bration.

c) On dit que F est acyclique sur les modeles, si pour tout n 2 N, I'augment-
ation :F( [n]) —¥ R est une equivalence faible.

d) Le foncteur F est co brant, si pour tout n 2 N, F( [n]) est co brant.
Proposition 3.1 Supposons que F : S°® —X C est un foncteur corepresent-

able, augmente, acyclique sur les modeles et que le foncteur G : S —¥ C est
augmente, co brant.

Alors, il existe une transformation naturelle f: G —¥ F telle que f =

De plus, deux transformations naturelles f;g: G —¥ F tellesque f= = g,
sont homotopes. Plus precisement, il existe une homotopie a gauche (naturelle)
h:G—-Y F entrefetg.

Preuve i) Considerons le diagramme suivant:

F(C [nD)

£l
G( [n) ——=R
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I'application verticale est une bration acyclique (par hypothese), et G( [n])
est co brant. Sous ces hypotheses, il existe un relevement fY. On obtient ainsi
une transformation naturelle ' : F* —¥ G!. On pose f = Wf’ | cest la
transformation naturelle demandee.

ii) Comme le relevement est unique a une homotopie a gauche pres, on en
deduit une famille d’homotopie a gauche HY de f a g,.

Comme il existe dans RMgg un objet cylindre naturel qui commute avec les
produits, ceci permet de construire une homotopie H’ : IF? —1 G! de f a g.
Gréce a la naturalite de ce m&me objet chemin on a une homotopie a gauche
H:IF-T G. O

Corollaire 3.1 Si F et G sont tous deux corepresentables, augmentes, co -
brants et acycliques sur les modeles, alors F et G sont naturellement homo-
topiquement equivalents.

Toute transformation naturelle entre deux foncteurs corepresentables, augmen-
tes, co brants et acycliques sur les modeles qui commute aux augmentations
induit une equivalence d’homotopie.

On note C : S® —1 RMyq le foncteur des cocha™mes singulieres normalisees.
Le foncteur C est corepresentable, augmente, co brant et acyclique sur les
modeles. On en deduit le resultat suivant:

Proposition 3.2 Soit F : S%® —1 RMygq un foncteur contravariant qui est
corepresentable, augmente, co brant et acyclique sur les modeles, et C : S°P —1¥
RMqg le foncteur des cocha™es singulieres normalisees.

Alors, les foncteurs F et C sont naturellement equivalents. Donc, pour tout
ensemble simplicial X on a un isomorphisme naturel:

F(X)= CX)=H (X;R):

3.2 Le foncteur des formes di erentielles generalisees pour les
algebres sur une operade

Nous construisons dans ce qui suit un foncteur de formes di erentielles general-
isees pour les algebres sur une operade O. On prouve que ce foncteur qui est
note Q° veri e les hypotheses de la proposition ci-dessus. Pour étre plus precis,
on xe O une operade unitaire augmentee avec les proprietes suivantes:

a) Le morphisme d’augmentation :O —1¥ Com est une bration.
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b) Le R-module di erentiel O(n) est concentre en degres negatifs.
c) L’operade O est co brante.

L’hypothese a) permet de de nir une suite d’applications s, : R —% O(n)
telles que sn, = Idr. Les fshgn2n Ne donnent en aucun cas un morphisme
d’operades, sinon I'operade Com serait une retraction de O et donc co brante.

Posons 1, = sp(1). Comme O(0) = O(1) = R (car O est unitaire augmentee),
onaly=1 =1.

Proposition 3.3 Soit A une O-algebre. Le morphisme structural
,:0(2) CAPLr A
veri e I’equation:
2(l; L ICa)l= (1 Call )= :a
pour tout 2R ettoutaZ2A.

Proof On considere le produit y, : O(2) [OI0) COI1) —% O(1). Le dia-
gramme commutatif:

0(2) COL0) For) — 2= o(1)

I

27 27
Com(2) [TAM(0) [Tam(1) Y= com(l)

montre que y(1, I [CI3)) = 1; = 1. Les relations de la proposition sont une
consequence de ces identites. ]
Cette proposition montre que pour toute O-algebre A le produit:
A CAI-T A
(a )= ,(1, Calrh)
possede une unite. Cette propriete d’unitalite n’est pas veri ee pour une Eq -

operade quelconque.

Algebraic & Geometric Topology, Volume 2 (2002)



66 David Chataur

De nition 3.2 On a une O-algebre simpliciale Q° . dont la composante de
dimension simpliciale n est la O-algebre

_ O(Xp; it Xn; OXp; 2ot dXp)

In
engendree par les elements Xp;::: ;Xn de degre 0 et d¥g;::: ;dXp Ic_i,e degre 1
et quotientee par I'ideal I, engendre par les relations x; = 1p, dxj = 0.
Les operateurs de face sont donnes par les formules:

jXj)=0et j(dx;)=0;
jXi) =xj et j(dxj) =dxjsii<j;
j(Xi) = Xi—1 et j(dxj) = dxj—q si i>];
les operateurs de degenerescence par les formules:
i(Xj) =Xj +Xj+1 et j(dxj) = dxj + dXj+1;
jXi) = xi et j(dx;) =dx; sii<j;
j(Xi) = Xj+1 et j(dXj) = dXj+1 SI 1> ].
On de nit le foncteur des formes di erentielles generalisees:
Q° :S% —¥ O — Algyg
par la formule:

Q°(X) = Homs(X; Q° )

On remarque que Q°( [n]) = Homs( [n];Q° ) = Q°,. On va montrer que
le foncteur des formes di erentielles generalisees est corepresentable, co brant
et acyclique sur les modeles.

Si on applique la theorie des modeles acycliques, on deduit que ce foncteur est
homotopiquement equivalent au foncteur des cocha™es singulieres.

Lemme 3.1 Si I'operade O est co brante et si chaque R-module di erentiel
Z-gradue O(l) est concentre en degres negatifs, alors Q©, est co brant et
acycligue relativement a I’'augmentation.

Preuve Montrons d’abord que Q©, est acyclique; a cette n on remarque que
I’on a I'isomorphisme de O-algebres:

O(Xo;: i 1 Xn; dXg; i dXn)

=0O(Xg;: 11 Xn; dXg; 10 dXR)
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Or O(Xy;:::;Xn; dxq;::: ;dxy) est acyclique. En e et, pour une operade co -
brante une algebre libre sur un R-module di erentiel gradue acyclique est acy-
cligue.

Il reste a montrer que Q°, est co brant en tant que R-module di erentiel
Z-gradue.

On rappelle gu’un R-module di erentiel Z-gradue projectif n’est pas necessaire-
ment co brant [37]. Mais c’est le cas s’il est borne superieurement.

En utilisant I'isomorphisme precedent Q°,, on a:

M
Q% = o) rgyM ™
()
On pose Q% () = O(l) Lrd; M "= Montrons que ce R-module di erentiel
Z-gradue est co brant, on en deduit alors que Q©,, est aussi co brant.

Comme O est co brante il existe une operade quasi-libre O" telle que O est une
retraction de O". Donc pour tout I, O(l) est un retract de O"(l). Et O"(I) est
un R[ ]-module libre, car O™ est une operade libre et co brante. On peut sup-
poser que cette operade est aussi bornee superieurement. Alors Q°, (1) est un
retract de O"(l) Cred,;M "'L’0objet M est un R-module di erentiel Z-gradue
libre concentre en degres 0 et 1. On en deduit facilement que O"(l) [rel M -
est co brant (car celui-ci est R-libre en tout degre et borne superieurement).

Le resultat est une consequence immediate du fait que les objets co brants sont
stables par retraction. ]

A n de montrer que le foncteur des formes di erentielles generalisees est corep-
resentable, il su t de prouver que 'algebre simpliciale Q° est contractile en
tant gu’ensemble simplicial. En e et d’apres M. Majewski [30], si A : S —1¥
RMgg est un foncteur de la categorie des ensembles simpliciaux a valeurs dans
RMygg tel que A(X) = Homs(X;M ), alors A est corepresentable si M est
contractile.

Lemme 3.2 Pour tout s 1, les groupes d’homotopie s—1(Q° ) sont trivi-
aux.

Preuve On etend a I’algebre simpliciale Q° la preuve donnee par M. Karoubi
dans le cadre des formes di erentielles non commutatives ([24],[25]). On com-
mence par montrer que o(QC ) est trivial. Soit 1 2 Q%. On identi e Q°
avec R, on suppose que ! est un scalaire. On identi e aussi Q°; avec O(x; dx).
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L’application ¢ correspond a I’evaluation en x =0, dx =0 et ; a I’evaluation
Xx=1etdx =0. Lelement =1(1—x)verie o =1, ; =1, Doule
resultat. On suppose s 2. Montrer que —1(Q° ) est trivial est equivalent
a prouver que, pour toute forme ! 2 Q©_; satisfaisant ;! = 0 pour tout

i, il existe 2 Q9 telque ¢ = 1et ; =0sii>0 Commeona
1—t,—:::—ts =0 et dty +::: + dts = 0 dans Q°_; on remplace t; par
1—t,—:::—tg et dty par —dt, —::: — dts. Puis on pose

= (ty; i tg;dty; oo dtg)
avec 12 O(ty;::: ts;dty;:::;dts). En nonde nit 2 Q°:
1(to; ta; 1ot tsrdto; it s dts) = yo(la LRI (tp; 1 ts;dtp; 00 5 dts))
On veri e que les restrictions aux faces sont nulles pour i > 0 et que la re-

striction a la 0-face est de la forme (1, LI [ EIqty;::: ;ts;dty;::: ;dts)). De
maniere analogue on construit pour chaque i des formes ; telles que:

j( i) =0 pour j &0,
o( j) = 2(l2 CHICIQL; 0t dty; 20 dts)).

Et la forme est donnee par la formule suivante:

>
= ito;ty; 0 ts; dtg;: 0 dts):
11i s
Cette forme veri e:
j()=0 pour j &0,
x
o( )= Yo(1o LTy, 0t dty; o dts))
1is

X
o( )= 2(1a L1 tj CXQty;:i0ts;dty; i dts))
1is
0= 2(lz CIgl CXqty; o0 s ts; dty; 2o 5 dts)):
Comme (1, [Ig [w) = w (d’apres la proposition 3:3) on a:
o( )= 1(ty;::: ;ts;dty; 0 dts): D
Theoreme 3.1 Soit O une operade co brante, unitaire, augmentee (l’'aug-

mentation est surjective), telle que chague R-module di erentiel gradue O(l)
est borne superieurement.

Alors I'algebre Q©(X) est homotopiquement equivalente a C X (comme R-
module di erentiel Z-gradue). Cette equivalence d’homotopie est naturelle en
X.
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Preuve C’est une consequence immediate des lemmes precedents et de la
theorie des modeles acycliques. O

Remarques On peut en fait montrer que si O est une operade unitaire, aug-
mentee (I’augmentation est toujours supposee surjective), telle que chaque R-
module di erentiel gradue O(l) est borne superieurement et R[ ]-projectif,
alors le theoreme precedent est encore valable. En particulier cette construction
s'applique a I'operade Rg. Cette construction s’applique aussi a As I'operade
des algebres associatives. M. Karoubi a aussi de ni un foncteur a valeurs dans
les algebres associatives (cf [24], [25]). Mais ce foncteur di ere de notre fonc-
teur Q. En n i on travaille avec R un corps de caracteristique nulle on peut
toujours de nir un foncteur de formes di erentielles generalisees pour O une
operade unitaire, augmentee et bornee superieurement.

3.3 Theories de cochaMmes et structures E4

On fait d’abord quelques rappels sur les notions de theories de cocha™es [43],
[27] et de theories cohomologiques [5]. On montre que tout foncteur de formes
di erentielles generalisees est une theorie de cochames. On explore la struc-
ture de E4 -algebre des theories cohomologiques et des foncteurs de formes
di erentielles generalisees; on en deduit deux approches pour construire des
cup-i produits sur ces objets. Pour nir on montre que le foncteur des formes
di erentielles generalisees pour les E4 -algebres est en un certain sens, universel.

On donne une version Z-graduee des notions de theories de cocha™mes et de
theories cohomologiques.

De nition 3.3 Soit F : S°® —1 O—Algqq un foncteur. On dit que ce foncteur
est une theorie de cocha™Mmes s’il satisfait aux proprietes suivantes:

i) Pour tout ensemble simplicial X ona F(X)=H (X;R).

i) Pour toute inclusion simpliciale i : K —¥ X, le morphisme induit

F(@): F(X) =T F(K) est un epimorphisme.

Proposition 3.4 Le foncteur des formes di erentielles generalisees Q© de nit
une theorie de cocha™es.

Preuve La condition i) a ete veri ee dans le paragraphe precedent (theoreme
3.1). Veri ons que Q° transforme les inclusions simpliciales en epimorphismes.

Algebraic & Geometric Topology, Volume 2 (2002)



70 David Chataur

C’est une consequence immediate du fait que Q° est un ensemble simplicial
contractile. En e et, on considere le diagramme d’ensembles simpliciaux suiv-
ants:

K
@
i| O
@
s fO @
X —— =q°

Comme i est une inclusion simpliciale (une co bration dans la categorie des
ensembles simpliciaux), et que Q° est contractile et brant (comme ensemble
simplicial), on peut toujours etendre une application simpliciale f : K —¥ Q©

en un morphisme f: X —1 Q© | |

Les axiomes dus a Cartan [5] et a Swan [44] permettent de construire une vaste
classe de theories de cocha™es. Nous donnons ici une version Z-graduee de ces
axiomes.

De nition 3.4 Soit M un R-module di erentiel Z-gradue simplicial et aug-
mente. On considere le foncteur
M :S% —1 RMyq

tel que:
Mx = Homs(X; M ):

On dit que le foncteur M veri e les axiomes de Cartan-Swan s’il satisfait les
deux conditions suivantes:

i) Le R-module M est acyclique relativement a I'augmentation. Et le noyau
de la di erentielle d : M? —¥ M1 a le type d’homotopie d’un K(R;0).

i) Le R-module simplicial M est un ensemble simplicial contractile.

Le theoreme suivant est d@ a Cartan [5] dans le cas N-gradue; on le generalise
au cas Z-gradue:

Theoreme 3.2 Si le foncteur M associe au R-module simplicial di erentiel
Z-gradue M satisfait les axiomes de Cartan-Swan, alors il de nit une theorie
de cocha™es.
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Preuve Cette generalisation ne pose pas de di cultes. Rappelons juste les
arguments de Cartan.

Soit Z"M e noyau de la di erentielle
d:M" -1 Mt

Comme le R-module M est acyclique relativement a I’'augmentation, on a les
suites exactes courtes:

0—1Z"M —1 M" -1 z"*1M —1 0
pour n 0.

En tant que suites exactes courtes de groupes abeliens simpliciaux, le morphisme
d est une bration de Kan de bre Z"M . De plus comme M" est un ensemble
simplicial contractile et que Z°M a le type d’homotopie d’un K(R;0), on en
deduit que chaque Z"M a le type d’homotopie d’'un K(R;n). Ces suites
exactes s’identi ent aux brations:

K(R;n) = PK(R;n) =¥ K(R;n +1):

Pour conclure on identi e "M (X) avec [X;Z"M ]. O

Les Z"M forment un spectre dans la categorie des ensembles simpliciaux (en
I’occurence un spectre d’Eilenberg-Mac-Lane HR).

Proposition 3.5 Le foncteur des formes di erentielles generalisees Q° veri e
les axiomes de Cartan-Swan. On a les isomorphismes suivants:

NOO(X) = H"(X;R) = [X;Z,Q° ]:

Preuve On veri e que le noyau ZoQC de la di erentielle
d:0°° —x °*
a le type d’homotopie d’'un K(R;0).

Dans la preuve du theoreme precedent ,QCx est identi e avec [X;Z,Q° ],
ou Z"QC est le noyau de

d:qQO" —m o™

De plus, on sait que le foncteur des formes di erentielles generalisees "QCx
est isomorphe a H"(X; R).

Ce qui nous permet I’identi cation de °QC(X) avec [X,ZoQ° ]. m]
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On suppose maintenant que O = E4 est un modele co brant de Com dans la
categorie des operades unitaires augmentees.

Un des interets majeurs des Eq -algebres est qu’elles apparaissent de maniere
naturelle dans I’etude de I’homotopie des espaces topologiques.

En e et, Hinich et Schechtmann [21] ont demontre que pour tout ensemble sim-
plicial X, I'algebre des cocha™es singulieres normalisees est munie de maniere
naturelle d’une structure de E4 -algebre.

En coe cients Fp, les operations de Steenrod sur C (X;Fp) = H (X;Fp)

determinees par cette structure Eq coincident avec les operations de Steenrod

classiques.

Proposition 3.6 Il existe un morphisme naturel de E4 -algebres:
QfF1(X) -1 C (X;R)

qui induit une equivalence d’homotopie dans la categorie RMgg.

Preuve On generalise la construction donnee par M. Karoubi dans le cadre
des formes di erentielles non-commutatives.

Pour ce faire on rappelle qu’une cochame singuliere 2 C"( [s];R) peut
etre consideree comme une application qui associe un element (ip;::: ;in)
de R a toute suite (ip;::: ;in) d’elements de f0;:::;sg (ce morphisme doit
aussi veri er des conditions de compatibilite avec les morphismes de faces et de
degenerescences de [s]).

Le cup produit
C"( [sR) C™( [sER)—¥ C™M( [s]iR)
est donne par la formule d’Alexander-Whitney:
C L )Go:i:ipem) = (o;ii:5in) (>ing i inem):
Si  2CO [s];R), son bord () estdonnepar: ()@i:j)= ()— ().
Nous allons de nir un morphisme de Eq -algebres:
s:QF( [sh) -2 C ( [sLR):
Comme QF1( [s]) = Eq(to;::: ;ts;dtg;::: ;dts)=ls, pour de nir silsu tde
donner I'image de ftg;::: ;tsdtp;::: ;dtsg.
On pose s(ty) = X, avec Xy 2 R[Xp;::: ;Xs]=(p,rr‘:0 Xy = 1) ce polyndme

I’evaluation de ce polyndme en (0, :::,0,1,0, ::: ,0) ou 1 est en i*™€ position.

Algebraic & Geometric Topology, Volume 2 (2002)



Formes di erentielles generalisees sur une operade 73

Onde nit X, par X (i;J) = X (i) — Xr(J), en non pose s(dt,) = X,.

Ces morphismes induisent des quasi-isomorphismes (en e et on remarque que
I'image d’un scalaire r 2 R par ¢ est I'application constante de valeur r).

Tout ce qui precede permet de de nir une transformation naturelle:
:Qf*r —¥ C (—;R):

Et, par un argument de la theorie des modeles acycliques, on en deduit que in-
duit une equivalence d’homotopie dans la categorie des R-modules di erentiels
gradues. O

On donne maintenant des resultats de comparaison entre les di erentes theories
de formes di erentielles generalisees. Pour ce faire, on remarque que si O
est une operade co brante unitaire augmentee, alors toute E; -algebre est de
maniere naturelle une O-algebre; cette structure est induite par le morphisme
d’operades f:
Ea
LN
f L1
L1
L1
1 >
O —= Com
Le morphisme T est un relevement de I'augmentation . Celui-ci existe car O
est co brante et 'augmentation : Eq —¥ Com etant une bration triviale
possede la propriete de relevement par rapport aux co brations.

Proposition 3.7 Soit O une operade (co brante unitaire augmentee), il existe
une structure naturelle de O-algebre sur C (X;R) et sur QF1(X).

De plus, on a des morphismes naturels de O-algebres:
Q°(X) -1 QF1(X)
Q°(X) =1 C (X;R):

qui induisent des equivalences d’homotopie.

Preuve La structure de O-algebre sur C (X;R) provient du morphisme
f:0-%Eq
et du fait que C (X;R) est une E4 -algebre.
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Le premier morphisme
Wy 1 QO(X) —1 QF1(X)
est obtenu via les applications:
W : QO [s]) =1 QF2( [s]):
On rappelle que:
QO( [s]) = O(to;::: ;ts;dtg;::: ;dts)=ls

et que:

QFL( [s]) = Eq (th;:::;th;dtd; o dtd)=ls:
Alors Wq est entierement determinee par les conditions suivantes Ws(ti) = t! et
Ws(dt;) = dt!. O
On donne maintenant deux manieres de construire des cup-i produits pour le
foncteur QO°.
La premiere methode applique la theorie des modeles acycliques.
Le groupe symetrique , agit sur Q°(X) "-Via I'application d’echange T.

Soit 2 , une permutation cyclique d’ordre p. On introduit les operations
suivantes:
=1-

=1+ +::+ P°L
Elles veri ent = =0. Considerons le produit o de ni par la composee
01 QO(X) L O(p) [P (X)L QO(X)

Avec s, une section de 'augmentation :O(p) —¥ R, et , I'action de O sur
QO (X).

Le morphisme o est nul en homotopie (le produit etant commutatif en ho-
motopie, d’apres un argument de la theorie des modeles acycliques). Il existe
un homomorphisme 1 de degre -1, tel que:

o = 1d+d 1

Maintenant on considere le morphisme 1 : lui aussi est nul en homotopie.
Toujours d’apres la theorie des modeles acycliques il existe un homomorphisme
2, de degre —2, tel que:
1 = 20—d 2:
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Ainsi par iteration on construit une suite d’operations veri ant les formules
suivantes:
on = 2n+1d+d 2041

on+1 = 2nd—d 2n:

Si on travaille a coe cients dans I, les operations de Steenrod sont obtenues
en composant avec la diagonale:

Q°(X) =1 Q°(x)™Lu Q°(X):
Bien sOr toutes ces constructions sont naturelles en X.
Decrivons maintenant la seconde approche:

Proposition 3.8 Pour toute operade co brante le foncteur Q° est a valeurs
dans la categorie des Eq -algebres.

Preuve On commence par montrer que Q°(X) est une algebre sur une oper-
ade acyclique que I'on note End(O).

On de nit cette operade par:
End(0)(n) = Homgpg, (Q° '750° )

pour n 2, on pose End(O)(0) = End(O)(1) = R. Cette operade est acyclique
car on a prouve que Q° est contractile comme R-module simplicial di erentiel
Z-gradue.

Dans la categorie des operades il existe un modele co brant note Eq de I'oper-
ade End(O):
Eq1 —¥ End(O) —¥ Com:

Chaque morphisme est une bration triviale donc E4 est aussi un modele co -
brant de I'operade Com.

Et le morphisme d’operades Eq —® End(O) permet de de nir une structure
de Eq -algebre sur Q°(X). O
Remarques Le R-module Q©(X) est aussi une algebre sur une seconde
operade notee T Npgg(O). Cette operade est telle que:

TNpoia(0)(n) = Hom(Q° "™ 0°)

pourn 2, et
TNpoid(0)(0) = TNpoa(O)(1) = R:
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Ce sont les transformations naturelles entre le foncteur Q° " et le foncteur

QO©. L’acyclicite de cette operade est une consequence immediate de la theorie

des modeles acycliques. Ceci generalise un resultat de A. Dold [6] obtenu pour

le foncteur des cha™es singulieres d’un ensemble simplicial. De plus, il existe

une paire de morphismes : TNpgg(O) = End(O) : , telle que est une
bration acyclique (dans la categorie des operades) et =1d.

Soit T un element de TNpgq(O)(n), le morphisme (T) 2 End(O)(n) est
donne par (T) = T( ).On rappelle que  est I'’ensemble cosimplicial forme

par les [p].
Considerons ¥ 2 End(O)(n), on lui associe la transformation naturelle T¢
de nie comme etant la composee:

Te(X) : Homs(X; °) ™ L1 Homg(X; Q° ™) 1 Homs(X: Q°):
Les operades T Npgg(O) et End(O) ne sont pas co brantes car I'operade Com
est un retract de ces deux operades.

On resume ces resultats par le theoreme suivant:
Theoreme 3.3 Pour tout ensemble simplicial X [I’algebre Q°(X) est mu-
nie de l'action d’operations. Cette action induit sur  Q©(X) une structure

d’algebre instable sur I'algebre de Steenrod telle que Q°(X) = H (X Fp)
soit un isomorphisme d’algebres instables.

La proposition suivante relie les di erents foncteurs de formes di erentielles

generalisees.

Proposition 3.9 i) Il existe un morphisme naturel de E4 -algebres:
QF1(X) =1 Q°(X)

qui induit une equivalence d’homotopie dans la categorie RMgg.

ii) Si R est un corps de caracteristique nulle, on note Ap_ le foncteur de
Sullivan ([43], [4], [13]). Alors on a un morphisme naturel de E4 -algebres:

Q5% (X) =1 Ap(X)
qui induit une equivalence d’homotopie dans la categorie RMgg.

iii) Si on note Qg le foncteur des formes di erentielles non-commutatives in-
troduit par M. Karoubi [24], [25], on a un morphisme naturel de E4 -algebres:

QF(X) =1 Qk(X)
qui induit une equivalence d’homotopie dans la categorie RMgg.

Preuve Comme pour les propositions precedentes, on peut donner des for-
mules explicites pour chacun de ces morphismes. ]
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3.4 Applications a I’lhomotopie des algebres sur une operade

On suppose que I'operade O permet de de nir un foncteur de formes di erent-
ielles generalisees. Dans ce cadre on va generaliser quelques constructions bien
connues en homotopie rationnelle. En fait on retrouve les constructions de
I’homotopie rationnelle, quand on prend R = Q et O = Com, le foncteur Q™
est le foncteur Ap de Sullivan ([43],[4]).

De nition 3.5 Pour deux O-algebres A et B on de nit un espace fonctionnel
simplicial Hom (A;B) dont les n-simplexes sont donnes par:

Hom [M(A;B) = Homo-algy, (A;O" g B).

De nition 3.6 Le foncteur
M:O—Alggg )

donne par:
M(A) = Homo-algy, (A; Q°) = Hom (A;R):

est appele foncteur de realisation simpliciale.

Proposition 3.10 Les foncteurs contravariants Q° et M sont des foncteurs
adjoints au sens de Quillen entre les categories O — Algqg et S.

Preuve On commence par montrer que Q° et M sont adjoints, c’est-a dire
que I’'on a une bijection naturelle

Wx : Homs(X;Hom (A;R)) =¥ Homo_alg,, (A; Q° (X))
Si X = [n] c’est evident (d’apres la de nition du foncteur M).

Tout ensemble simplicial peut s’ecrire sous la forme d’un coegalisateur:
f
Qs2s [S] = Qeot [t] —— X
g

On utilise la propriete suivante du foncteur Q°:

Le foncteur Q° : S —¥ O — Algqg transforme les colimites en limites. D’ou
en appliquant Q° au coegalisateur precedent on obtient I’egalisateur:

QOf
Q°(X) — Q°(Qeer [t]) —= Q°(Qs2s [s])
Qg
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Puis
Y Y
Q°X)—  Q°( [th= Q9 [sD
27 s2S
et
o) _ Y 0 = Y 0
O"X)gR = (Q°( thaR) = (Q-( [shaR)
t2T s2S
Le foncteur Homo—alg,, (A; —) transforme les produits en produits et les egal-
isateurs en egalisateurs. On a alors:
Y
HOMo-Aalgy, (A;Q°(X) gR) —=  Homo-alg,, (A Q°( [t]) g R)
t2T
Y

= Homo_aigag(A; Q°( [s]) g R)
s2S

Si on applique le foncteur Homs(—; Hom (A;B)) au coegalisateur initial, on
obtient I'egalisateur:

Homs(X;Hom (A;R)) — YHoms( [t;Hom (A;R))
t2T

Y
= Homs( [s];Hom (A;R))
s2S

Comme W est une bijection sur les seconds et troisiemes termes, c’est aussi une
bijection sur les premiers.

Pour nir, on remarque que le foncteur Q© transforme les co brations entre
ensembles simpliciaux en brations et qu’il preserve les equivalences faibles. O

Gréce a la notion de formes di erentielles generalisees, on peut de nir un objet
chemin pour la categorie des O-algebres: en e et considerons la O-algebre
QP =Q°( [1]) (avec [1] le 1-simplexe standard). Puis on de nit le foncteur:

—qQf :0—Alggg —¥ O — Alggg
Pour toute O-algebre A on a les applications suivantes:
(do;g1)
A1 AqQ @A A
On rappelle que I'on peut identi er Qf avec O(t; dt), on a des morphismes
0, 1:09 -1 Q0 =R

tels que (dt) =0 et ;(t) = i. Le morphisme p est I'application canonique.
Et les applications dg, d; sont de nies comme etant I'identite sur A et ; sur
Qp.
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Ces morphismes satisfont les proprietes suivantes:

i) dijp est I'identite, i =0;1.

ii) dj est une bration triviale, i = 0;1. Le morphsime (dg;d;) est une bra-
tion.

iii) p est une equivalence faible.

Gréce a ces observations on de nit maintenant une notion d’homotopie simpli-
ciale.

De nition 3.7 Deux morphismes f;g : A —¥ B sont simplicialement homo-
topes s’il existe une application H de Hom [M(A;B), H: A -1 B q QP telle
que doH =f et djH =g.

Proposition 3.11 L’homotopie simpliciale satisfait les proprietes suivantes:

i) Soient deux applications f;g : A —¥ B qui sont simplicialement homotopes,
alors:

f= g: A-1 B:
ii) Si A est une O-algebre co brante I’homotopie simpliciale est une relation
d’equivalence.

iii) Si A est co brante on a I'isomorphisme:
[A; BlHoo-alge, = °Hom (A;B):

4 Un modele de la suite spectrale de Leray-Serre

Un des outils fondamentaux en homotopie rationnelle est la construction du
modele algebrique de la bre a partir de celui de la bration. Construction que
I’on doit a P.P. Grivel [17] (pour les espaces 1-connexes) et a S. Halperin [18]
(pour les espaces nilpotents).

Nous generalisons I'approche de P.P. Grivel pour le foncteur Ap de Sullivan
aux formes di erentielles generalisees pour les O-algebres.

Les quatre premiers paragraphes sont consacres a la construction d’une suite
spectrale de Leray-Serre au moyen des formes di erentielles generalisees. A cet
e et, on de nit des formes di erentielles generalisees avec coe cients locaux
(paragraphe 1), puis des formes di erentielles generalisees pour les bisimplexes
(paragraphe 2).
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Les techniques bisimpliciales (Dress [8],[29]) sont utilisees pour associer un bi-
complexe a une bration (paragraphe 3). En Itrant ce bicomplexe, on retrouve
la suite spectrale de Leray-Serre (paragraphe 4.3, theoreme 4:1).

Dans le paragraphe 4:4, on construit une suite spectrale a partir du modele
co brant en E4 -algebres d’une bration. Par un theoreme de comparaison
entre cette nouvelle suite spectrale et la suite spectrale de Leray-Serre construite
precedemment, on en deduit un modele de la bre (proposition 4:9).

Le paragraphe 4.5 donne une interpretation algebrique (sur le modele) de la
transgression pour la suite spectrale de Leray-Serre.

4.1 Prefaisceaux sur les ensembles simpliciaux

Soit X un ensemble simplicial; on lui associe une categorie que I’'on note X. Les
objets de X sont les p-simplexes de X. Les morphismes de X correspondent

aux applications : [p] —¥ [q] telles que le diagramme ci-dessous commute:
[p] =[]
@@ 1
@ * o —
@ C1
R 1
X

A toute application simpliciale ¥ : X —¥ Y est associe un foncteur f : X —1
Y.

Un prefaisceau sur X a valeurs dans une categorie C est un foncteur contravari-
ant de X dans C. On note F( ;x) : F( x) —¥ F(x) I'application induite
par : [p]—T [q].

Les prefaisceaux que I'on considere sont a valeurs dans Ab (la categorie des
groupes abeliens), dans RMgg ou dans O — Algqg.

Si f: X =¥ Y estune application simpliciale et si F est un prefaisceau sur X
alors on a un prefaisceau image reciproque ¥ F = Ff.

Les prefaisceaux sur X a valeurs dans une categorie abelienne forment encore
une categorie abelienne. Une suite de prefaisceaux

O-*F-1G-TH-1Q
est exacte si pour tout p-simplexe x, de X la suite
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est exacte.

Les foncteurs formes di erentielles generalisees sont des prefaisceaux. Les co-
cha™es singulieres sont aussi un exemple de prefaisceau.

Prefaisceaux simpliciaux Un exemple important est le cas des prefaisceaux
a valeurs dans SC la categorie des objets simpliciaux de C. Soit F un
prefaisceau a valeurs dans SC.

Une section s du prefaisceau F est la donnee pour tout g-simplexe x 2 X,
d’un ensemble simplicial s(x) tel que pour toute application : [p] =¥ [q] on
a

FC)6C ()= (s()):

Un prefaisceau constant F sur X est tel que pour tout g-simplexe x 2 Xg,
F(xX) = M avec M un objet de SC; une section de F est une application
simpliciale de X dans M.

Systemes de coe cents locaux Un systeme de coe cients locaux L sur
un ensemble simplicial X est un prefaisceau sur X a valeurs dans Ab tel que
pour tout operateur de face j: [p+ 1] —¥ [p] et pour tout p-simplexe
X 2 Xp, les morphismes L( i;x) : L( iX) —¥ L(x) soient des isomorphismes.

Pour tout 0-simplexe x 2 X, on a une action de 1(X; X) sur le groupe abelien
L(x). Le systeme de coe cients est dit simple si I’action des groupes fonda-
mentaux est triviale. De plus si X est connexe et si le systeme de coe cients
est simple alors les groupes L(x) sont isomorphes.

On construit un foncteur Q9 (X; —) : FRMggy =¥ SFRMyggy de la categorie
des prefaisceaux sur X a valeurs dans RMygq vers la categorie des prefaisceaux
sur X a valeurs dans SRMgg.

On xe F un prefaisceau sur X a valeurs dans RMgg. On lui associe un
prefaisceau note Q°(X;F) sur X a valeurs dans SRMgg. Ce prefaisceau
associe a x 2 X le module di erentiel gradue simplicial Q° [CEIX).

De nition 4.1 Une section du prefaisceau sur Q°(X; F) s’appelle une forme
di erentielle generalisee sur X a valeurs dans le prefaisceau F. On note
Q°(X;F) I'ensemble de ses sections.

L’objet Q°(X;F) est naturellement bigradue. L’ensemble des elements de bi-
degre (r;s) est note Q9"(X; F$). Le degre s est donne par le degre di erentiel
de F, et le degre r par celui de Q©. On a donc bien un foncteur Q9 (X;F )
de la categorie des ensembles simpliciaux vers la categorie des R-modules
di erentiels bigradues.
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Interessons-nous au cas ou F est un prefaisceau constant. Alors F s’identi e a
un R-module di erentiel gradue M concentre en degre 0. Une forme di erent-
ielle generalisee a valeurs dans F est une application simpliciale de X dans
QC M. En particulier si M = R alors on a Q°(X;R) = Q°(X).

Proposition 4.1 Soit X un ensemble simplicial et F = M un prefaisceau
constant, avec M un R-module plat; alors on a I'isomorphisme:

QO(X;M) =H (X;M):
Preuve On utilise la theorie des modeles acycliques. Le foncteur Q°(—; M)
est corepresentable car I’ensemble simplicial Q° [CMl est contractile.

Le foncteur est acyclique car pour tout p le R-module di erentiel gradue
Q°( [pD est acyclique. O

De plus le foncteur Q°(X; —) est exact:
Proposition 4.2 Si 0 —® F —¥ G —%® H —¥ ( est une suite exacte de
prefaisceaux, alors la suite

0—X Q°(X;F) -1 QO(X;G) —¥ Q°(X;H) -1 0
est exacte, tout comme la suite

0—1 QO(X;F) =1 Q°(X;G) —1 Q°(X;H) -1 0:
Preuve On suppose que 0 —¥ F —¥ G =T H —1¥ 0 est une suite exacte de
prefaisceaux sur un ensemble simplicial X ce qui signi e que pour tout x 2 X

la suite
0—1 F(X) —1 G(X) ~1 H(X) =" 0

est exacte. La platitude de Q( ) entra™me que
0—1 Q° [Ex) 'Y¥0° rGx) '"Y%'0° rH(x) -1 0
est une suite exacte courte. Donc
0-1 Q° CEIUIHO o A1 0
est aussi une suite exacte courte.
L’exactitude de la suite
0—1 QOCX;F) —¥ Q°(X;G) —¥ Q°(X;H) —1 0:

se deduit de la propriete d’extension des formes di erentielles. O
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Soit F est un prefaisceau sur X a valeurs dans RMgg. On note d sa di erent-
ielle, Z3 le prefaisceau des cobords de degre s de F et H3(F) le prefaisceau
des classes de cohomologie de degre s de F. De la suite exacte:

0—¥ Z5 -0 F5—0 H5(F) -1 0
et de la proposition precedente on deduit le resultat suivant:

Corollaire 4.1 Ona S(Q°(X;F)) = QO(X;HS(F)) ou S(Q°(X;F)) est
la cohomologie de Q°(X; F) calculee avec la di erentielle de F.

4.2 Les formes di erentielles generalisees pour les bisimplexes

Le R-module di erentiel Q° QP est un R-module di erentiel bisimplicial
et bigradue, un element de bidimension (p;q) est un element de Q°( [p]) [
Q°( [aD). On note QQ(X) I’ensemble des formes di erentielles generalisees
pour le bisimplexe X, Q2(X) = Homgis(X;Q° [QP).

Une forme di erentielle generalisee de bidimension (p; q) sur un ensemble bisim-
plicial X est une application bisimpliciale de X dans QP [COf.

L’objet Q° O possede une autre bigraduation donnee par le degre di erentiel.

Une forme di erentielle generalisee de bidegre (I; m) sur X un ensemble bisim-
plicial est une application bisimpliciale de X dans Q%' o™,

Onaun foncteur :S —¥ BiS de la categorie des ensembles simpliciaux dans
la categorie des ensembles bisimpliciaux tel que:

( X)pig = Xp
pour tout g. On veri e aisement que pour tout ensemble simplicial X on a:
QR ( X) = Q°(X):
Soit ¥ : E —¥ B une surjection simpliciale. A ce morphisme on associe un
ensemble bisimplicial S...f. Un element de Sp.qf est un couple d’applications
w: [p] [q] - Eetu: [p]—Y B telles que:

o] [ —=E

pry f

W 2

: u P

[p] — B
On peut montrer que S...f et E sont quasi-isomorphes [17]. Comme Qg( E)
= QO(E) on en deduit la proposition:
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Proposition 4.3 Soit f: E —¥ B une surjection simpliciale. On a I'isomor-
phisme:
QR(s: ) =H (E:R)

Le bisimplexe S...f permet de de nir un systeme de coe cients locaux sur B.
On considere B comme une categorie (les objets de B sont les p-simplexes) et
onde nitunfoncteur F: B —¥ S en associant a tout simplexe u, : [p] —¥ B
I’ensemble simplicial:

(F(up))g = FWp,g=(Wp;q; Up) 2 Spgfg
On a alors le systeme de coe cients locaux F : B —8 RMgg en posant
F(up) = Q°(F(up)). On a un prefaisceau Q°(B; F) sur B a valeurs dans F.

Proposition 4.4 On a H (Q°"(B;F3);dg) = Q9" (B;HS(F)). De plus si
f:E —¥ B est une bration de Kan et si le systeme de coe cients locaux F
est simple, alors on a aussi:

H (Q°"(B;F®);dp) = QO (B; HS(F)):

4.3 Formes di erentielles et suites spectrales de Leray-Serre
Dans ce paragraphe on donne une construction de la suite spectrale de Leray-
Serre a partir des formes di erentielles generalisees.

On utilise cette suite spectrale dans les paragraphes suivants dans le cadre des
algebres sur une Eq -operade co brante. Ceci permet de donner un modele
algebrique des brations.

Theoreme 4.1 Soit f: E —¥ B une application surjective entre ensembles
simpliciaux (on suppose gque la cohomologie de B ou que HS(F) sont nis).

i) On a une suite spectrale qui converge vers H (E; R), telle que:

Ey® = Q°"(B;F*), E;® = Q9"(B;H%(F)) et E;* = H"(B; H(F))

ou F est le systeme de coe cients locaux sur B de ni precedemment.

i) On suppose que T est une bration de Kan, que B est connexe et que
le systeme de coe cients locaux HS(F) est simple (ce qui est le cas si B est
1-connexe). Alors

ES° = H"(B;H(F;R))

F designant la bre de f.
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Preuve On considere la premiere Itration du bicomplexe QF(Srsf). Une
forme 1 2 Qg(qﬂsf) est de Itration n, si pour tout bisimplexe (w;u) 2 Sp,qf
ona '(w;u)2 —, QP Q.

De cette Itration on deduit une suite spectrale telle que: Eg° = Q9 (B; FS).
En fait on explicite deux morphismes de modules di erentiels gradues:

: QO97(B; F®) = Q9(Srsf) :
inverses I’'un de l'autre.
L’application est de nie de la maniere suivante.
Soit 1 2 Q9 (B; F®) et up un p-simplexe de B on a

I(up) 2 Q9" CER(up)
et par de nition
Q" CET(up) = Q" COPP(F(up)) = Q°°(F(up); Qp"):

L’application bisimpliciale (1) envoie (Wp.q; Up) 2 Sp:qF sur T(up)(Wp:q):

A l'inverse, soit 1 2 Qg(Sr;sf) et up un p-simplexe de B, alors pour wp,q 2
(F(up))q on pose

(D (up)(Wpq) = ¥ (Wpiq; Up)
Comme la di erentielle de Eg® est induite par la deuxieme di erentielle de
QQ(Srsf), elle s’identi e a la di erentielle de sur QO"(B;FS). On a donc
I’isomorphisme:

H (Q9"(B;F®); 1d Ld)l= Q°"(B; H*(F))
d’ou:
ET® = Q°"(B; H*(F))
et par suite:
E;° =H"(B;H(F)): O

4.4 Modele d’'une bration

On suppose maintenant que I'operade O = E5 est un modele co brant de
I'operade Com. L’existence de la suite spectrale de Leray-Serre associee aux
formes di erentielles generalisees pour les E4 -algebres nous permet de decrire
un modele algebrique des brations. Au prealable nous avons besoin de resultats
concernant le coproduit des Eq -algebres.
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Le produit tensoriel des operades Soient P et Q deux operades. On
de nit I'operade P [Qlen posant (P [CQ)(n) = P(n) CQIn). On remarque
que si A est une P -algebre et si B est une Q-algebre alors A [CBI est une
P [CQlalgebre.

Le coproduit des E; -algebres

Proposition 4.5 1l existe un morphisme d’operades :Eq —¥ E4 [E].

Preuve Considerons le morphisme canonique ¢ : Com —¥ Com [Cdm. Il
existe une application  telle que le diagramme ci-dessous commute:

Eq e Eq [CE4
2 c 2
Com = Com [Cdm:
L’existence de  est une consequence de la propriete de relevement a gauche
par rapport a la bration triviale E4 [CEL —¥ Com [Cdm. O

Corollaire 4.2 Soient A et B deux Ej -algebres alors A [CBI possede une
structure naturelle de E4 -algebre.

Preuve L’objet A [Blest une Eq [EJ] -algebre. En consequence, si on a
un morphisme : Eq —¥ E4q [E], alors on peut utiliser la restriction de
structure. O

On a des morphismes canoniques de E4 -algebres A —% A [B]l B —! A [BI
De la propriete universelle du coproduit, on obtient un morphisme:

p:AgB -1 A [BI
On a le resultat suivant:
Proposition 4.6 Soient A et B deux Ej -algebres co brantes, alors le mor-

phisme ci-dessus:
p:AqB -1 A [BI

est une bration triviale.
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Preuve Pour commencer, on considere le morphisme de R-modules di erent-
iels gradues:
s:A[BlI-Y AgB

tel que s(a )= 1, [allhl V. Hinich a demontre [20] que s est un quasi-
isomorphisme. On veri e aisement que: p(s(a [h)) = a [hl La propriete
s’ensuit. O

La proposition suivante est une consequence directe de la proposition 4:5:

Proposition 4.7 Le foncteur Q5™ est un foncteur de la categorie des ensem-
bles bisimpliciaux dans la categorie des E4 -algebres.

On a egalement:

Proposition 4.8 Soient A une E; -algebre quasi-libre 1-connexe et A —1X
AqQ E4 (V) un morphisme quasi-libre. Alors on a une suite spectrale de second
terme:

EXY = P(A CAEL(V)))

si (A)ou (E4(V))) sont nis ( nis en chaque dimension) celle-ci converge
vers PYA(Aq Eq(V)) des que A et Eq (V) sont connexes.

Preuve On Itre I'algebre A par le degre di erentiel. De cette Itration on
deduit une Itration de Aq E4 (V). En e et, la Itration sur A donne une

Itration sur A (B ]et par suite via le morphisme p une Itration sur AQE4 (V),
ce qui permet de construire une suite spectrale.

A n de determiner le second terme de cette suite spectrale, on se ramene au
cas d’un coproduit AQE1 (V). Ene et, d’apres I'hypothese de 1-connexite de
A\, les suites spectrales associees a Aq Eq (V) et AgE1 (V) ont méme second
terme.

On remarque que pour un coproduit cette suite spectrale degenere au terme
E,. D’apres le quasi-isomorphisme AgqE4q (V) =¥ A [E4 (V), on en deduit
que:

EPY = P(A CAEL(V))):

Les algebres A et E4 (V) etant supposees connexes, on obtient une suite spec-
trale du premier quadrant. Cette suite spectrale converge vers P*9(A g
Ea(V)): 0
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Le modele de la bre Soit p: X —¥ Y une bration de bre F, avec Y
suppose 1-connexe, on suppose que la cohomologie de Y ou de F est nie. On
se donne My un modele co brant de QF1(Y). On xe un modele quasi-libre
de
My —¥ QEL(Y) Py QF1(X):
Soit
pl: My = My g Mg:
On va montrer que la E4 -algebre Mg est un modele co brant de F.
" .

Qf1(v) P = gf1(x) — = QF1(F)
6 6 6
Y X :
pO iO
My — My q Mg —= Mg

Comme Mg est la co bre de p’ il existe un morphisme : Mg —1 QF1(F)
completant le diagramme.

Theoreme 4.2 Le morphisme : Mg —¥ QF1(F) est une bration triviale.

Preuve On a par de nition =i x : My g Mg =1 QF1(F). Or les
morphismes x, i et i’ sont des brations, on en deduit que  est aussi une
bration.

Appliquons le foncteur QF1 au diagramme d’ensembles bisimpliciaux:

X a = S..f
@ 1
@ p 1
@ 1
@ 1
=) 1
Y
On obtient:
QF (X) a QF1(S...F)
@ 1
@@0 —
@ 1
@ 1
QF1(Y)

ou le morphime a est une bration acyclique dans la categorie des R-modules
di erentiels. Considerons le diagramme suivant:
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QF* (X) : = QF1(F)
ot =i
X & —
@ 1
@ 1
Q52 (s..f)
My g Mg = ME

L’existence de  (morphisme dans RMggq) est assuree par le fait que a est
une bration triviale.

Ce morphisme induit un morphisme de suites spectrales. En particulier, on a:
%1 P(My [X(Mg)) =¥ HP(B;HI(F;R))

et
PO= (y): P(My)—1 HP(B;R)

%= (): Y(Mg) -1 HIF;R)

On sait que x est un quasi-isomorphisme et que 5’;0 = ( y) est un iso-

morphisme. On en deduit que giq = () est aussi un isomorphisme par un

theoreme de comparaison de suites spectrales ([29], section 3.1.1). O

4.5 Transgression dans la suite spectrale de Leray-Serre

On xe R =k un corps. Rappelons la de nition classique de la transgression
[10].

De nition 4.2 Soit F —1 Y -1 X une bration on considere le diagramme:
HM(Y;K) = HY(F;K) = HY™L(Y;Fk) = HPL(E;K)
(& (S (S
p’ p
H"( ;k) —= H™(X; k) = H"™(X;K)
On dit que [x] 2 H"™1(X; ;k) transgresse [y] 2 H"(F;Kk) si p” (X)) = ([y]).
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On suppose que 1(X) opere trivialement sur H"(F; k). On rappelle que, pour
la suite spectrale de Leray-Serre associee a cette bration, on a E E2 =

H"(F; k). Il est equivalent de dire que [x] est une transgression de [y] 2 En+1,
si [x] se projette sur dn+1[y] via I'application:

Hn+l(x k) n+10 ] En+1 0-

n+1
Proposition 4.9 Soit [X] une transgression de [y]; pour tout representant

y 2 Z"QF1(F) de [y] et tout representant x 2 Z"*1QF1 (X; ) de [x], il existe
u2QF1(Y) telquei (U)=yetdu=q ( o(X)).

Preuve On considere le diagramme suivant:

0= QFA(Y;F) = QF1(Y) = QF2(F) =0
(S S (S
o q
0 —= QF2(X; ) L QF(X) —= = QF2()

Soit y 2 Z"QF1(F). Comme le morphisme i est surjectif, il existe u; 2
QFL(Y) tel que i (uy) =y. Par hypothese, puisque [X] est une transgression de
[yl onaq® (X]) = ([y]). Il existe 2 Z"*1E4(Y:F), 12 Z"QF1(Y;F) tels
queq’ xX)= +d ;et ()=d(uy). Onendeduit (@ X)) = ()+ d 1).
C'est-a-dire g ( o(X)) =d(u1 + ( 1)). Commeonaaussi i (uy+ ( 1))=Y,
on en conclut que u =u; + ( 1) convient. O

La transgression algebrique On travaille desormais sur F,, la cloture algeb-
rique de Fyp. On suppose que A —% Aqg O(V) est une extension libre, on note
i:A-0 Aq ON)etp:Ag O(V)—1 O(V) les morphismes canoniques.
On suppose aussi que A est 1-connexe et que O(V) est connexe. On s’interesse
a la transgression dans la suite spectrale de nie dans la proposition 4.8.

De nition 4.3 Unelementde [a] 2 "*1(A) transgresse [v] 2 En+1 Eg;” =
N(O(V)), si [a] se projette sur dn+1(v) 2 ENT1P.

Theoreme 4.3 (Theoreme de Kudo algebrique) Si un element [a]2 "*1(A)
est une transgression de [v] 2 "(O(V)), alors PS([a]) transgresse PS([v]) et
PsS([a]) transgresse — PS([v]).
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Preuve La preuve reprend les arguments developpes par J.P. May dans [35]
(theoremes 3:3 et 3:4). On applique le theoreme 3:3 de [35] a i et p. C’est-
a-dire que I’on construit un morphisme de \suspension” : Ker( (i)) —1!
Coker( (p)) enposant ([a]) = [p(u)] tel que [a] 2 Ker( (i)) et d(u) = i(a).
Et on montre que ce morphisme de suspension commute aux operations de
Steenrod. On a les formules: PS([a]) = PS( [a]) et  P3([a]) =— P3( [a]).
La deuxieme partie de la preuve est aussi une adaptation ad hoc de la preuve du
theoreme 3:4: si [v] 2 "™(O(V)) est transgressif alors il est represente par un
element p(u) tel que d(u) = i(a). Le resultat est une consequence des formules
de commutation des operations de Steenrod a la suspension. O

Remarque le theoreme de Kudo classique est alors un corollaire du resultat
precedent applique au modele de la suite spectrale de Leray-Serre.
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