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In Osterreich wurde 1993 ein landesweites Projekt mit
dem Ziel gestartet, Verdnderungen des Mathematikun-
terrichts durch den Einsatz von Computeralgebra-Sy-
stemen zu erforschen. Dabei sollte herausgefunden wer-
den, welche Auswirkungen die Verwendung dieses neuen
Werkzeugs auf Lernziele, Lerninhalte und Methoden
haben kann. Fir alle Gymnasien in Osterreich wurde
eine Generallizenz des Programms DERIVE angeschafft,
das sowohl den Einsatz dieses Programms im Unter-
richt as auch auf dem hduslichen Computer erlaubte.
Im Rahmen des Projekts wurde eine Testgruppe von
etwa 700 Schulerinnen und Schillern in 39 Klassen der
Jahrgangsstufen 7 bis 12 ausgewdhit und Uber einen
zweijahrigen Zeitraum beobachtet. Dabel gab es Klassen,
die DERIVE sowohl im Klassenraum al's auch zu Hause
und bei Prifungen verwenden durften, es gab Klassen,
die das Programm nur im Unterricht einsetzten, und es
gab schliefdlich Vergleichsgruppen, die im traditionellen
Rahmen ohne Computereinsatz unterrichtet wurden.

Mit diesem Buch blicken die Verfasser auf ihre im Rah-
men dieses Projekts gewonnenen Erfahrungen zurtick und
geben eine umfassende Analyse der erhaltenen Ergebnisse.
Sie sehen es als das wesentliche Ziel dieses Buches an zu
zeigen, dal der Bildungsauftrag des Faches Mathematik
mit Unterstiitzung von Computeralgebra-Systemen | chter
und besser zu redliseren ist (S.87), wobel sie davon
ausgehen, dal? die “aten” Bildungsziele — wie Probleme
[6sen lernen, heuristische Strategien kennenlernen, Mathe-
matisieren lernen, Begriffe bilden lernen, Beweise lernen
oder agorithmisches und ka kil haftes Arbeiten kennenler-
nen — auch beim Computereinsatz uneingeschrankt gliltig
bleiben.

Die Verfasser haben nicht nur dieses Ziel ereicht,
sondern sie zeigen in diesem Buch auch eine Konzep-
tion fur den Einsatz von Computeralgebra-Systemen im
Mathematikunterricht auf, die sich nicht nur auf einzelne
Unterrichtseinheiten oder -sequenzen beschrénkt, sondern
eine unter methodischen und didaktischen Aspekten re-
flektierte globale Strategie fir den gesamten Mathema-
tiklehrgang umfafdt. Hierzu geben sie einen Einblick in
die gegenwartige Diskussion zum Einsatz von Computer-
algebra-Systemen im Mathematikunterricht, sie haben die
sich daraus ergebenden Fragen- und Problemstellungen
fokussiert und operationalisiert, und sie geben Lehrern
und Lehrerinnen viele Anregungen frr einen computerun-
terstiitzten Unterricht in Form erprobter Unterrichts-
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beispide. Das Buch kann deshadb allen Lehrern und
Lehrerinnen as Anregung flr ihren eigenen computerun-
terstiitzten Unterricht uneingeschréankt empfohlen werden,
es stellt eine Grundlage fir die didaktische Aushildung
fur Lehramtsstudierende und Referendare dar, und es mui3
as eine Pflichtlektire fir digenigen angesehen werden,
die sich mit dem zukiinftigen computerunterstiitzten Un-
terricht beschéaftigen.

1. Zum Inhalt

Im 1. Kapitel versuchen die Autoren durch einen kurzen
Rickblick auf die Bedeutung von Rechenhilfsmitteln
(Abakus, Rechenstab) und den Wandel des Mathema-
tikunterrichts in den letzten 50 Jahren (“New Math”) ihrer
Uberzeugung Ausdruck zu verleihen, daR “ Computeral ge-
bra-Systeme einen “Quantensprung” in der Entwicklung
des Mathematikunterrichts bringen werden” (S.19). Auch
wenn die Bedeutung des Modeworts “Quantensprung”
hier nicht genauer hinterfragt werden soll, so muf3 man
doch der These der Autoren zustimmen, dal3 es schon
immer eine Triebfeder des zivilisatorischen Fortschritts
war und auch heute noch ist, Probleme des taglichen
Lebens durch technische Hilfsmittel leichter bewdltigen
zu koénnen.

Im 2. Kapitel werden die Einsatzformen eines Computeral -
gebra-Systems anhand vieler konkreter Beispiele (Heron-
Verfahren, Kurvendiskussion, Moddlbildung, Tilgungs-
problematik, Plancksches Strahlungsgesetz, Wachstums-
prozesse, Differenzierbarkeit) erlautert. Alle Beispiele
werden in DERIVE-Notation angegeben, was fir digeni-
gen, die mit dem Programm weniger oder nicht vertraut
sind, die Mdglichkeit des unmittelbaren Nachvollziehens
auf dem eigenen Rechner bietet, was aber das Lesen des
Buches aufgrund der ausfihrlichen “Programmlistings’
fur digenigen erschwert, die stérker an den hinter den
Beispielen stehenden didaktischen Ideen interessiert sind.
Die didaktischen Hinwelse sind zudem in diesem Kapitel
aulerst knapp gehalten, und es ist empfehlenswert, diese
Beispiele nochmals nach dem Lesen der in den spéteren
Kapiteln ausfihrlicher erlauterten didaktischen Prinzipien
durchzuarbeiten.

Die Problematik einer didaktischen Einordnung von
Computeralgebra-Systemen wird darin deutlich, dai3 sich
die hier aufgefiihrten Einsatzformen (Computeralgebra-
System as numerisches, symbolisches, algorithmisches,
methodisches und sprachliches Hilfsmittel) auf unter-
schiedliche Ebenen mathematischen Handelns beziehen.
So spricht die Sichtweise des Computeralgebra-Systems
as numerisches und symbolisches Hilfsmittel die Repré-
sentationsebene mathematischer Begriffe an, den Rech-
ner as algorithmisches Hilfsmittel anzusehen heifdt, die
Werkzeugebene zu betonen, methodisches Hilfsmittel ist
der Rechner dann im Rahmen von Lehrprozessen, und
das Computeralgebra-System a's sprachliches Hilfsmittel
zu sehen hell¥, es in Beziehung zur symbolischen Ebene
und zum Entwicklungsprozefd der Herausl 6sung mathema-
tischer Begriffe aus Umweltsituationen zu setzen. Diese
verschiedenen sich wechsd seitig beeinflussenden Aspekte
sind aber beim gesamten mathematischen Arbeiten —
mit und ohne Computer — zu beriicksichtigen, und sie
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waren schon hdufig Gegenstand empirischer Untersuchun-
gen (vgl. etwa Mdller-Philipp 1994). Mit Vorsicht sollte
deshalb auch die Ansicht der Autoren beurteilt werden,
dal3 durch die Verwendung eines Computeralgebra-Sy-
stems “dem Schiller die vielfaltigen Aspekte eines Begriffs
leichter zugénglich werden” (S.76). Fur die Stltzung
dieser These sind sicherlich noch weitere empirische Un-
tersuchungen notwendig.

Im 3. Kapitel wird “der Weg in die Mathematik mit
Computeral gebra-Systemen” beschrieben, wobel man hier
vidleicht doch etwas vorsichtiger von den Mdglichkeiten
sprechen sollte, die Computeral gebra-Systeme beim Weg
oder besser bel den Wegen in die Mathematik bieten
kdnnen. Ein Modell oder Konzept fur das Mathema
tiklernen im Rahmen von Probleml 6seprozessen stellt fir
die Autoren die “Krestivitatsspirae von Bruno Buch-
berger” (der auch ein lesenswertes Vorwort zu diesem
Buch geschrieben hat) dar. Ausgangspunkt dieser Spi-
rae ist das Experimentieren mit gegebenen Daten, es
werden dann Vermutungen aufgestellt und durch das
Aufzeigen oder Suchen von Beziehungen zu bekann-
ten mathematischen Sétzen und Verfahren (die Verfasser
nennen das “Exaktifizieren”) bewiesen oder begriindet.
Damit werden dann Regeln oder Algorithmen zur Pro-
blemldsung entwickelt. Die Verfasser deuten kurz den
Bezug dieses Modells zum “genetischen Prinzip” oder zur
Theorie Piagets an, wiinschenswerte weitergehende Betra-
chtungen zu dieser Beziehung hétten wohl den Rahmen
dieses Buches Uberstiegen, es wére aber interessant, die
Beziehung dieses heuristischen Spiralmodells zu anderen
heuristischen Modellen etwa von Poincaré oder Polya zu
sehen und im Hinblick auf den Lernprozef? zu bewerten.

Die Stérke des Buches liegt im Aufarbeiten unter-
richtspraktischer Versuche und im Aufzeigen von Unter-
richtskonzeptionen. Dabei gehen die Verfasser auf ver-
schiedene “heuristische Regeln” en (S.89ff), wie Ex-
perimentieren, Spezialfalle untersuchen, Darstellungsarten
wechsdln, ..., die sicherlich auch ohne Computereinsatz
bedeutsam sind, bei denen aber Computeralgebra-Systeme
neue Mdoglichkeiten erdffnen, was eindrucksvoll durch
vide Unterrichtsbeispidle belegt wird. So werden ver-
schiedene Modelle fir die Ausbretung von Luftschad-
stoffen hinsichtlich ihres Realitdtsbezugs erlautert und
diskutiert (S.118), be der Robotersteuerung werden die
Auswirkungen untersucht, die verschiedene Werte fir
die Lange der Roboterarme hervorrufen (S.127ff), und
am Bespid dea “Sterilen Insektentechnik” (S. 135ff)
wird gezeigt, wie Visualisierungen auf der numerischen,
graphischen und symbolischen Ebene unterschiedliche
Sichtweisen zur Problemldsung betragen kénnen.

Das tatsachliche Arbeiten von Schillern am Computer
wird im Rahmen verschiedener Phasen des Probleml¢-
sens redlitétsorientierter Aufgaben erlautert (Modellbilden,
Operieren, Interpretieren, S.107) . Insbesondere bel der
“Schnittstelle Operieren — Interpretieren” (S.147) wer-
den dabei Schwierigkeiten und Probleme deutlich, die
durch die Verwendung eines Computeralgebra-Systems
zusétzlich in den Unterricht getragen werden. So miissen
“Schiler Ergebnisse Uberprifen und interpretieren, die sie
nicht selbst produziert haben” (S.147) und die Viefalt
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der LOsungswege- und strategien nimmt deutlich zu, was
in didaktischer Hinsicht erfreulich ist, was sich aber
fir den Lehrer bei der Unterrichtsgestaltung erschwerend
auswirkt. Die Verwendung des Werkzeugs “ Computer”
bewirkt, dal3 der haufig im traditionellen Unterricht zu
beobachtende durch den Lehrer diktierte “Gleichschritt”
bel Problemlseprozessen im computerunterstiitzten Un-
terricht nicht mehr moglich ist.

Dem 4. Kapitel liegt die Ansicht zugrunde, dal3 didak-
tische Prinzipien “ Konstruktionsanleitungen” fir den Un-
terricht sind, wobei die Verfasser ausgehend von bekann-
ten didakti schen Prinzipien wie Spiral prinzip, genetischem
Prinzip oder dem Prinzip des entdeckenden Lernens deren
Veranderung oder Modifizierung beim Einsatz von Com-
puteral gebra-Systemen aufzeigen. Beim White Box/Black
Box-Prinzip werden zunéchst Begriffe oder Verfahren —
ohne Computer — erklart (White Box), diese werden dann
in eine “Black-Box” verpackt und mittels des Computer-
algebra-Systems durch den Aufruf eines Befehls dem Be-
nutzer zur Verfligung gestellt. Eine Erfahrung des Unter-
richtsprojektsist es, dal? diese Trennung von “ White-Box”
und “Black-Box” nicht aufrechtzuerhalten ist, sondern daf3
man es im Unterricht eher mit ineinander verschachtel-
ten “White-” und “Black-Boxes’ zu tun hat. So kann,
nach Meinung der Verfasser, ein Computeralgebra-System
durchaus bereits in der White-Box-Phase, in der sie ur-
spriinglich keinen Computer einsetzen wollten, sinnvall
verwendet werden, indem es etwa bel Termumformungen
zum Uberprifen der Aquivalenz der Terme eingesetzt
wird oder beim Gleichungddsen die Terme mit Comput-
erhilfe schrittweise umgeformt werden. Allerdings stellt
sich die Frage nach dem Sinn, wenn beim Faktorisieren
des Ausdrucks (3m +1)? — (2m — 3)? en Computeralge-
bra-System zum schrittwei sen Durchfiihren einzelner Um-
formungen verwendet wird (S. 165). Wer diese “ Schritt-
folge” mit DERIVE sukzessive durchzufiihren versteht,
der kennt und kann sovid an elementarer Algebra, dal3
er diese Aufgabe auch ohne Computer |6sen kann. Wei-
terhin erscheint die Moglichkelt der graphischen Veran-
schaulichung von Aquivalenzumformungen mittels eines
Computeral gebra-Systems nur dem Wissenden mehr Ein-
sicht zu geben (S. 169).

Neben dem White-Box/Black-Box Prinzip (bzw. Black-
Box/White-Box-Prinzip) ist das Modulprinzip ein zen-
trales mathematisches Prinzip, das durch den Computer-
einsatz eine neue oder erweitere Bedeutung erhélt (vgl.
Weigand 1993 oder Weth 1992). Ein Modul ist eine
Einheit, ein Baustein oder eine Prozedur, die oder der
as Ganzes betrachtet werden kann und durch einen
Befehl verfligbar wird. Module sind Werkzeuge und
diese verandern die Tétigket, fur die sie konstruiert
wurden (Dorfler 1991). Diese Verdnderung oder Reor-
ganisation der mathematischen Tétigkeit besteht in der
“Verschiebung des Schwerpunkts von der Tétigkeit des
Ausfiihrens hin zu Tétigkeiten wie Planen, Reflektieren
und Anwenden von Strategien” (S.182). Module sind
vorteilhaft beim Erstellen von Tabellen und Stabdia-
grammen, oder es konnen Formeln und Algorithmen
as Module betrachtet werden. Die Verfasser geben ver-
schiedene Mdoglichkeiten der Modulerstellung: Schiiler
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erstellen Module selbst, Schiler verdndern vorhandene
Module, der Lehrer stellt Module zur Verfligung, die
dann u. U. von den Schillern an das Problem angepalyt
und entsprechend modifizert werden konnen. Hier wére
es schon gewesen, wenn die Verfasser genauer auf
ihre Unterrichtserfahrungen mit diesen verschiedenen
Moglichkeiten des Werkzeugel nsatzes el ngegangen wéaren,
wie Schiler mit Moduln gearbeitet haben, wie sie ihre
eigene “Formesammlung” zusammengestellt und in Pro-
bleml8seprozessen eingesetzt haben.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels geht darauf ein,
dal? ein Computeralgebrasystem nicht nur eine grofRere
Vidfalt an Darstellungsformen zur Verfligung stdlt, son-
dern vor dlem das Erzeugen von und das Arbeiten
mit diesen Darstellungen erleichtert. Es wird moglich,
mehrere Darstellungen gleichzeitig auf dem Bildschirm
zu erzeugen und zwischen diesen Darstdlungen zu wech-
seln. Diesen Aspekt bezeichnen die Verfasser mit der
anglizistisch technokrati schen Wortschopfung: “Window-
Shuttle-Technik”, wobei sie sich auf den immer noch
hochst lesenswerten Aufsatz von W. Dorfler beziehen,
“Der Computer as kognitives Werkzeug und kognitives
Medium”. Leider widmen die Autoren diesem hochinter-
essanten Aspekt nur wenige Seiten. Es sei deshalb hier
doch kritisch nachgefragt, ob sich aus den Ergebnissen
tatsachlich der Schiufd ziehen 1803, dal? “die Arbeitsweise
der Window-Shuttle-Technik .... wesentlich zur qualita-
tiven Veranderung von Kognition beitragen kann” (S. 200).
Gerade dieses 4. Kapitd erdffnet viele Moglichkeiten fir
weitere empirische Untersuchungen.

5. Kapitel: Veranderung in der Unterrichtskonzeption.
Die Vefasser sehen sich durch ihre Untersuchungen
in der Menung bestérkt, da3 ein computerunterstiitztes
Unterrichtskonzept “die gesamte Unterrichtsorganisation,
das Rollenbild von Lehrern und Schilern, beginnend
von der Vorbereitungsarbeit des Lehrers bis hin zur
Priifungssituation verandert” (S. 205). Bei der Verénderung
im Methodeneinsatz beziehen sie sich auf Robert Nocker
(1996), der durch eine groRere empirische Untersuchung
gezeigt hat, dad “der bisherige Computeralgebraeinsatz
ohne begleitende Mal3nahmen ... nur wenige, aber durch-
aus nicht unwichtige Elemente der Unterrichtsstruk-
tur (&ndert)” (1996, S.328), dal} er aber “zu mehr
selbsténdiger produktiver Schillertétigkeit” (ebd.) fahrt. In
diesem Buch werden zahlrel che “ begleitende Mal3nahmen”
vorgestellt, wobei die unterrichtspraktische Erfahrung der
Verfasser immer wieder in der Beschreibung des Unter-
richts aus Lehrersicht und in den vielen Hinweisen zur
Unterrichtsgestaltung deutlich wird. Diese Hinwelse er-
scheinen allerdings manchmal etwas Ubertrieben klein-
schrittig, wenn etwa Bedienungshinweise zu eng auf
Details von DERIVE bezogen werden (S.211f) oder
gar der Hinwe's erfolgt, da3 es sich “bewéhrt hat, im
SchulUbungsheft in ener anderen Farbe zu notieren”
(S.214).

Dann werden aber wieder eindrucksvoll die heuristi-
schen Mdoglichkeiten beim Arbeiten mit einem Compu-
teralgebra-System dargelegt, indem etwa die Beziehung
zwischen lokaen und globalen Sichtweisen (S.222) oder
das Erstellen von “Indikatormoduln” (S.225), das sind
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selbsterstellte Module, die das Vorhandensein bestimmter
Eigenschaften Uberprifen, an Beispiden erlautert wird.
Es fehlen auch nicht Beispiele, bei denen bei Verwen-
dung eines Computeralgebra-Systems Vorsicht geboten ist
(S. 226ff), wie etwa bel der Integration Uber Nullstellen
des Integranden oder bei numerischen Rundungspro-
blemen.

Es ist eine haufig gedulierte — aber bisher nicht belegte
— These, dal3 das im derzeitigen Unterricht anzutref-
fende Uben von Rechenfertigkeiten durch den Einsatz von
Computeralgebra-Systemen an Bedeutung verlieren wird.
Richtig ist sicherlich, dai stupides lediglich auf Rechen-
fertigkeiten ausgerichtetes Uben noch bedeutungsloser
wird, als es jetzt schon ist. In dem Buch werden viele
Beispide fur sinnvolles Uben und vor allem fir ene
starkere Einbettung des Ubens in den Kontext des Pro-
blemldsens gegeben. Insbesondere werden dabel zwel
Aspekte des Ubens herausgestdlIt: Die Verfasser pladieren
zum einen fur eine stérkere Einbettung des Ubens in “den
Kontext des Mathematisierens” und zum zweiten sehen
sie“die Notwendigkeit des Testens” vorhandener oder ent-
wickelter Module oder Algorithmen (S. 245).

Interessant sind schliefdlich die Einblicke in Prifungs-
situationen verschiedener Klassenstufen, wobei vor allem
die Vielzahl der von Schillern gefundenen L dsungswege
Uberraschen. So traten etwa be der Berechnung des
Flacheninhalts eines gleichschenkligen Trapezes 17 ver-
schiedene L dsungswege auf (S. 268). Die hier aufgetrete-
nen Arbeitswe sen zeigen somit eindrucksvoll das Vorhan-
densein unterschiedlicher Denkweisen von Schulern, die
im traditionellen Unterricht héufig allzu friihzeitig auf eine
LOsungsstrategie eingeengt werden.

Im 6. Kapitel wird dann ein kurzer Uberblick tber das
Osterreichische Computeral gebraprojekt gegeben. Als ein
Hauptergebnis wird dabei herausgestdllt: “ Die Tétigkeiten
der Lehrenden und Lernenden werden sich zumindest
genauso stark verdndern wie die Inhate’ (S.293), und
es wird dies mit der Aufforderung verbunden, “di-
daktische Konzepte, Lernstrategien und Arbeitsanleitun-
gen” (ebd.) zu entwickeln. Das hoffnungsfrohe Ende
lautet dann, dal3 durch den Computereinsatz “die Zunft
der Mathematiklehrer” nicht aussterben wird, wenn sie
sich der “Herausforderung des Computerzeitaters stellt
und die Mdglichkeiten zur Verbesserung des Mathema-
tikunterrichts nutzt” (S.298).

2. Gesamtbewertung

Dies ist das erste Buch zum Computeralgebraginsatz im
Unterricht, dem es gelingt, die Auflistung und Darstel-
lung vider Unterrichtsbeispide in eine didaktische und
methodische Konzeption einzubetten. Dabei wird an die
traditiondlle didaktische Diskussion angeschlossen, etwa
im Zusammenhang mit den didaktischen Prinzipien oder
bel den Mdglichkeiten des neuen Werkzeugs im Rahmen
der klassischen Inhalte, und es werden in mannigfacher
Weise Perspektiven fir einen zukiinftigen computerun-
terstiitzten Unterricht aufgezeigt. Das ganze Buch ist ge-
tragen von der Vision enes problem- und anwendungsbe-
zogenen Mathematikunterrichts, in dem Neue Technolo-
gien zum obligatorischen Hilfsmittel und Werkzeug wer-
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den. Ein zentrales Problem des zukinftigen computerun-
terstiitzten Unterrichts ist aber auch ein Problem dieses
Buches. Es baut auf der DOS-Version von DERIVE auf,
mittlerweile gibt es aber bereits eine Windows-Version
von diesem Programm, und DERIVE ist auch auf dem
Taschencomputer T1-92 verflgbar. Wenn man weiterhin
bedenkt, wie es die Verfasser auch selbst ansprechen
(S.240), dal3 in naher Zukunft auch Notebooks mit In-
ternetanschluR und Multimediaeigenschaften im Klassen-
zimmer zur Verflgung stehen, so zeigt sich hierin die
Schnelllebigkeit der technischen Welt, es zeigt sich, dal3
heute aktuelle Werkzeuge (d. h. Computer und Com-
puterprogramme) in kirzester Zeit veraltet sind. Neue
Werkzeuge erfordern oder fuhren aber auch zu neuen
methodischen und didaktischen Konzeptionen, oder zu-
mindest zu Verdnderungen bisheriger Konzepte. Trotz
dieses Problems wird das hier vorliegende Buch aber
auch bei der Weiterentwicklung der Werkzeuge — zumin-
dest in den néchsten Jahren — aufgrund seiner zusammen-
fassenden Darstellung der gegenwartigen Theoriediskus-
sion und seiner vielen praktisch erprobten unterrichtsrele-
vanten Beispiele lesenswert bleilben und eine Grundlage
fir konzeptionelle Weiterentwicklungen darstellen. Allen
am computerunterstiitzten Unterricht Interessierten soll
dieses Buch deshab uneingeschrankt empfohlen werden.

Bleibt zum SchluR Uber einen Wermutstropfen zu
berichten. Es ist schade und absolut unversténdlich, dal?
so viele Druckfehler in diesem Buch auftreten, und dai3
die bei Gliederung und Stichwortverzeichnis angegebenen
Seitenzahlen nicht mit den Seitenzahlen im Text Uber-
einstimmen. So etwas hétte dem Verlag nicht passieren
dirfen. Ein Fehler, der sich alerdings bei der Neuauflage
leicht beheben 1&13.
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