Sur certains modules gradués associés aux produits
symétriques
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Résumé

On étudie certains anneaux et modules gradués qui apparaissent en
géomeétrie algébrique (produits symétriques) et en théorie des représentations
(pléthysme). Comme applications, on obtient une description des puissances
de Schur des SL(2,C)-modules simples; une action de GL(2,C) dans la
représentation réguliére du groupe symétrique, qui raffine la graduation bien
connue de cette représentation; et enfin, une confirmation partielle d’une
conjecture de Foulkes.

Abstract

We study certain graded modules and rings which appear in algebraic
geometry (symmetric products) and in representation theory (plethysm). As
applications we obtain a description of Schur powers of simple SL(2,C)-
modules; an action of GL(2,C) in the regular representation of the symmetric
group refining the well-known grading of this representation; and lastly, a
partial confirmation of a conjecture by Foulkes.

| ntroduction

L’objet de cet article est la construction et I’étude de certains anneaux et
modules gradués, qui apparaissent en géométrie algébrique (produits symétriques)
et en théorie des représentations (pléthysme). Comme applications, on obtient des
relations inattendues entre représentations de GL(2) et du groupe symétrique, ainsi
qu’une confirmation partielle d’une conjecture de Foulkes.

Plus précisément, fixons un corps de base k algébriquement clos et de caractéris-
tique nulle. Considérons une k-algébre associative, commutative, graduée, de type

fini
R=EP Rn.
n=0
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Soit m un entier positif; on munit ’espace

5 & s,
n=0

d’une structure d’algébre graduée de type fini, ou S™ désigne la puissance symét-
rique m-iéme. Soit A une partition de m, et soit S* le foncteur de Schur associé ; on
munit

B(\) = é S*R,
n=0

d’une structure de B-module gradué de type fini. Plus généralement, il en est de
méme de

B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) = P SV Ryia) @ @ SN Ry iagry
nez

ot A(1),...,A\(r) sont des partitions de m(1),...,m(r) avec m(1) +--- 4+ m(r) = m,
et ot a(1),...,a(r) sont des entiers.

Les B-modules B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) s’interprétent comme des modules de
covariants (voir 1.1 et 1.2), ou en termes de produits symétriques de la variété
projective associée a R (voir 1.4 et 1.5). En ce qui concerne la propriété de Cohen-
Macaulay pour ces modules, on démontre le résultat suivant :

Théoreme (1.4) — Si les singularités de Spec(R) sont rationnelles, alors chaque B-
module B(X) est de Cohen-Macaulay. De plus, chaque B(A(1),a(1);...;A(r),a(r))
est de Cohen-Macaulay hors de l’idéal maximal homogéne de B.

Dans la seconde partie de ce travail, on se restreint au cas ou R est l'algébre
symétrique d’un k-espace vectoriel V' de dimension 2. Les B(A) sont alors munis
d’une action du groupe GL(V) ~ GL(2, k). Il se trouve que l’algébre B est isomorphe
a lalgebre symétrique de S™V'; le théoréme ci-dessus entraine alors que chaque B-
module B(A) est libre. Ce résultat a été obtenu indépendamment par J. Weyman et
A. Zelevinsky, voir [W-Z]. On démontre ici le résultat suivant.

Théoréme (2.4,2.6) —Soit V' un espace vectoriel de dimension 2; soit A\ une
partition de m en r parts. Il existe alors un GL(V)-module gradué M(X) tel que :
SMNS"V) =@ M(\), ® S™(S"PV)

p=0
pour tout entier n > 0. De plus :

1. M(A)p est nul sip <r—1 ou sip>m— A (ot A\ désigne la plus grande
part de \), et M(X\),_1 ~ S*(ST"1V).

SEMINAIRES ET CONGRES 2



MODULES GRADUES ASSOCIES AUX PRODUITS SYMETRIQUES 159

2. Le dual de M()\), est isomorphe & M(X)py—_p_1 @ (A2V)"™m=1/2 oq )
désigne la partition conjuguée de .

3. La dimension de M(X) est la dimension de la représentation irréductible du

groupe symétrique Sy, associée a \.

Notons [A] cette représentation de S,,; la construction précédente munit [A]
d’une action de GL(2, k). D’autre part, [A] est munie d’une graduation (en effet, la
représentation réguliére de S, se réalise dans le quotient de ’algébre des polynémes
en m variables, par 1'idéal engendré par les polynémes symétriques élémentaires,
et ce quotient a une graduation naturelle). On montre en 2.4 que cette graduation
s’obtient & partir de l'action de GL(2,k), en considérant les espaces propres des

matrices (§9).

Le calcul des M(\) a partir de leur définition étant difficile, on obtient en 2.7
et 2.9 des relations de récurrence pour ces modules; les premiéres valeurs des M (\)
sont données en 2.8. On a ainsi une description assez compléte des modules B(\)
sur algébre symétrique de S™V.

Quant aux B(A(1),a(1);...;A(r), a(r)), ils sont localement libres hors de I'origine,
et définissent donc des fibrés vectoriels GL(V)-linéarisés sur l’espace projectif
P(S™V*) de dimension m. L’ensemble de ces fibrés est stable par passage
au dual (voir 2.2 pour un énoncé plus précis); parmi eux se trouvent les
fibrés de formes différentielles, ainsi que des fibrés de rang m construits par
Schwarzenberger (voir 2.6). On obtient en 2.3 une caractérisation des B-modules
B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) qui sont libres, c’est-a-dire qui définissent un fibré
vectoriel scindé. Mais dans le cas général, la structure de ces modules reste
mystérieuse.

La troisiéme partie de cet article est consacrée a une conjecture de H. O.
Foulkes, précisée par R. Howe. Ce dernier a construit, pour tout espace vectoriel
V de dimension finie et pour tous entiers positifs m et n, une application GL(V)-
équivariante

B © SM(S™V) — S™(S™V).

La conjecture affirme que Ay, , est injective pour n < m et surjective pour n > m.
On obtient ici un résultat partiel, mais effectif :

Théoreme (3.3) — Soit V' un espace vectoriel de dimension d; notons N le plus
petit entier tel que dN > (m;jl_l). Alors Uapplication hy, , est surjective pour
n>(m-—1)(d—-1)(mN+m— N).

La surjectivité de h,, ,, pour n assez grand était déja connue (voir [Brl] 1.3), mais
sans borne effective sur n ; on la déduit du fait que le m-iéme produit symétrique de

P(V*) s’identifie & la sous-variété de P(S™V™*) formée des classes des produits de
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m formes linéaires sur V. On renvoie & [Man]| et & [Brl| pour d’autres applications
des produits symétriques au probléme du pléthysme.

Ce travail a été commencé en préparant un exposé & I'université de Chicago, en
janvier 1995. Je remercie cette université pour son hospitalité, ainsi que William
Fulton, Anthony Iarrobino et Laurent Manivel pour des discussions utiles. Enfin, je
remercie tout particulierement Jerzy Weyman et Andrei Zelevinsky pour m’avoir
communiqué leurs résultats (voir [W-Z]); ils ont obtenu indépendamment une
version du deuxiéme théoréme ci-dessus, ainsi que ’approche géométrique de la
conjecture de Foulkes-Howe, suivie dans [Brl| et dans la troisiéme partie de cet
article.

Notations

On rassemble quelques notations et résultats sur les partitions, les représentations
du groupe symétrique, et les représentations polynomiales du groupe linéaire ; pour
plus de détails, on renvoie a [J-K] et a [Mac].

Une partition A = (A1, A, ...) est une suite décroissante finie d’entiers positifs :
les parts de A. La somme des parts de \ est notée |A|; c’est le poids de A. Si |A| = m,
on dit que A est une partition de m et on note A - m.

Le diagramme de la partition A est ensemble des couples d’entiers (i, j) tels que
1 < j < \;. Les longueurs des lignes du diagramme de A constituent les parts de A,
tandis que les longueurs des colonnes sont les parts de la partition conjuguée, notée
. Par exemple, la conjuguée de (m) est (1,...,1) (m fois), notée (1™).

On note S,, le groupe des permutations de l’ensemble {1,2, ... ,m}. Toute
partition A de m définit deux sous-groupes de S, & savoir Sy := Sy, X Sy, X ---
et Sy = Sy, x Sy, x ---. Notons 1 (resp. sgn) la représentation triviale (resp.
signature) du groupe Sy,. Les représentations induites IndgT(l ®1®- ) et
Indgzj (sgn®sgn®- - - ) ont une unique représentation irréductible en commun ; on la
note [A]. De plus, toute représentation irréductible de S, est isomorphe & [A] pour
une unique partition A de m. On a ainsi : [m] = 1 et [1™] = sgn. La représentation
duale de [A] est donnée par [A]* = [N] ® [1™].

Soit V' un k-espace vectoriel. Le groupe S, opére dans la m-iéme puissance
tensorielle V®™ par permutation des copies de V. Pour toute partition A de m, on
désigne par S*V ’espace des applications S,,-équivariantes de [\] dans V®™ :

SAV = Hom”™ ([\], VE™).

Le groupe linéaire GL(V') opére dans V™ en commutant a I’action de S,, ; il opére
donc dans S*V. Si la dimension de V est finie, alors chaque S*V est un GL(V)-
module polynomial simple, et ce module est nul si et seulement si A} > dim(V'). Tout
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GL(V)-module polynomial simple est isomorphe & S*V pour une unique partition
A, avec A} < dim(V). On a par exemple S™V = S™V (la m-iéme puissance
symétrique de V) et SV = A™V (la m-iéme puissance extérieure de V). La
construction de S*V définit le foncteur de Schur S*.

1 Construction d’algebres et de modules gradués

1.1 Legroupel,, et sesreprésentations

On note T;,, 'ensemble des (z1,x2,...,2m) € (E*)™ tels que z1x2 -+ Ty = 1.
C’est un sous-groupe fermé de (k*)™, isomorphe & (k*)™~1. L’action de S,, dans
(k*)™ par permutation des indices, laisse stable T,,. On note I',, le produit semi-
direct de T, par S, ; c’est un groupe algébrique réductif.

Soient A(1),...,A(r) des partitions de poids respectifs m(1),... ,m(r) tels que
m(1) + -+ m(r) = m. Soient a(1l),...,a(r) des entiers deux & deux distincts. On
pose

(a1, yam) = (a(l),...,a(1),...,a(r),... ,a(r))

ou chaque a(i) est répété m(i) fois. On définit un caracteére xq(1),... a(r) : Tm — k*
par

— 01,02 [e%
Xa(l),.,,,a(r)(.%'l,... VL) = XTGP i

Le groupe S,, opére dans le groupe des caractéres de T;, et le groupe d’isotropie

de Xa(1),...,a(r) €t Sm() X -+ X Sp(r). On étend X4(1),... () €0 un caractére du
sous-groupe d’indice fini Ty, - (Spo(1) X - - - X Spy(r)) de Ty, par le caractére trivial de
Sm(1) X = X Spuiry. Alors Xq(1),... a(r) @ [AM(1)] ® --- @ [A(r)] est une représentation

irréductible de Ty, - (Sy(1) X+ X Sm(ry)- On note

A1), a(1);...;A(r), a(r)]

la représentation de Iy, induite de Xq(1),... .a(r) ® [A(1)] ® -+ @ [A(7)]. On a :

m! ; dimA(1)] - dim[A(r)]

dim([A(1),a(1);...;A(r),a(r)) = (- m(r)!

Proposition 1.1 — 1. [A(1),a(1);...;A(r),a(r)] est irréductible.
2. [AM1),a(1);...5A(r),a(r)] est isomorphe a [u(1),b(1);...;u(s),b(s)] si et
seulement si : v = s et il existe o € S, telle que A(1) = p(o(1)), ...,
A(r) = p(a(r)) et a(l) =b(a(1)) = --- = a(r) = b(o(r)).
3. Toute représentation algébrique irréductible de Iy, est isomorphe & l'une des

[A(1),a(1);...5A(r), a(r)].
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Démonstration. Le groupe des caractéres (algébriques) X*(T,,) est isomorphe au
quotient de Z™ par Z plongé diagonalement ; Paction de S, dans X*(T,,) provient
de laction dans Z™ par permutations. Ainsi, tout caractére de T, est dans

lorbite par Sy, dun Xq(1),....a(r)- D€ PIUS, Xa(1),...,a(r) € Xb(1),...,b(s) SOnt dans

yeon

la méme orbite de S, si et seulement si : r = s et il existe 0 € S, telle que
a(l) = b(o(1)) = --- = a(r) — b(o(r)). Enfin, on a déja observé que le groupe
d’isotropie de Xq(1),...,a(r) €St Sp1) X ©++ X Spy(r). Les assertions résultent donc

de la proposition 25 de [Se]; en effet, la preuve de cette proposition s’adapte
immeédiatement aux groupes algébriques. O

1.2 Construction des modules gradués B(A(1),a(1);...; A(r),a(r))

On considére une k-algébre graduée de type fini

o0
P=@r

n=0

et une entier positif m. On note
A= R®™
le produit tensoriel de m copies de R; c’est une k-algébre de type fini, graduée par
A, = @ Rn1®...®an.
nit-tnm,=n

La graduation définit une opération du groupe k* dans R, d’ou une opération de
(k*)™ dans R®™ = A. D’autre part, le groupe S, opére dans A par permutation
des copies de R. On en déduit une action dans A du produit semi-direct de (k*)™
par S,,. En particulier, I';,, opére dans A en préservant la graduation.

Proposition 1.2 — On a des isomorphismes

Homrm([/\(l)a Cl,(l); cee /\(r)7 a(r)]v A) = @ S/\(I)Rn-‘ra(l) @ S/\(T)Rn-‘ra(r)'
nez

Démonstration. Par réciprocité de Frobenius, on a un isomorphisme entre
Hom" ™ ([\(1),a(1);...; A(r),a(r)], A)

et
Hom ™ (Sm)>XSm)) (v )y @ [MD)] @ -+ @ [A(r)], A).

Mais ce dernier est isomorphe &

Hom @ > XSmm) (N1)] @ - - - @ [A(r)], @ RS’_’&((ll)) ® - ® Rf_’:”;(rr)))
neZ
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c’est-a-dire a
@ SV R0y ® - @ MR o).

nez
O
Corollaire-Définition 1.3 — 1. L’espace
B := @ S™R,
nez

est une sous-algébre graduée de type fini de A.

2. L’espace

B(A(1),a(1);...; A(r),a(r) = @ S*M Rujay @+ @ S Ry
nez
est un B-module gradué de type fini. En particulier, pour toute partition \ de
m, on a un B-module gradué de type fini

B()\) :== é S*R,,.
n=0

3. On a un isomorphisme de B — I'y,-modules

A= BA1),a(1);-.;A(r),a(r)) ® A1), a(l);...; A(r), a(r)]

ot la somme porte sur les classes des suites (A(1),a(1);...; A(r),a(r)) modulo
la relation d’équivalence définie en 1.1 (ii).

4. Si R est intégre, alors B est intégre et chaque B(A(1),a(1);...; (1), a(r))
est sans torsion comme B-module.

5. Si R est intégre de dimension (de Krull) au moins 2, et si R, # 0 pour tout
n assez grand, alors le rang du B-module B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est égal
a

ﬁ'm(ﬂ' dim[A(1)] - - dim[A(r)].

Démonstration. L’algébre des invariants du groupe réductif I',,, dans A n’est autre
que B, et B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est le module de covariants associé a la
représentation irréductible [A(1),a(1);... ,; A(r), a(r)] de T'y,. Les assertions (i), (ii)
et (iii) résultent donc de 1.1 et de [P-V]. Pour lassertion (iv), si R est intégre,
alors A l'est aussi. Enfin, sous les hypotheses de (v), on voit facilement que lorbite
générique de T, dans Spec(A) est fermée, et que le stabilisateur générique est
trivial. Ceci entraine que le rang de B(A(1),a(1);...; A(r),a(r)) est la dimension de
[A(1),a(1);...;A(r),a(r)]; voir par exemple [Br2| 1.2 Corollaire. O
Remarque. Les constructions précédentes s’étendent aux R-modules gradués; ces
généralisations ne seront pas considérées ici.
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1.3 PropriétésdeCohen-Macaulay desmodules B(A(1),a(1);...; A(r),a(r))

On rappelle que les singularités d’une variété affine V' sont dites rationnelles si
V est normale et s’il existe une résolution des singularités 7 : V' — V telle que
HY(V, Oy) = 0 pour tout 7 > 1. Cela entraine que V' est de Cohen-Macaulay.

Théoréme 1.4 — Si les singularités de Spec(R) sont rationnelles, alors chaque B-
module B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est de Cohen-Macaulay en dehors de l’idéal
mazimal homogéne de B. De plus, chaque B-module B()\) est de Cohen-Macaulay.

Démonstration. On pose V' = Spec(R). La graduation de R définit une action de
k* dans V', avec un unique point fixe noté 0. Le groupe réductif I',, opére dans V™
et le quotient

q: V"t =VvV™//T,

est défini par Vinclusion k[V™//T';,] = B C A = k[V™]. Puisque les singularités de
V sont rationnelles, il en est de méme de celles de V™, et donc de V™ //T,,, d’aprés
[Bo|. En particulier, ’anneau B est de Cohen-Macaulay.

Soit © = (v1,...,vm,) € V™. A Taide du critéere de Hilbert-Mumford, il est
facile de vérifier que g(z) # 0 si et seulement si v; # 0 pour tout i. Dans ce cas,
Porbite I'y, - « est fermée dans V'™, et le groupe d’isotropie I'y, , est fini. D’apres
le théoréme du slice étale, il existe alors une sous-variété affine S C V™, stable par
I';n » et contenant x, telles que le diagramme

Fm er,w S - ym

| |

S/l —V™//T,

est cartésien, et que ses fleches horizontales sont étales. Il en résulte que les
singularités de S et de S/T', , sont rationnelles. En particulier, les anneaux k[S]
et k[S)'= sont de Cohen-Macaulay. Puisque le groupe I, ;. est fini, on en déduit
que le k[S]'m=-module Hom" ™= (M, k[S]) est de Cohen-Macaulay pour tout Iy, .-
module M. D’autre part, comme le diagramme ci-dessus est cartésien, les modules
sur k[S]lm.e

E[S]Fme @p B(A(1),a(1);...;\(r),a(r))

et

sont isomorphes en z. Par suite, le B-module B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est de
Cohen-Macaulay en g(x). Ceci démontre la premiére assertion.
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Pour la seconde assertion, on observe que les singularités de V™//T,, sont
rationnelles (toujours d’aprés [Bo]) et donc que Panneau

K[V Tm = é RE™

n=0
est de Cohen-Macaulay. Cet anneau est isomorphe &
D sBven
AFm

comme B — S,,-module, et B est de Cohen-Macaulay. Ceci entraine, comme
précédemment, que chaque B()) est de Cohen-Macaulay. O

1.4 Produits symétriques

Soit X une variété projective irréductible; soit &£ un faisceau inversible ample
sur X. Le groupe S,, opére dans X™ (produit de m copies de X) par permutation
des copies. On note £¥™ le produit tensoriel extérieur de m copies de £ ; c’est un

faisceau inversible ample sur X ™.

Proposition 1.5 — 1. Le quotient w : X™ — X™/S,, existe et X™/S, =
X (™) est une variété projective irréductible (c’est le m-iéme produit symétrique
de X ).

2. Il existe un unique faisceau inversible ample L™ sur X (™) tel que FX" =
7% De plus, ™) est ample et (L) = (L)) pour tout entier
n > 0.

3. 51 X = P(V) est lespace projectif asocié & un k-espace vectoriel V, et si
£ = Op(v)(1), alors X (™) est Vimage du morphisme « produit »

p: P(V)™ = P(S™V)

(UL, ,Um) = 01 Uy

De plus, ™) est la restriction ¢ X ™) de Op(smvy(1).

Démonstration. (i) Plus généralement, le quotient d’une variété projective par un
groupe fini existe, et c’est une variété projective.

(ii) D’aprés [K-K-V] Proposition 4.2, 'existence de £(™) équivaut & la condition
suivante : pour tout x € X™, le groupe d’isotropie de = dans S,,, opére trivialement
dans la fibre (L®™),. On peut supposer que = = (Z1,...,Z1,... ,Try... ,T;) OU
chaque x; est répété m(i) fois. Alors le groupe (Spm)e = Sm(1) X - -+ X Spy(r) ODre
trivialement dans la fibre (£2™), = (£,,)2™D @ ... @ (£, )™,
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De la formule de projection résulte que (™ = (miﬁgm)sm, d’ott I'unicité de
$(m) Puisque 7 est fini et que L2 est ample, L™ est ample aussi. Enfin,

R (L)) = (L) — (I — (gomE

d’ou (Lm)®n — ($®&)(M) par unicité.

(iii) Pour I'assertion sur X (™), voir [G-K-Z]. L’assertion sur £™) résulte de ce que

P Op(smyy(1) = Op vy (1)%™.

1.5 Produitssymétriqueset modules B(A(1),a(1);...; A(r),a(r))

Avec les notations de 1.4, on pose
R= QB HO(X, %%m).

C’est une k-algébre graduée de type fini, et on a X = Proj(R). Pour tout R-
module gradué M, on note M le faisceau sur X associé & M. Méme si R n’est pas
nécessairement engendré par ses éléments de degré un, la correspondance entre M
et M a de bonnes propriétés, voir [G-W] §5.

Soient m(1),... ,m(r) des entiers positifs de somme m. L’application
T X™ s xm
est invariante par Sy, (1) X -+ X Sp,(). Par suite, 7 se factorise en
(1) s XMW s XUy x (ML) ooy x (m(m)

suivie de

pi XMW L x(mr) _y x(m),

Pour toute partition A de m, on pose
B(N) := Hom ™ ([\], 7. Oxm ).

C’est un faisceau cohérent sur X (™), et on a : B((m)) = (m.0xm ) ™ = Ox(m).

Proposition 1.6 — 1. L’algébre B est égale a

@ HO a(£(m )®n)
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2. On a : Proj(B) = X(™),
3. Le faisceau sur X™) associé¢ au B-module B(A(1),a(1);...;\(r),a(r)) est

P(BA(L)) ® (LMW 2aD & ... I B(A(r)) @ (LD)Salr)),
Démonstration. Observons que

DX, (m)O7) = DX, (£87)) = DX, (2B S
= DX, (£ RS = (D(X, £27)=m)Sn = ST (X, 197
Ceci implique la premiére assertion; la seconde assertion en résulte. Pour la
troisiéme, choisissons ng tel que ™ est trés ample. Soit o € ['(X, £%™0) = R,
une section non nulle; d’ou
o™ € SMT(X,$E0) = I‘(X(m) (if(m))®""°)

Notons X, (™) Pouvert de X(™ ot ™ ne s’annule pas; alors X m (m) — = (X,)™. Les
Xom (M) forment donc un recouvrement affine de X ™). De plus, Iespace des sections
sur X( ™) du faiscean associé a B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est donné par

U BO®@),a(1);..sA(r),a(r)alc™) ™"

n>0

= U SA( nn0+a(1 n) K- SA(T) (Rnno-i-a(r)o-in)
n>0

)\(1)( U R”"OJra(l)J_n) Q- ® S/\(T)( U Rnno+a(r)0_n)'
n>0 n>0

On conclut en observant que
U Ranptao™™ =T(Xy, £5%)
n>0
ce qui implique, comme au début de la preuve, que
S*V (| Rangra,0™") = T(XID BA(D)) @ (LmO))8e),
n>0

O

2 Applications aux représentations de GL (2) et du groupe
symétrique

2.1 Lesfaisceaux inversibles B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) sur I’espace
projectif dedimension m.

Soit V' un k-espace vectoriel de dimension 2. Soit R = S*(V') l’algébre symétrique
de V. Alors X = Proj(R) = P(V*) est une droite projective. Il résulte (par exemple)
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de la proposition 1.5 (iii), que le m-iéme produit symétrique X (m) est isomorphe
a P(S™V*); c’est un espace projectif de dimension m. De plus, si £ = Op(y+)(1),
alors L™ = Op(gmy+)(1).

Le groupe GL(V) ~ GL(2,k) opére dans R et donc dans A en commu-
tant & l'action de S,,. Ce groupe opére donc dans B et dans les B-modules
B(A(1),a(1);...5A(r),a(r)). En termes géométriques, GL(V) opére de facon na-
turelle dans P(S™V™*), et les faisceaux B(A(1),a(l);...;A(r),a(r)) sont GL(V)-
linéarisés. Pour garder a l’esprit cette action de GL(V'), on conservera les notations
pesantes P(V*), P(S™V*), ... au lieu de P, P™, ...

Proposition 2.1 — 1. On a un isomorphisme canonique d’algébres graduées
S*(S™V) = B =P S™(S"V).
n=0
2. Chaque faisceau B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est localement libre, de rang

m!

m dim[A(1)] - - - dim[A(r)].

Démonstration. (i) Par définition, on a :

B=@p S"R, =& s"(5"V).
n=0 n=0
D’autre part, d’aprés la proposition 1.6 (i), on a :
B = @ P(S™V*),0(n)) = S*(S™V).

(ii) D’apres le théoréme 1.4, le B-module B(A(1),a(1);...; A(r),a(r)) est de Cohen-
Macaulay hors de 'origine. Puisque B est une algébre de polyndémes, ce module est
localement libre hors de l'origine. Enfin, puisque ’algébre B est engendrée par Bi,

le faisceau associé sur Proj(B) est localement libre. L’assertion sur le rang résulte
du corollaire 1.3 (v). O

Corollaire 2.2 (loi de Eciproci® de Hermite) — Pour tous entiers positifs m et n, on
a un isomorphisme GL(V')-équivariant

S™(8"V) =~ S™(S™V).
2.2 DualitéentrelesB(\(1),a(1);...;A(r),a(r))

On désigne par B(A(1),a(1);...;A(r),a(r))* le dual du faisceau localement libre
B(A(),a(l);...; A(r),a(r)) sur P(S™V*). On rappelle que X désigne la conjuguée
d’une partltlon )\.
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Proposition 2.3 — Le faisceau GL(V)-linéarisé B(A(1),a(1);...;A(r),a(r))* est
isomorphe a

BAWY,m — 1= a(1);. ;M) ,m— 1= a(r) @ (A2V) ™m0/,

Démonstration. D’aprés le théoréme de dualité locale appliqué au morphisme fini
m: P(V*)™ — P(S™V*), on a un isomorphisme canonique

(*) Hom[p(smv*)(ﬂ*@[@(v*)m s u)[p(smv*)) ~ TWp (v *)m

ol wy désigne le faisceau des formes différentielles de degré maximal sur une variété
lisse X. En particulier, I'isomorphisme (%) est GL(V') x S;,-équivariant. Rappelons
que pour tout espace vectoriel W de dimension d, on a un isomorphisme de faisceaux
GL(W)-linéarisés

wp(w+) = Opaw)(—d) ® N"W.

On en déduit que
UJP(SmV*) = @P(va*)(_m _ 1) ® (/\2V)m(m+1)/2
comme faisceaux GL(V)-linéarisés. De plus, on a :

wp(vym = Op(y(—2)%™ @ (A2V)™ ® [17]

et donc :

comme faisceau GL(V) X S;,,-linéarisé. En substituant dans (x) et en considérant les
composantes isotypiques de type [A], on obtient donc

Homp(smy+)(B(N),0(—m — 1) ®@ (A\2V)™mHD/2) = 6(-2) @ B(N) ® (A*V)™

grace a isomorphisme Hom([)\], [1™]) ~ [X']. On en déduit que B(A)* est isomorphe
ABN)R0(m — 1) @ (A2V)~mim=1)/2,
Appliquons maintenant le théoréme de dualité locale au morphisme fini

p:P(S™OV*) x - x P(S™MMVF) = P(S™VF)
défini en 1.5. On obtient un isomorphisme entre
Hom(p.(B(A(1)) ® 0(a(1)) K- -- BB(A(r)) © O(a(r)), wp(smv+))
et

p«Hom(B(A(1)) @ O(a(1)) X -- - KBA(r)) @ O(a(r)), wp(smmve)x...xp(smeve)-
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En utilisant 1.5 ainsi que la premiére partie de la preuve, on a donc un isomorphisme

entre
BAD),a(1);...;A(r), a(r))" @ O(=m — 1)
et
P« (BA(1))@0(—a(l) —2)K---KB(A(r)) ® O(—a(r) —2)).
On conclut en appliquant encore une fois la proposition 1.6. o

2.3 Uncritéerepour que B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) soit libre

On rappelle que le B-module B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est sans torsion, et que
B est une algébre de polynomes; par suite, ce B-module est libre si et seulement
'l est de Cohen-Macaulay. On pourrait tester cette derniére propriété grace a la
théorie de Van den Bergh, qui a caractérisé les modules de covariants qui sont de
Cohen-Macaulay [V]. Dans le cas présent, il est plus simple d’utiliser des arguments
ad hoc, qui conduisent au résultat suivant.

Théoreme 2.4 — 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Le B-module B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est libre.
(b)  Pour tout sous-ensemble I de {1,2,... ,r}, non vide et de complémentaire
non vide, il existe i € I et j ¢ I tels que A(4)] + A(j)1 > a; — a;.

2. Sous l'une de ces hypothéses, le degré minimal des générateurs du B-module
gradué B(A(1),a(1);...; A(r),a(r)) est maxi<i<r(A(2)] —a; — 1), et leur degré
mazimal est miny<;<,(m — \(i)1 — a;)).

En particulier, le B-module B(\) est libre, et ses générateurs ont des degrés
compris entre Aj — 1 et m — Ay.

Démonstration. Commencons par le cas d’une seule partition A\. D’aprés le théoréme
1.3, le B-module B()) est libre. En outre, on a : B(\), = S*(S™V) et ce dernier
est nul si et seulement si n 4+ 1 = dim(S™V) < A]. Par suite, le degré minimal d’un
générateur de B(\) est A\ — 1. Enfin, grace a la proposition 2.2, on a

%()\)* ~ %()\/) ® @(m _ 1) ® (/\zv)—m(m—l)/2

ce qui entraine que le degré maximal d’un générateur de B(A) est m—1— (A —1) =
m— \i.

Dans le cas général, rappelons que le B-module B(A(1),a(1l);...;A(r),a(r))
est libre si et seulement s’il est de Cohen-Macaulay. D’aprés [G-W] (5.1.6) et la
proposition 1.5, cette derniére condition équivaut & ’annulation du groupe

HY(P(S™V*), BAD),a(1);...;A(r), a(r)))
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pour tout (£,n) tel que 1 < £ <m —1 et n € Z. Mais grace a la proposition 1.4, ce
groupe est isomorphe a

H* (H P(S™DV*) K, B(A(i)) @ O(n + a(i))) .

D’aprés la formule de Kiinneth, 'annulation cherchée a lieu si et seulement si : pour
tout sous-ensemble I de {1,...,r}, non vide et de complémentaire non vide, il existe
i €1Ietj¢ I tels que 'un des groupes

HO(P(S™MV*), BAW)) @ O(n+a(i)), H™D(P(S™IV), B(AG)) @ O(n+a(j)))

s’annule. Mais on sait que chaque B(\) est une somme de faisceaux O(—a) avec
A —1<a<m— A, les valeurs extrémes étant atteintes. L’annulation de I'un des
groupes ci-dessus équivaut donc a : pour tout n € Z, onan—+a(i)—A(i)]+1 < —1ou
n+a(j)—(m(j)—A()1) > —m(j). Ceci équivaut encore a : a; —A(1)] +1 < a; —A(j),
ce qui termine la démonstration. O

Ezemple. Soient A, u des partitions telles que |A| + |u| = m; soient a, b des entiers
distincts. Le B-module B(A, a; p,b) est libre si et seulement si : a —b < X| + p1 et
b—a< M\ + /Lll.

2.4 Générateursde B(\) et représentationsde S,

D’aprés 2.3, il existe un GL(V)-module gradué M (X) tel que B(A\) ~ B ® M(X)
comme B — GL(V)-modules gradués. Plus concrétement, on a des isomorphismes de
GL(V)-modules

m—>X1
SMSV) = P MM, ®S"(S"PV).
p=A,—1
En fait, I'action de GL(V') détermine la graduation de M (X), car 'homothétie de
rapport ¢ dans GL(V) opére dans M (\),, C S*(S™V) par multiplication par t™".

D’aprés 2.1, la dimension de M (A) est la dimension de [A]. On va montrer un
résultat plus précis. Rappelons que Pespace [A] est muni d’une graduation de la
fagon suivante : le groupe S, opére dans l'algébre de polynémes k[z1,...,Tn]
par permutation des variables. L’idéal I engendré par les fonctions symétriques
élémentaires, est stable par S, et le quotient H = k[z1,... ,2zm,]/I est isomorphe
a la représentation réguliére de S,,. Puisque I est homogéne, le S,,-module H est
gradué, ce qui définit un graduation sur chaque [A] ~ Hom®™ ([\], H). La dimension
de lespace vectoriel [A],, est le coefficient de t™ dans le polynoéme de Kostka-Foulkes
Kxﬁ(lm)(t), voir [G—P].
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Proposition 2.5 — Pour tout choiz d’une base de V ~ k2, on a un isomorphisme
de M () avec [N, qui identifie [N, avec l’espace propre de la matrice

((1) 2) € GL(V) ~ GL(2, k)

associé a la valeur propre t".

Démonstration. Soit (v, w) la base fixée de V' . On a un élément non nul v™ de
S™V = Bj. Notons B(\),m ensemble des éléments de degré 0 dans le localisé
B(XA)[1/v™]. On a des isomorphismes

BA)ym = | SMS"V)(™) =M | | (S"VIvT | = $7k[a]
n>0 n>0
ot on pose z = wv~'. De plus, on a
S*k[x] = Hom®™ ([A], k[z]®™) = Hom®™ ([\], k[z1, ... , Zm]).

En particulier, B,» s’identifie & k[zy,... ,2,,]%". Ces identifications transforment

o e}

(qui fixe v) en laction de k* par multiplication simultanée de x1,... , Z,,. Puisque
B(\) ~ B® M()\) comme B — GL(V)-modules, on en déduit un isomorphisme

P’action du groupe

M(X) ~ Hom®™ ([)\], H)
qui implique notre assertion.

En termes moins précis, la graduation de H provient d’une action de GL(2,k);
celle-ci sera étudiée en 2.5 et 2.7 ci-dessous. De méme, chaque fois que le B-module
B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est libre, on peut définir une action de GL(2,k) sur le
sous-espace de H formé des invariants de Sy,(1) X « -+ X Sp (), €t cette action raffine
la graduation de ce sous-espace. Il serait intéressant d’avoir des constructions plus
directes de ces actions. O

2.5 Quelquespropriétésdes M(\)

On conserve les notations de 2.4.

Proposition 2.6 — 1. Le dual du GL(V)-module M (X)y, est donné par :

M)E = M\ )pn1 @ (A2V)"™m=D/2,

n
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2. L’espace de degré minimal de M (\) est
M(A)y,—1 = SMNSM71Y)
et l’espace de degré mazimal est
M), = SN (SM71V7) @ (A2V)mim=b/2,

Démonstration. (i) est conséquence de 'isomorphisme (cas particulier de la propo-
sition 2.2) : BA)* ~ B(N) @ O(m — 1) ® (A2V)~mm=1)/2,

(ii) L’espace de degré minimal de M () coincide avec celui de B(\), c’est-a-dire avec
S§*(8M1~1V). L’assertion sur I'espace de degré maximal en résulte par dualité. O

Corollaire 2.7 — L’espace M () est concentré en un seul degré si et seulement si la
partition \ est une équerre : X = (a+1,1°). Alors M(\) = S%(S°V) ® (A2V)b(b+1)/2
(en degré b).

En particulier, M(1™) = (A2V)™m=1/2 Qo2 un isomorphisme de GL(V)-
modules
AT(S"V) = ST(STTTHIY) @ (APV) T2,

Ce résultat est dt & Murnaghan, voir [Mu| p. 113.

2.6 Structurede B(1,a;m — 1,b)

On va décrire les B-modules B(1,a;m — 1,b), ou (ce qui revient au méme) les
faisceaux B(1,a;m — 1,b), avec a # b. Puisque B(1,a;m — 1,b) est isomorphe a
B(1,a —b;m —1,0) ® O(b), on peut supposer que b =0 # a.

Proposition 2.8 — 1. 8i1 < a < m — 2, alors on a un isomorphisme de
faisceaur GL(V)-linéarisés

B(l,a;m—1,0)~= (0@ S*V)a (0(-1)® S(m—17a+1)v)_

De plus, B(1,m — 1;m — 1,0) ~ 0 ® S™ 1V, et B(1,—-1;m — 1,0) ~
O(-1) @ S™ v,

2. Sia > m, alors on a une suite exacte de faisceaur GL(V)-linéarisés :
0—-0(-1)®S@™V -0 SV — B(1,a;m —1,0) — 0
ot Uapplication 0(—1) ® S@™V — 0 ® SV provient de linclusion

Slamy c §mV @ §9V = T(P(S™V*),0(1)) ® S°V.
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3. Sia < -2, alors on a une suite exacte de faisceaur GL(V)-linéarisés :
0— B(L,a;m —1,0) — O(-1) @ Sty — 0@ SOy 0
ot application 0(—1) ® StV - 0 ® SOV provient de linclusion
glmat2y ¢ gmy @ SOty

Démonstration. D’aprés le théoréme 2.4, le B-module B(1,a;m — 1,0) est libre si
et seulement si —1 < a < m — 1. Les degrés de ses générateurs sont alors 0 et 1 si
a<m-—2(resp. 0 sia =m—1;1sia=—1). Mais B(1,a;m — 1,0)g = SV
et B(l,a;m — 1,0); = SV ® S~ V. L’espace des générateurs de degré 1
de B(1,a;m — 1,0) est donc le conoyau d’une application GL(V')-équivariante et
injective

SV @SV — STV @ STV
D’aprés la formule de Clebsch-Gordan, ce conoyau est S~ 1tV 51 < a < m—2
(resp. 0sia=m —1; S™V sia= —1).
(i) Soit p : P(V*) x P(S™~1V*) — P(S™V*) le morphisme défini par le produit
V* x §m71V* — S™V*. D’aprés la proposition 1.5, on a :

B(1,a;m —1,0) ~ p,(O(a) X 0O).
Comme dans la preuve du théoréme 2.4, on en déduit ’annulation de
HY(P(S™V*), B(1,a;m — 1,0) ® O(n))

dans les cas suivants : £ ¢ {0,m — 1,m} et n arbitraire; L =m —Llet n > —m+ 1;
£ =m et n > —m. Dapres [E-G], cela signifie qu’il existe une résolution minimale

0-0-1)@V1 -0 V) — B(1,a;m—1,0) =0

ou Vy et V1 sont des k-espaces vectoriels de dimension finie. Il en résulte que
Vo = B(1,a;m — 1,0); = S°V. De plus, V; est le noyau de Papplication surjective

Vo @ T(P(S™V™*),06(1)) — B(1,a;m — 1,0)1
c’est-a-dire de S*V ® S™V — StV ® §™~1V. Ainsi, V; = S(@mV,
(iii) se déduit de (ii) par dualité, grace a la proposition 2.3. O

Remarques. Le faisceau localement libre %B(1,a;m — 1,0) définit un fibré vectoriel
de rang m sur l'espace projectif de dimension m. Pour a > m, on retrouve ainsi
des fibrés construits par Schwarzenberger [Sc| ; ceci résulte de I’énoncé (ii) ci-dessus,
combiné avec la proposition 6.3 de [D-K].

SEMINAIRES ET CONGRES 2



MODULES GRADUES ASSOCIES AUX PRODUITS SYMETRIQUES 175

Pour a = —2, on obtient une suite exacte
0—RB(1,-2;m—1,0) > 0(-1)®S™V -0 -0

et on en déduit que B(1, —2; m—1,0) est isomorphe au faisceau Qulj,(smv*) des formes
différentielles de degré 1 sur P(S™V™*). Plus généralement, on peut montrer que

Bp, —p — Lim —p,0) = Qg gy

pour 0 < p < m.

2.7 Unerelation derécurrence pour les M (\)

On revient aux notations de 2.4.

Proposition 2.9 — Soit u une partition de m —1; soit n € {0,1,... ,m—1}. On a
un isomorphisme de GL(V')-modules

D MW= (S"V & M) ® (S™ MV @ M(u)ai)
AEp®(1)

ot u® (1) est l’ensemble des partitions de m dont le diagramme s’obtient en ajoutant
une case au diagramme de p.

Démonstration. On identifie S,,_1 au sous-groupe de S, qui fixe 1. On rappelle la
décomposition

Indg" [ul~ € M.

AEn®(1)

Factorisons le morphisme
7w PV = P(STVT)
(quotient par S,,) par
q:P(VH™ = P(V*) x P(S™1v™)
(quotient par S,,_1) suivi du “produit”

p:P(V*) x P(S™V*) — P(S™V*).

Alors
P B =Hom*( P [\, mOpsmr-)
AEp®(1) AEp®(1)

= Hom®" (Indgz,l 1], T.0p(smy+)) = Homsmfl([ﬂ],W*GP(va*))
= p.Hom®™ (i, 4. Op(smy-) = p. (0 B B(n).
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De plus, on a :

3
N

= P 0(-n) @ M(u),

n=0

et aussi, pour 0 <n<m-—2:
p«(ORO(—n)) = B(1,0;m —1,—n) =B(1,n;m — 1,0) @ O(—n).
Mais ce dernier est égal a
(0(—n) ® S"V) & (0(—n — 1) @ S~ Lrtly)

grace & la proposition 2.8 (i). La formule annoncée s’en déduit aussitot. O

2.8 Lespremiéresvaleursdes M(\)

A Paide de 2.5 et de 2.7, on obtient les valeurs ci-dessous des M (\) pour |\ < 7.
Pour abréger, on pose S(*PV = (a,b).

M 2) (0)7 (17 1) = (17 1)
M 3) = (0)7 (271) = (271)7 M(1717 1) = (373)
4) (O) (37 1) = (37 1)7 M(272) = (272) + (474)7 M(Qa 1, 1) = (573)7

5) = (0)7 M(47 1) = (47 1)7 M(372) = (372) + (674)7
3,1, 1) = (773) + (575)7 M(2727 1) = (674) + (877)7 M(Qa 1,1, 1) = (976)7
1,1,1 (

6) = (0), M(5,1) = (5,1), M(4,2) = (4,2) + (8,4) + (6,6),
(3,3) (7,5) +(9,9), M(4,1,1) = (9,3) + (7, 5),
+(7,5) + (11,7) + ( ,8), M(2,2,2) = (6,6) + (10,8) + (12,12),
,6) +(10,8), M(2,2,1,1) = (11,7) + (9,9) + (13,11),
,10), M(1,1,1,1,1,1) = (15,15).

1) = (6,1), M(5,2) = (5,2) + (10,4) + (8,6),
+(7,7), M(4,3) = (4,3) +(9,5) + (8,6) + (7, 7) + (12,9),
+ (8,6) + (14,7) + (13,8) + (12,9) + (11, 10),
(13,8) + (12,9) + (11,10) + (16,12) + (14,14),
,12) + (16, 13),
(11 10) + (12,9) + (13,8) + (14, 14) + (16,12),
,9) + (13,8) + (14,7) + (15, 13) + (16,12) + (17,11),
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M(2,2,2,1) = (12,9) + (14, 14) + (15,13) + (16, 12) + (18,17),

M(3,1,1,1,1) = (14,14) + (16, 12) + (18, 10),

M(2,2,1,1,1) = (15,13) + (17,11) + (19, 16),

M(2,1,1,1,1,1) = (20,15), M(1,1,1,1,1,1,1) = (21, 21).

Remarque. Dans tous ces exemples, les multiplicités des GL(V)-modules M (\) sont

au plus 1, mais ce résultat n’est pas vrai en général. En effet M(a + 1,1°) =
S5(SPV) @ (A2V)P(+1D/2 3 des multiplicités arbitrairement grandes.

2.9 Uneautrerelation derécurrence pour les M (\)

L’identité établie en 2.7, et la description des M () lorsque A est une équerre
(corollaire 2.7) ne suffisent pas a déterminer les M(A) si |A] > 8. C’est pourquoi
on va obtenir une autre relation de récurrence, plus compliquée, mais qui permet le
calcul de tous les M()).

Rappelons que le caractére d'un GL(V')-module M (rationnel, de dimension finie)
est la trace dans M d’un élément diagonalisable de GL(V') avec valeurs propres z et
y. Ce caractére, noté car M, est une fonction symétrique de x et y. On va exprimer
car M (A) en fonction des car M (u) avec |u| < |A|]. Pour tout entier j > 0, on note
A/(j) Vensemble des partitions de la forme (A1 — j1, A2 — jo,...) avec j1 +ja+--- =
et 0 < jp < Ag — Agy1 pour tout £. On pose :

MWG) = @ M(u).
HEXN/(F)

Proposition 2.10 — Soit A une partition de m en au moins deux parts. On a :

m j—1
car M (A zzwm Hl—xm yh ZymcarM()\/( ))p-
j=1 =1 P

Démonstration. On observe d’abord que
car S"MV = zcar S"V + y" L
A Taide de [Magc| 1.5, on en déduit que
car SM(S"TV) = i ™Iy HDI car §M G (S,
j=0
On a donc :

n+1
Z car M ()\), car S"T1P(S™V)

= Iy tIN " car M()/(j)), car S"TP(S™TIV).

j=0 p=0
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En sommant ces identités pour tous les n > 0, et grace au fait que

> car§"(smV) = [Ja -2y,
n>0 i=0
on obtient :
— car M(X)g + car M (X) H(l A Th
i=0
=> Iy [T =2 y) >y car M(M/(5)),-
=0 i=j p>0
L’identité annoncée s’en déduit aussitot. O

Ezemple. Lorsque A = (1™), I'ensemble /(1) se réduit a (1™71), et A/(j) est vide
pour tout j > 2. Il en résulte que

car M(1™) = xm_lyz yP car M (1™ 1),
p=>0

Par récurrence sur p, on en déduit ’égalité
car M(1™) = (zy)™(m—1/2,

m(m—1)/2

On retrouve ainsi le fait que M(1™) est isomorphe a (A%V) , voir 2.5.

3 Sur uneconjecturede Foulkes

3.1 Laconjecturede Foulkes-Howe

Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie d > 2; soit R = S*(V') algebre
symétrique de V. Alors X = Proj(R) = P(V*) est un espace projectif de dimension
d — 1, et d’apres la proposition 1.5, le m-iéme produit symétrique X (™) g’identifie
a Iimage du morphisme « produit » p : P(V*)™ — P(S™V*). Le groupe GL(V)
opére dans X et dans X (™) ainsi que dans Palgébre graduée

B=@p H' (X", 0psmy+)(n)) = P S™(S"V)
n=0 n=0

et plus généralement dans le B-module gradué

B(A(1),a(1);...;X(r),a(r)) = @ SAO(grtey) @ ... @ AT (grtayy,
ne’z
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D’aprés 1.3, chaque B-module B(A(1),a(1);...;A(r),a(r)) est de Cohen-Macaulay
hors de 'idéal maximal homogeéne. De plus, chaque B(\) est de Cohen-Macaulay.
Puisque 'espace de degré 1 de B est S™V, on a un homomorphisme canonique
d’algebres graduées
hm : S*(S™V) —» B
qui induit des applications GL(V')-équivariantes

o : ST(S™V) = S™(S™V).

Une conjecture de R. Howe [H] affirme que Ay, », est injectif pour n < m, et surjectif
pour n > m. Ceci précise une conjecture antérieure de H. O. Foulkes [F]. La
conjecture de Howe est facile a vérifier pour m = 2; le cas de m = 3 est traité
dans [W-Z]. En général, on sait qu’il existe un entier ng = no(m, d) tel que hy,
est surjectif pour n > ng; voir [Brl] 1.3. On va retrouver ce résultat et obtenir une
valeur effective de ng, en commengant par établir ’énoncé suivant.

Proposition 3.1 — Pour toute partition A de m, le S*(S™V')-module gradué B()\)
est engendré en degré au plus (m — 1)(d — 1).

Démonstration. On pose

C=@PE"v)erc P VeSSV =8 V"),
n=0 ST e,
Avec les notations de 1.2, on a : C = S*(V™)Tm et B = C¥». Plus généralement,
on a : B(\) = Hom® ([\],C). 1l suffit donc de montrer que le S*(S™V)-module C
est engendré en degré au plus (m — 1)(d — 1).
Observons que Proj(C) = P(V*)™ et que Proj(S*(S™V)) = P(S™V*). Le
morphisme p : P(V*)™ — P(S™V™*) est fini, et on a :

C =@ rPV)™,0n)=m) =P LPES™V?), (pOpv+)m)(n)).
n=0 n=0

Autrement dit, C est le module gradué sur S*(S™V) associé au faisceau cohérent
p«Op(y+ym sur P(S™V*). 11 en résulte que le S*(S™V)-module gradué C est
engendré en degré au plus r, lorsque r vérifie :

HYP(S™V™), (pOp(veym)(n =€) =0
pour £ > 1 et n > r (voir [E-G]). Mais on a :
HYP(S™V*), (pOp(v-ym)(n — £) = H' (P(V*)™,0(n — £)%™)

et ce dernier s’annule pour £ > 1 et n > (m — 1)(d — 1), d’apres la formule de
Kiinneth. 0
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3.2 Un énoncéauxiliaire

On conserve les notations de 3.1, et on note C' le conoyau de
o + S*(S™V) — B.
C’est un module gradué sur S*(S™V).
Proposition 3.2 — Chaque élément de C,, est tué par (v™)*m=1) ¢ §nim=1)(gmy)
ot v €V est arbitraire.
Démonstration. Choisissons v € V non nul. Soit (v1,...,v4) une base de V telle
que vg = v. On pose x; = v;v~l et z = (1,...,24-1). On note B,m l’espace des

éléments de degré 0 dans le localisé B[1/v™], et on définit de méme S*(S™V)ym.
Alors

By = |J 5™(s"V)(@™) " = 5™ (| (8"V)o ") = S K[z, ... xa 1]

n>0 n>0
= (k[z]®™)% = k(z(1), ... ,z(m)]*"

ou on pose ¢ = (z1,...,24-1) et (i) = (z(i)1,...,2(i)g-1) pour 1 < i < m; le
groupe S,, opére dans les variables x(i); par permutation des indices ¢. De plus,
la filtration croissante de B,m par les S™(S™V)(v™) ™™ s’identifie & la filtration de
k[z(1),... ,2(m)]° par le maximum des degrés partiels par rapport aux ensembles
de variables z(1),... ,x(m).
On a de méme
S (S™V) = §"(SmV)(w™) " = S*(S"V/kv™) = S (EP
n>0

La filtration croissante de S®(S™V) par les S™(S™V)(v™) ™™ s’identifie & celle de
S* (", k[x];) définie par le degré de cette algebre symétrique.

m

" kL),

L’homomorphisme gradué h,, induit un homomorphisme d’algeébres filtrées
P om S'(énB klz];) — Ek[z(1),...,z(m)] ™.
i=1
Celui-ci est uniquement défini par I’application
é’é Elz); — k[z(1),...,z(m)]""
i=1

. . N aq_ , .
qui envoie le mondéme z{'---z," ' de degré au plus m, sur le coefficient de

5 - t5*," dans le développement de

(1 + I(i)ltl + -4 $(i)d,1td,1).
i=1
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Ces coefficients sont les fonctions symétriques élémentaires de z(1),... ,z(m); ils
engendrent l'algebre k[z(1),...,z(m)] d’aprés [G-K-Z]. L’homomorphisme A, ,m
est donc surjectif.

De plus, si f € k[z(1),...,z(m)]°" a tous ses degrés partiels majorés par
n, alors f est de degré total au plus mn par rapport & I’ensemble des variables
z(1),...,z(m). Il en résulte que f est un polynéme de degré au plus mn en les
fonctions symétriques élémentaires. Autrement dit, Ay, ,~ induit une surjection

STH(STV) (™)™ — ST(STV)(v™) T
Cela signifie que (v™)™" "C,, = 0. O

Remarque. Lorsque d = 2, chaque ensemble z(3) (1 < i < m) consiste en une seule
variable. On sait alors que tout f € k[z(1),... ,z(m)]° de degré partiel n, est un
polyndme de degré n en les fonctions symétriques élémentaires. De plus, ces derniéres
sont algébriquement indépendantes. Il en résulte que h,, ,~ est un isomorphisme,
et donc que h,, est un isomorphisme. On retrouve ainsi la « loi de réciprocité de
Hermite » (2.1 (ii)).

3.3 Unreésultat partiel mais effectif

On conserve les notations de 3.1.

Théoreme 3.3 — Le morphisme
B 2 ST(S™V) — S™(S™V)

est surjectif lorsque

n>(m—1)(d—-1)(mN+m—N)
ot d = dim(V'), et ou N est le plus petit entier tel que dN > (m;fl_l).
Démonstration. On utilise les notations de 3.1 et de 3.2. Il s’agit de montrer que
Cp=0sin>(m—1)(d—1)(mN+m—N). D’aprés la proposition 3.1, le S*(S™V)-
module C,, est engendré en degré au plus (m — 1)(d — 1). Il suffit donc de montrer
que C,, est tué¢ par SMm=DNH+(§mY) pour tout n > 0. Pour cela, on utilise la

solution récente du probléme de Waring pour les polynémes, voir [I] Theorem 2.
Posons

N sim>2et (d,m) ¢ {(3,4), (4,4),(5,3), (5,4)}
g(d7m) =q4N+1 si (dam) € {(374)7 (474)7 (573)7 (574)}

d sim=2.
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Pour tout f dans un ouvert de Zariski non vide U C ™V, il existe v1, ... ,Vg(d,m)
dans V tels que
g(d,m)
=y
i=1

D’aprés la proposition 3.2, chaque (v*)™ ™1 tue C,. On en déduit que C,, est tué
par fr(m=19(dm) pour tout f € U, et donc pour tout f € S™V. Puisque chaque
élément de S™(m—19(dm)(GmY7) est somme de puissances d’éléments de S™V, on
a:

grm=Dgldm)cx

ce qui implique notre assertion. O
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