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Mathematikdidaktik: Die Erforschung
theoretischen Wissens in sozialen Kon-
texten des Lernens und Lehrens

Heinz Steinbring, Dortmund

Abstract: Didactics of mathematics. Investigating theoretical
knowledge in social contexts of learning and teaching. The prob-
lem of “defining” mathematics education as a proper scientific
discipline has been discussed controversely for more than 20
years now. The paper tries to clarify some important aspects
especially for answering the question of what makes mathemat-
ics education a specific scientific discipline and a field of re-
search. With this am in mind the following two dimensions are
investigated: On the one hand, one has to be aware that math-
ematics is not “per s&’ the object of research in mathematics
education, but that mathematical knowledge dways has to be
regarded as being “ situated” within a social context. This means
that mathematical knowledge only gains its specific epistemol og-
ical meaning within a sociad context and that the development
and understanding of mathematical knowledge is strongly influ-
enced by the socia context. On the other hand the specificity
of the theory-practice-problem poses an essential demand on the
scientific work in mathematics education.

Kurzreferat: Das Problem der “Definition” von Mathematik-
didaktik als einer eigenen wissenschaftlichen Diziplin wird seit
mehr as 20 Jahren kontrovers diskutiert. Dieser Beitrag ver-
sucht inshesondere grundlegende Aspekte zur Beantwortung
der Frage zu kldren: Was macht die Mathematikdidaktik als
eigenstdndige Forschung und Wissenschaft aus? Unter dieser
Zielsetzung werden zwei zentrale Dimensionen untersucht. Zum
einen mui3 beachtet werden, dal3 der Gegenstand mathematikdi-
daktischer Forschung nicht das mathematische Wissen “an sich”
ist, sondern dal? dieses Wissen grundsétzlich im Kontext sozialer
Prozesse der Vermittlung verortet werden muf3; dies bedeutet, dafd
das mathematische Wissen erst in einem sozialen Kontext seine
besondere epistemologische Bedeutung erhdlt und umgekehrt,
dal3 die Entwicklung und das Verstehen mathematischen Wissens
durch den soziden Kontext beeinfluf®t wird. Zum anderen stellt
die Besonderheit des Theorie-Praxis-Problems eine spezifische
Anforderung fir die wissenschaftliche Arbeit der Mathematik-
didaktik dar.

ZDM -Classification: C30, D20, E20

1. Mathematikdidaktik als eigene For schungsdisziplin

— Wesentliche Bedingungen ihres Forschungsfeldes

Aus traditioneller Sicht wird der Mathematikdidaktik eine

defizitausgle chende Rolle zugeschrieben — und unter ide-

alen Bedingungen wére sie eigentlich vollig UberflUssig:

— AuUf der einen Seite gibt es den fachwissenschaftlichen
Experten — den Mathematiker — der das mathematische
Wissen bereitstellt. Und da die Mathematik per defi-
nitionem logisch und wahr, sowie streng systematisch
vom Einfachen zum Komplexen aufgebaut ist, mifte
sie auch per se das theoretische Wissen sein, das ohne
weiteres verstandlich ist und die optimale Lernstruktur
verkorpert.

— Auf der anderen Seite gibt es den Lernenden, der den
Lernstoff aufzunehmen hat und sich dazu nur an die
perfekten Vorgaben der Mathematik halten mul3. Daf3
eine grofRe Zahl von Schilerinnen und Schilern, von
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Studentinnen und Studenten ganz erhebliche Probleme
mit der abstrakten Mathematik hat, ist — streng mathe-
matisch und logisch gesehen — kein zurel chender Grund
von dieser idedlen — ja geradezu im mathematischen

Sinne kanonischen — Theorie des Lernens abzuwel-

chen, denn es gibt mehr as den einen notwendigen

Beispiefall fir direktes erfolgreiches Mathematikler-

nen, und das liefert schon den Existenzbeweis dieses

Idesls.

Die hier as “kanonische Lerntheorie” bezeichnete
traditionelle Vorstellung Uber den Erwerb mathemati-
schen Verstehens unterliegt zwei fundamentalen Fehlein-
schatzungen.

(1) Die historische Entwicklung der Mathematik hat
Uber mehr as 2000 Jahre hinweg zusammen mit
erkenntnistheoretischen Fragen ihrer Grundlagen —
und auch mit Problemen des Lehrens von Mathe-
matik — zu einem streng logischen und hierarchis-
chen, systematischen Gebdude des mathematischen
Wissens gefihrt, das auf einfachen, sicheren Funda-
menten aufbaut und mit seinen vielfétigen Spezial-
gebieten auf immer hdhere Etagen der Abstraktion
und Allgemeinheit fihrt. Das auf diese Weise geord-
nete, gesamte mathematische Wissen wird im Prinzip
mit einer einzigen, universellen einheitlichen Sprache
beschrieben. Diese Einheitlichkeit der Mathematik
(Bourbaki, 1974), die Uber die axiomatische Methode
realisiert wird, bedeutet etwa, dald der elementare Be-
griff der Zahl “5" und der abstraktere Begriff des “Er-
wartungswertes einer binomialverteilten Zufallsgroe”
gleichartige Objekte in der Beschreibung durch die
mathemati sche Mengen-Sprache sind.

Dieses historische und zeitlich geprégte Produkt des
mathematischen Wissenskorpus erscheint in seiner lo-
gischen Klarheit, dem Aufbau vom Einfachen zum
Komplexen und Abstrakten, sowie durch seine ein-
heitliche Sprache gleichzeitig as die ideale Zubere-
itung des Wissens fir seinen Erwerb und sein Ver-
stehen — wie es zum Beispiel auch die Maxime der
Bewegung der sog. “Neuen Mathematik” war.

Das erste grole MiRversténdnis ist es, davon
auszugehen, dal3 das Ergebnis ener langwierigen
historischen Entwicklung, namlich die enheitliche
Darstellung des mathematischen Wissens, unhinter-
fragt und uneingeschrankt auch der direkte Aus-
gangspunkt fur das Lernen von Mathematik sei.

(2) Paralld zur Deutung des mathematischen Wissens
als wohlgeordnetem, fertigem Stoff wird das Unter-
richten und Lernen von Mathematik als Stoffvermitt-
lung und Stoffaneignung verstanden. Entsprechend
einer scheinbar rein quantitativen Ausweitung der
wissenschaftlichen Mathematik soll sich das Ler-
nen der Studenten und Schiller durch kontinuierliche
Akkumulation des mathematischen Stoffs vollziehen.
Dieses Nurnberger-Trichter Modell des Lernens ist
sicherlich in vielen Wissenschaften inzwischen — hof-
fentlich — ad acta gelegt worden; in der Mathematik
sollte es aber aufgrund der elaborierten Aufbereitung
des Wissens zumindest im Idealfdl funktionieren. Und
in der generellen Tendenz zeigt es im Unterricht und

161



Information

im Studium der Mathematik wesentliche Wirkungen.
Wie auch anders, a's auf dem vorgegebenen Wege vom
Einfachen zum Komplexen sollte oder kbnnte man das
mathematische Wissen Schritt fir Schritt, Stiickchen
fur Stlickchen nacheinander in sich aufnehmen —
sprich: lernen, wenn man nicht Gefahr laufen will, daid
auf dem logischen Wissensweg L licken aufreif3en, die
ein weiteres Lernen und Verstehen absolut unméglich
machen wirden?

Dennoch, das zweite groRRe Milverstandnis ist eine
zu naive Annahme Uber die Prozesse des Lehrens,
sowiedes Lernens und Verstehens; weder Unterrichten
noch Lernen sind geradlinige, lineare und logisch
konsequente Wege, auch wenn das wohlgeordnete
mathematische Wissen dies vermeintlich zu erzwin-
gen scheint.

Und hier fangt eine wissenschaftliche Didaktik der Mathe-
matik an; sie muld die beiden dargestellten MiRver-
standni sse sorgféltig zur Kenntnis nehmen und grundsétz-
lich in Frage stellen. Dies kann nicht blof3 heif3en, nur
die Seite des Lernens von Mathematik im Auge zu haben
und die naiven Lern- und Verstehensmodelle zu kritisieren.
Diese Kritik lauft solange ins Leere, solange man nicht
die mit dem faschen Lernmodell eng zusammenhangende
Auffassung von der Natur des mathematischen Wissens
in Zweifd zieht. Beide MiRversténdnisse bedingen und
stabilisieren sich gegenseitig; mit beiden muR gleichzeitig
aufgerdumt werden.

2. Mathematisches Wissen, Mathematikunterricht und

Mathematiklernen als eigensténdige Prozesse

Die genannten Fehleinschédtzungen sind von zwei theo-

retischen Perspektiven der Mathematikdidaktik grundsétz-

lich in Frage gestellt worden:

(1) Eine philosophische und epistemologische Kritik wies
auf eine zu schlichte Deutung der Natur des mathe-
matischen Wissens hin, und zwar sowohl fir das
akademische, wissenschaftliche Wissen, wie auch fir
das schulmathematische Wissen.

(2) Eine soziologische und interaktionistische Kritik be-
méangelte die vereinfachte Deutung von mathemati-
schen Lehr-L ern-Prozessen sowie von der besonderen
Kultur des Mathematikunterrichts.

ad (1) Aus Sicht der epistemologischen und philosophi-
schen Kritik muf3 betont werden, dafd mathematisches Wis-
sen nicht as fertiges Produkt, sondern fir die didak-
tischen Prozesse des Lehrens und Lernens insbesondere
unter seiner (historischen und aktuellen) Entwickl ungsdy-
namik gesehen werden sollte. Das sich entwickelnde und
verdndernde mathematische Wissen kann nicht as fer-
tiges Produkt “Mathematik” vermittelt werden, sondern
der konstruktive Prozef3 des“ Mathematisierens’ (Freuden-
thal, 1987) muf3 im Vordergrund stehen.

Der fir eine wissenschaftliche Mathematikdidaktik
wesentliche Aspekt in der Natur des mathematischen Wis-
sens besteht darin, dal? mathematische Begriffe sich nicht
direkt auf Dinge der Welt beziehen, sondern auf Beziehun-
gen zwischen Dingen. “Moderne Wissenschaft tendiert
mehr und mehr zu einem Verstandnis von Begriffen, nach
dem sie nicht langer Substanz-Begriffe im klassischen
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Sinne sind, sondern Relations- oder Beziehungsbegriffe.
... Entsprechend sind Begriffe keine Namen oder Bezeich-
nungen von Dingen, sondern Beziehungen zwischen Din-
gen. Ein Begriff, der zum Beispiel ein Merkma eines
Dinges bezeichnet, bezieht sich nicht nur auf dieses Merk-
mal, sondern auf die Beziehungen zwischen diesem und
der Gesamtheit zugehdriger Merkmale.” (Jahnke & Otte,
1981, S. 76f).

Dieses Versténdnis mathematischer Begriffe as Bezie-
hungen und nicht als Namen fir Dinge oder fir em-
pirische Eigenschaften stellt einen grundlegenden Aspekt
fur die Entwicklung der Mathematikdidaktik als wis-
senschaftlicher Disziplin dar. “Fir die Didaktik ist es zum
Beispiel offensichtlich, dal3 das didaktische Problem in
seinem tieferen Sinne, d.h. in dem Sinne, dal3 es notwendig
ist, es wissenschaftlich zu bearbeiten, durch die Tatsache
entsteht, dal? Begriffe Beziehungen reflektieren und keine
Dinge.” (Jahnke & Otte, 1981, S. 77f).

Dies bedeutet insbesondere, daf3 die mathematischen Be-
griffe, wie Zahlen, Funktionen, Vektoren, — die ja keine
Dinge im herkdmmlichen Sinne sind, sondern Beziehun-
gen verkorpern — in der Wahrnehmung oder auch in einer
anderen intuitiven Erfahrung nicht direkt zuganglich sind
— wie zum Beispid rede oder physische Gegensténde —,
sondern durch Zeichen bzw. Symbole représentiert werden
miissen. Diese Zeichen und Symbole stellen ein semioti-
sches System dar, das flr die mathematische Tétigkeit von
fundamentaler Bedeutung ist. Es entsteht hier ein Para-
dox des Lernens von Mathematik: Um einen nicht di-
rekt zuganglichen, mathematischen Begriff zu bearbeten
und zu verstehen, benétigt man ein angemessenes symbo-
lisches Représentationssystem; um dieses semictische Ze -
chensystem nicht mit dem mathematischen Begriff zu ver-
wechseln, und um in diesem System sinnvoll zu operieren,
ist die Kenntnis des entsprechenden mathematischen Be-
griffs notwendig (vgl. Duva, 1993, S.37f; Steinbring,
1997a, 1998). Mit dieser epistemologischen Position ist
mathematisches Wissen fur den Unterricht und flr das
Lernen nicht einfach ein fertig vorgegebenes Produkt. Die
(offenen) Begriffs-Beziehungen machen das mathemati-
sche Wissen aus, und diese Beziehungen werden erst im
soziden Prozefd des Lehrens und Lernens vom Schiler
aktiv konstruiert.

Diese epistemologische Wissensauffassung hat schon
von Beginn der Grundschule an zur Konsequenz, das
mathematische Wissen als theoretisches Wissen zu ver-
stehen, ein Wissen, das letztlich nicht empirisch definiert
werden kann. Dies bedeutet nicht (wie vielleicht einige
Kritiker vorschnell schluRfolgern wiirden), dieses Wissen
hétte gar nichts mit der konkreten Wirklichkeit der Kinder
zu tun. Im Gegenteil: erst wenn mathematisches Wissen
ein eigenstandiger und lebendiger Bestand ist, dann kann
esalsein variables Instrument zur Erkenntnis und Deutung
der Wirklichkelt und der Erfahrungen der Kinder produk-
tiv beitragen. Diese Beziehung stellt eine zu erkundende
Herausforderung dar, sie ist offen und unbestimmt, sie ist
nicht simpel und fertig vorgegeben.

ad (2) Die ftraditionelle mathematische Stoffdidaktik
war neben ihren eigentlichen Arbeiten nur insoweit an
altéglichem Mathematikunterricht interessiert, dald die
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Defizite realer Unterrichtsprozesse gegeniiber dem ideden
Unterrichtsmodell deutlich werden sollten. Alltégliche
mathematische Unterrichts- und Lernprozesse werden erst
seit ca 20 Jahren unter einer interaktionistischen Per-
spektive fir sich ernst genommen und analysiert (z.B.
Bauersfdd, 1978, 1988; Krummheuer 1984, 1988; Maier
& Voigt, 1991, 1994; Voigt, 1984, 1994). Der dltagliche
Mathematikunterricht wird as eine eigensténdige Kul-
tur angesehen, die nicht durch die Struktur der wis-
senschaftlichen Disziplin in direkter Weise bestimmt wer-
den kann. Diese Kultur bringt einen spezifischen Typ
mathematischen Wissens und mathematischer Sprache
hervor. Die Mathematik in dieser Unterrichtskultur ist
nicht einfach der mathematischen Wissenschaft unterge-
ordnet, dieses Wissen ist Teil der umfassenden gesell-
schaftlichen Mathematik (Wittmann, 1995).

I nteraktionistische Analysen alltéglichen Mathematikun-
terrichts decken versteckte Muster und Mechanismen in
Lehrprozessen auf und sie zeigen, in welch enger Wech-
selbeziehung das mathematische Wissen und seine Ver-
mittlungsmethoden zueinander stehen (Steinbring, 19914,
1997b). Allein die interaktiven, sozialen Verhatensweisen
der Beteiligten in einer mathematischen Unterrichtskul-
tur sind keine Garantie fur erfolgreiches Lernen von
Mathematik. “In alltdglichen Unterrichtsstunden lassen
sich oft Interaktionsmuster rekonstruieren, in denen die
Lehrer die Schileraktivitdten kleinschrittig beeinflussen,
ohne dal3 dadurch giinstige Bedingungen dafirr geschaf-
fen sind, dai die Schiler wiinschenswerte Lernprozesse
im Problemldsen und in der Begriffsentwicklung machen
... Wir sollten der Versuchung widerstehen, Mathematik-
lernen mit der erfolgreichen Betelligung des Schillers an
Interaktionsmustern zu identifizieren” (Voigt, 1994, S. 82).

In den Prozessen der Vermittlung mathematischen
Wissens missen sorgfédltig die fundamentalen Unter-
schiede und Eigensténdigkeiten von Lehren und Ler-
nen beachtet werden. Die grundsétzliche Trennung von
sozialen und psychischen Prozessen hat Luhmann im
Rahmen systemtheoretischer Analysen herausgearbeitet.
“Die Padagogik wird es kaum zugeben konnen, daf3 psy-
chische Prozesse und soziale Prozesse vollig getrennt
operieren. Aber das Bewuldtsein der Individuen kann mit
eigenen Operationen andere Individuen nicht erreichen.
... Aber wenn Kommunikation zustande kommen soll,
muf3 ein ganz anderes, ebenfalls geschlossenes, ebenfalls
autopoietisches System in Tétigkeit treten, ndmlich ein
soziales System, das Kommunikationen durch Kommu-
nikationen reproduziert und nichts weiter tut as dies’
(Luhmann, 1996, S.279). Das psychische System basiert
auf Bewufdtheit und das soziale System basiert auf Kom-
munikation. “Ein sozides System kann nicht denken, ein
psychisches System kann nicht kommunizieren. Kausal
gesehen gibt es trotzdem immense, hochkomplexe Inter-
dependenzen.” (Luhmann, 19973, S. 28).

Welche M&glichkeiten und Bedingungen gibt es, dal? das
Kommunikationssystem Unterricht das psychische System
Bewuftsein des Schilers anregt? “Kommunikationssys-
teme und psychische Systeme (oder Bewufitsein) bilden
zwel klar getrennte autopoi etische Bereiche; ... Diese bei-
den Systemarten sind jedoch in einem besonders engen
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Verhdtnis miteinander verbunden und bilden wechsel-
seitig eine “Portion notwendiger Umwelt”: Ohne Tell-
nahme von Bewuf3tseinssystemen gibt es keine Kommu-
nikation, und ohne Teilnahme an Kommunikation gibt es
keine Entwicklung des Bewufdseins” (GLU, 1997, S. 86).

Fir die Herstellung moglicher “Verbindungen” zwis-
chen Kommunikation und Bewufsein stellt die Sprache
ein zentrales Mittel dar. “Die Spezifitét des Verhadltnisses
von Kommunikation und Bewuflsein hangt ... mit der
Tatsache zusammen, dal? diese Koinzidenz dank der
Verflgbarket Uber Sprache ... nicht zuféllig passiert, son-
dern erwartet und zum Teil geplant werden kann. ... [man]
kann ... sagen, dal3 die sprachliche Kommunikation die
psychischen Systeme als ein Medium behandeln kann,
dasimmer bereit ist, kommunikative Formen anzunehmen.
Das Bewufitsein kann senerseits die Sprache benutzen,
um die Kommunikation as ein Medium zu behandeln,
dem es immer seine Formen einpragen kann; denn ein
sprachlich ausgedriickter Gedanke kann immer kommu-
niziert werden und dadurch den Kommunikationsprozef3
zwingen, einen psychischen Reiz zu verarbeiten” (GLU,
1997, S. 87).

Die Mahematikdidaktik muf3 beachten, dal} es zwi-
schen dem soziadlen System Mathematikunterricht mit
seinen Kommunikationsstrukturen und dem psychischen
System Mathematiklernen der Schiller keine direkten
Abhangigkeiten oder unmittelbare Einfluf3nahmen gibt.

Unsere Uberlegungen zum wissenschaftlichen Feld der
Mathematikdidaktik fihren somit zu diesem Komplex
von drel autonomen Systemen mit indirekten Wechsdl-
beziehungen (Tab. 1):

Mathematik Léhrerin Schillerln
Mathematisches | Mathematik- Lernen und Verste-
Wissen unterricht hen von Mathematik
Begriffe als Kommunikation und | individuelle, sub-
Beziehungen Unterrichtskultur jektive Deutungen
das epistemo- das soziale System | das psychische
logische System System

Tab. 1

Jeder der drei Bereiche stellt ein autonomes, sdbst-
referentielles System dar; die Beziehungen zwischen den
drel Bereichen erfolgen weder in ener kausalen Abfolge
von der Mathematik Uber den Lehrer in den Kopf des
Schillers, noch gibt es direkte Einfllisse des einen auf ein
anderes System; zwischen den Systemen ergeben sich In-
terdependenzen oder “Kopplungen” (Varela, 1997), also
nur indirekte, vermittelte Einflisse und Rickwirkungen.
Das theoretische, mathematische Wissen “&ndert” sich,
wenn es zum Gegenstand der Unterrichtskommunikation
wird; und im Verstehensprozefd des Schillers unterliegt das
mathematische Wissen einer weiteren “ Anderung’.
Beispid ener Unterrichtsepisode: Anhand e nes Gllicks-
spiels mit Wirfeln werden im Unterricht einer 5. Klasse
die dementaren Wahrscheinlichkeitsereignisse und die
zusammengesetzten Ereignissefur die Ausfélle des Wrfels
mit Hilfe der Mengen-Sprache eingefthrt. Jetzt geht es
darum, das sog. “unmdgliche Ereignis’ zu verstehen.
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48 L: ... Wenn ich jetzt folgendes sage: Wiirfle eine Zahl
Kleiner eins?

49 S ... geht nicht!

50 L: Aber auch dasist ein Ereignis! Allerdings, wie du jetzt
schon richtig gesagt hast, dieses Ereignis .....

51 S ... geht nicht! ..... Geht nicht!!

52 L: Ja. Wie wirden wir das jetzt mit einem Adjektiv verse-
hen?

52S .. scher, .....

53S .. das unsichere Ereignis.

54 L: Das unsichere? Wir wollen einfach sagen, das un-
magliche Ereignis. Und jetzt meine Frages Was ist
das eigentlich fur eine Teilmenge, wenn ich vom
unmdglichen Ereignis spreche?

55 S Das geht ja gar nicht!

Im System “Mathematik” istdas “unmdgliche Ereignis’
ein Ereignis wie jedes andere auch, und auf die glei-
che Weise mit der Mengensprache beschreibbar: “{ }”
bezeichnet die leere Menge; in der Wahrscheinlichkeits-
theorie bedeutet sie das unmdgliche Ereignis. Unter einer
Perspektive der Entwicklung und der Verénderung math-
ematischen Wissens ist das unmdgliche Ereignis je-
doch fundamental verschieden von den anderen, konkret
beobachtbaren Ereignissen, wie z.B. Wiirfle eine gera-
de Zahl ={2,4,6}. Eine epistemologische Analyse des
unmdglichen Ereignisses hétte diese Unterschiede zu iden-
tifizieren, und wirde zu erkenntnistheoretischen Ein-
sichten gelangen, die ghnlich den Deutungen und Auffas-
sungen zur Zahl Null in der Geschichte der Mathematik
waren.

Im kommunikativen System *“Mathematikunterricht”
wird in dieser Episode ein eigenes Verstehen des “ unmdg-
lichen Ereignisses’ konstruiert, dasim soziden System in-
teraktiv hergestellt wird und vom individuellen, kognitiven
Verstehen verschieden ist, jedoch darauf einwirkt. In der
Kommunikation wird die formal mdgliche Beschreibung
“Wirfle eine Zahl kleiner eing!”, die aus einer syntakti-
schen Variation zum Beispid entstehen konnte (“Wiirfle
eine Zahl groRer einsl”) als ein gleichwertiges Ereignis
benannt; dieses Ereignis erhdlt den Namen: “unmdgliches
Ereignis’; und algemein: “Ereignisse, die nicht gehen,
heiRen unmogliche Ereignisse’. (Vergleiche: Wenn man
nichts zéhlen kann, wenn man keine Anzahl hat, dann ist
dies die Zahl 0).

Im psychischen System “Mathematik lernen und verste-
hen” werden weitere, andere Bewuf3tsei nswahrnehmungen
von dem, was ein unmdgliches Ereignis sein kdnnte, aus-
gelogt; vieleicht individuele Deutungen der Art, dafd ein
unmdgliches Ereignis in konkreten Spiden mit Wirfeln
nicht geht, und daher auch tatséchlich nicht moglich ist
und kein richtiges Ereignis sein kann.

3. Die Spannung zwischen Unterrichtspraxis und
Fachwissenschaft: Das Theorie-Praxis-Problem in der
Mathematikdidaktik

Die Mathematikdidaktik unterliegt einer zweifachen Span-
nung zwischen der Fachwissenschaft und der Schulpraxis:
Der Mathematik ist die Didaktik — aus der Sicht, wie sie
sie sieht und auch sehen mochte — nicht wissenschaftlich
genug. Und der Unterrichtspraxis ist die Mathematikdi-
daktik haufig zu theoretisch und zu praxisfern.

164

ZDM 98/5

Die Griinde fur die Einschdtzung der Didaktik durch
die Mathematik sind schon vorher angesprochen worden.
Die traditionell an die Didaktik gestellten Anforderun-
gen der Unterrichtspraxis verstdrken haufig die oben
kritiserte Sicht von der Mathematikdidaktik as einer
methodischen Hilfsdisziplin, die den abstrakten mathema
tischen Stoff fur das Lehren und Lernen in der Schule
zusétzlich aufzubereiten und verdaulich zu machen hat,
in Lehrpldnen, in Curricula, Schulbichern und in Un-
terrichtsvorschlégen, Lehrerhandbiichern und didaktisch-
methodischen Anleitungen und Rezepten. Was die Mathe-
matikdidaktik ausarbeitet, sollte doch — bitte schdn —
maglichst direkt und unverdndert im Unterrichtsalltag be-
nutzt werden kénnen.

— Das Verhdltnis zur Mathematik aus Sicht der Didak-
tik: Wie schon oben mit dem Konzept des “ epistemo-
logischen Systems’ angedeutet, impliziert fir die Di-
daktik der Bezug zur Fachwissenschaft die Herausar-
beitung einer Auffassung von Mathematik as einem
viefdltigen, lebendigen und anwendungsreichen Wis-
sen, und zwar im Hinblick fur die Erfordernisse des
Lehrensund Lernens von Mathematik. “ Die didaktische
Arbeit ... mu3 m.E. an der mathematischen Aktivitét
als einem urspriinglichen und natrlichen Element
der menschlichen Erkenntnistétigkeit ansetzen, wobei
“Mathematik” als breites gesellschaftliches Phdnomen
zu verstehen ist, dessen Vidfat an Beziehungen und
Ausdrucksmdglichkeiten sich in den Fachbereichen
fur Mathematik an den Universitéten nur zum Tell
widerspiegelt. Mathematikdidaktiker brauchen daher
selbst eine lebendige Beziehung zur Mathematik und
zu deren Wirklichkeitsbeziigen, und sie miissen einen
wesentlichen Teil ihres beruflichen Lebens der An-
regung, Beobachtung und Reflexion mathematischer
Aktivitdten von Kindern, Schiilern und Lehrerstuden-
ten widmen. In der faszinierenden Begegnung zwi-
schen Mensch und Mathematik und der umsichtigen
Organisation dieser Begegnung liegt der eigentliche Ur-
sprung fur mathematikdidaktisches Denken und Han-
deln. Dieser Erfahrungsbereich bildet daher eine na
turliche Gesprachsbasis mit Lehrenden.” (Wittmann,
1992, S.59/60).

— Der doppelte Bezug zur Schulpraxis aus Sicht der Di-
daktik: Die Schulpraxis ist gleichzeitig Forschungs-
feld und Abnehmer der Mathematikdidaktik, und zwar
sowohl im Hinblick auf die universitdre Ausbildung
zuklinftiger Mathematiklehrer sowie im Rahmen der
Lehrerfortbildung, der Materialentwicklung, neuer di-
daktischer Konzepte und Vorschldgge Das Theorie-
Praxis-Problem in der Mathematikdidaktik (selbst in
internationalen Forschungsgruppen Gegenstand wis-
senschaftlicher Analysen) impliziert, dal3 es keine ein-
fachen, direkten Transfers zwischen den praktischen
Aufgaben und den theoretischen Arbeiten geben kann.
Die Mathematikdidaktik kann die Institution Schule,
den Mathematikunterricht und das Lernen von Mathe-
matik — ales autonome Systeme — nicht direkt steuern,
beeinflussen oder verandern; die Wechsel beziehungen
zwischen beiden Bereichen sind von indirekter Art.
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Wissenschaftlicher Gegenstand der M athemati kdi daktik
sind soziale Vermittlungsprozesse mathematischen Ws-
sens in verschiedenen praktischen Kontexten — insbeson-
dere mathematische Unterrichts- und Kommunikations-
prozesse. Daraus ergeben sich an die Mathematikdidak-
tik Anforderungen auf zwel Ebenen: Zum enen sind
konstruktive, didaktische Entwicklungsarbeiten zu er-
bringen. Dabei geht es zum Beispiel um die Ausar-
beitung von theoretischen Konzepten fir innovativen
Unterricht und um Design von exemplarischen Lern-
umgebungen fir die Schulpraxis nach dem Prinzip des
aktiv-entdeckenden und sozialen Lernens, gemél3 den sich
wandelnden soziaen Bedingungen und den grundlegen-
den Anforderungen einer “Bildung fur alle Kinder” im
Mathematikunterricht. Zum anderen muf3 die Mathematik-
didaktik (unter Bezugnahme auf andere Wissenschaften:
Psychologie, Pédagogik, Soziologie, Erkenntnistheorie,
Philosophie, Geschichte der Mathematik, ...) die Beson-
derheiten und Bedingungen, sowie Muster und Struk-
turen von mathematischen Vermittlungs- und alltéglichen
Kommunikationsprozessen beschreiben, modellieren, ana-
lysieren und wissenschaftlich erforschen.

Die anaytische und die konstruktive Forschungsdi-
mension der Mathematikdidaktik stehen in dialektischer
Beziehung zueinander. Die z.B. im Rahmen der Math-
ematikdidaktik als “design science’ erarbeiteten “kinst-
lichen Objekte’ (Wittmann, 1992) konnen in verschie-
dener Weise als mogliche Alternativen in den mathe-
matischen Lehr-Lern-Prozef3 eingefihrt und dann ihre
Auswirkungen auf die betelligten, gekoppelten Systeme
erneut beobachtet und analysiert werden, wobel neue
systeminterne Mechanismen und Bedingungen erkennbar
werden konnen. Dies kann wiederum zu einer Revision
der kiinstlichen Objekte fiihren.

Die Spannung zwischen der Fachwissenschaft und der
Schulpraxis darf nicht as eine lineare, hierarchische
Verbindungskette interpretiert werden, wie in dem Dia-
gramm (Abb. 1) angedeutet.

Information

konstruktive Dimension:
Design von exemplarischen,
mathematischen Lernumgebungen

konstruktive Dimension:
Bersitstellen von Lernumgebungen
fur die Schiiler

Schler

Lehrer
Lernen

Unterrichtspraxis

Forschungspraxis

diagnostische Dimension:
Beobachtung der Lemprozesse
der Schiiler

analytische Dimension:

Erforschung sozialer, mathematischer

Vermittlungsprozesse

Abb. 2

weise ist (vgl. SCTP “Systematic Cooperation Between
Theory and Practice in Mathematics Education” Bazz-
ini, 1994, Chrigtiansen, 1985; Seeger & Steinbring 1992;
Steinbring, 1994, Verstappen, 1988).

4. Forschungsfelder der Mathematikdidaktik

In der Tradition der Mathematikdidaktik lassen sich zwei
zentrale Arbeitsorientierungen identifizieren, eine stérker
an der Mathematik angelehnte Richtung, meist mit der
Bezeichnung “ Stoffdidaktik” verbunden, und eine eher
pédagogische, am Kind und am Lernen des Kindes, aus-
gerichtete Stromung. In gewissem Sinne sind diese Rich-
tungen auch aus schulischen Traditionen und Bindungen
an Schulstufen entstanden; zum einen eine stark gym-
nasia orientierte stoffbezogene Mathematikdidaktik, zum
anderen in enger Beziehung zur Volksschullehrerbildung
an den padagogischen Hochschulen — heute der Ausbil-
dung von Primarstufenstudentinnen — eine padagogische
Mathematikdidaktik.

Diese grundlegenden Richtungen wirken auch heute
noch nach, in reiner Form insbesondere dort, wo sie sich
im Rahmen der vorgegebenen Studiengénge und orga-
nisatorischen Strukturen strikt den hergebrachten Anfor-

Mathematike Didaktiker
Bereitstellung Weitergabe von Ubergabe von

fertigen und kiaren Unterrichtsvor- mathematischem
mathematischen schidgen und Stoff und Regein
Wissens Material

Abb. 1

Der doppelte Bezug der Mathematikdidaktik zur Unter-
richtspraxis ist ein Spiegel des doppelten Bezugs des
Lehrenden zum Schiler; dies wird in dem Diagramm
(Abb. 2) verdeutlicht.

Dieses Moddll bringt eine differenzierte Beschreibung
des Theorie-Praxis-Problems in der Mathematikdidaktik
zum Ausdruck: Man kann nicht von direkten Einfllssen
oder gar von hierarchischen Abhéngigkeiten zwischen
der Theorie und Praxis ausgehen, sondern von Wechsel-
beziehungen zwischen zwei glei chberechtigten, vone nan-
der relativ unabhangigen soziaden Bereichen, deren Auf-
gabe die Vermittlung mathematischen Wissens in soziaen
Kontexten unter konstruktiver und reflektierender Sicht-

derungen der universitéren Lehreraushildung verpflichtet
fuhlen. In der mathematikdidaktischen Forschung haben
sich beide Richtungen differenzierter auf die Proble-
matik des Lehrens und Lernens mathematischen Wis-
sens eingestellt, und zwar, wie vorher schon ange
sprochen, unter einer konstruktiven und einer analytischen
Forschungsdimension.

Zur konstruktiven Ausrichtung gehdren zentral Arbeiten
der Entwicklung von Unterrichtsvorschldgen und Lehr-
materiaien. Diese Arbeit ist sich jedoch stérker der Rah-
menbedingungen ihrer Redisierbarkeit in der Schulpraxis
bewul3t und bezieht auch systematische Anaysen zur
Natur des mathematischen Wissens mit ein. Die hier er-
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arbeiteten “Produkte’ werden somit nicht mehr als fer-

tige und unverdnderliche Vorgaben an die Schulpraxis

Ubergeben. Eswird zum Be spiel von mathematischen Ler-

numgebungen gesprochen, die vom Lehrer an spezifische

Lernerfordernisse angepaldt werden sollten, und die beim

Schiller Lernmdglichkeiten in Gang setzen sollten. Die

Grenzen zwischen den drei Systemen “mathematisches

Wissen” “Unterricht” und “Lernen und Verstehen” wer-

den beachtet, und zum Beispid wird das Konzept des

eigenstandigen, aktiven und sozialen Lernens der Schiller
as notwendige Bedingung fir den Lernerfolg systematisch
eingebaut. Esist zu erkennen, dal3 die konstruktive Dimen-
sion Ergebnisse der analytischen Dimension in ihre Ar-
beiten mehr und mehr einbezieht, und zwar nicht so sehr,
um im Rahmen des traditionellen Paradigmas der Mathe-
matikdidaktik einfach die Aufbereitung der Stoffprodukte
zu perfektionieren und so vermeintlich Lernen direkt zu
ermdglichen, sondern stérker im Sinne einer bewuleren

Berticksichtigung vorhandener Grenzen und Differenzen.

Mit der Charakterisierung von Mathematikdidaktik als

“Design Science” ist von Wittmann (1992) eine prégnante,

theoretische Konzipierung fir eine solche progressive

konstruktive mathematikdidakti sche Arbeit vorgeschlagen
worden. Diese Konzeption ist insbesondere im Projekt

“mathe 2000” in den letzten 10 Jahren erfolgreich rea

lisiert worden.

Unter die konstruktive Ausrichtung sind wesentlich zu
zéhlen:

— Entwicklung von Material und Unterrichtsvorschlagen
fur die Primarstufe, mit Deutungen zur Natur des
mathematischen Wissens in der Grundschule, die sich
zum enen stdrker an der Anschaulichkeit und an
konkreten Erfahrungsbeziigen orientieren, zum anderen
Konzepte, die von Beginn an den theoretischen Charak-
ter des mathematischen Wissens im Sinne der Entwick-
lung arithmetischer Beziehungen in den Vordergrund
stellen.

— Entwicklung von Material und Unterrichtsvorschlgen
fur die Sekundarstufen (1 & 1), die sich zum Teil deut-
lich an den verschiedenen schulmathematischen Stoff-
bereichen orientieren und als Didaktik der Arithmetik
und Algebra, der Geometrie, der Stochastik bekannt
sind. Daneben gibt es “querliegende” Gebiete, wie z.B.
“Beweisen im Mathematikunterricht”, “Anwendungen
von Mathematik” und — inzwischen sehr aktuel —
“ Aspekte des Einsatzes von Computern und Software
im Mathematikunterricht”.

— Mathematikhistorische und philosophische Arbeiten
sind auch insowelt zur konstruktiven Arbeltsrichtung zu
zéhlen, asausihnen —teils dternative — Vorschlége fir
Unterrichtseinheiten entstehen kénnen (aber im Rah-
men schulischer Strukturen und Lehrpléne langst nicht
den gewiinschten Erfolg haben). Solche konstruktiven
Arbeiten sind teilwese sehr niitzlich fir die Anadyse
der Natur des mathematischen Wissens unter einer dy-
namischen Perspektive und wirken sich damit auf die
anderen konstruktiven Bereiche aus.

Aspekte der Philosophie und Geschichte der Mathematik

kdnnten zusammen mit Konzepten der “ Anwendung von

Mathematik” und “Computer im Mathematikunterricht”
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zentrale Beitrége fur die Grundlegung einer Schulpraxis
bezogenen Auffassung des mathematischen Wissensin der
universitéren Lehrerausbildung werden.

Unter die analytische Ausrichtung sind wesentlich zu

zéhlen:

— an Bezugsdisziplinen (wie der Psychologie, der Soziolo-
gie) orientierte (quantitative und qualitative) empirische
Untersuchungen individue ler und unterrichtlicher Lern-
prozesse; Untersuchungen zu Themen, wie zum Beispid!:
— Vorkenntnisse von Schiilern
— Fehleranalysen
— geometrisches und réumliches Denken
— stochastisches Denken
— algebraisches Denken
— Visualisierung
— Heuristik und Intuition
— Ralle der Geschlechter und Lernen von Mathematik

— qudlitative (und quantitative) Analysen und theoretische
Beschreibungen von Interaktionen im Mathematikun-
terricht (unter Bezug auf sozialwissenschaftliche und
erkenntnistheoretische Konzepte); hier geht es um die
Erforschung von Mustern und Mechanismen im Sy-
stem “Mathematikunterricht”. Diese Forschungsrich-
tung wird mit unterschiedlichen, theoretischen Konzep-
ten verfolgt, zum Be spiel unter der Perspektive des (ra-
dikalen) Konstruktivismus (v. Glasersfeld), des sozialen
Interaktionismus (Bauersfeld et a.) oder der sozialen
Epistemol ogie mathematischen Wissens.

— empirische Analysen des professionellen Wissens von
Mathematiklehrern.

Vide der analytischen Arbeiten in der Mathematikdidak-
tik stehen in Wechsdbeziehungen mit der konstruktiven
Seite; so stiitzt sich zum Beispid die Erarbeitung von
empirischen Forschungsdesigns auf Vorschldge der kon-
struktiven Didaktik, und Ergebnisse der empirischen (und
erkenntnistheoretischen) Analysen wirken auf die Kon-
struktion von Lernumgebungen zurlick. Inzwischen gibt
es eine Reihe von Forschungsprojekten, in denen beide
Grundorientierungen zusammen in die Forschungskonzep-
tion eingehen.

Zurlckblickend auf die als grundlegend vorgestellte
konstruktive und analytische Dimension muf3 angemerkt
werden, dal3 die Entwicklung der Mathematikdidaktik
a's Wissenschaft, insbesondere in den letzten 25 Jahren,
von einer systematischen Reflexion zum besonderen wis-
senschaftlichen Status der Mathematikdidaktik begleitet
war. In dieser wissenschaftstheoretischen Anayse wur-
den Merkmale fir eine Wissenschaft “Mathematikdi-
daktik” sowie ihre besonderen Methoden und ihre zen-
tralen Bezugsdisziplinen diskutiert. Es finden sich Kenn-
zeichnungen wie zum Beispid, “angewandte Sozidwis
senschaft”, “Ingenieurwissenschaft”, “Wissenschaft vom
Mathematikunterricht” oder “Wissenschaft vom Lehren
und Lernen von Mathematik” (vgl z.B. die Diskussion
in ZDM, 1974, S.109-132). Ein Beispid aus jingerer
Zeit ist der Aufsatz von Wittmann (1992) mit dem Ti-
tel “Mathematikdidaktik as ‘design science’’, in dem
eine systematische, theoretische Fundierung der Mathe-
matikdidaktik mit einer Bewertung ihrer interdisziplindren
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Beziehungen zur Mathematik und anderen Féchern, sowie
einer Diskussion des Theorie-Praxis-Problems unternom-
men wird.

5. Anmerkung

IDieser Artikd basiert auf einem Vortragsmanuskript fir das
Erste Interdisziplindre Fachdidaktik Kolloguium, vom 25. bis
27. Februar, 1998, an der Universtd Dortmund. Im Vortrag
selbst wurden auch die besonderen Merkmale der nationalen und
internationalen Vernetzung der Mathematikdidaktik vorgestdllt.
Dieser Artikel konzentriert sich auf eine Diskussion dessen,
was die Mathematikdidaktik als eigene Forschungsdisziplin im
wesentlichen ausmacht.
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